- SveuciliSte u Splitu

SveuciliSni odjel za stru¢ne studije

Boze Plazibat Ado Matokovic Vladimir Vetma

TEHNICKA MEHANIKA II

Split, 2016.






Predgovor

Ova su skripta namijenjena u prvom redu studentima stru¢nog studija Konstrukcijsko
strojarstvo na Sveudilistu u Splitu, SveudilisSnom odjelu za stru¢ne studije, kKoji u drugom
semestru slusaju kolegij Tehnicka mehanika II.

Skripta sadrze predavanja iz navedenog predmeta koja su prosirena nizom ilustrativnih primjera
nakon kojih slijede odabrani zadatci za samostalan rad studenata.

U prvome, uvodnom dijelu prikazana je podjela mehanike s osnovnim pojmovima i
definicijama.

Kinematika Cestice obradena je u drugom dijelu skripata. Na najjednostavnijem, pravocrtnom
gibanju studenti se upoznaju s pojmovima pomak, prevaljeni put, brzina i ubrzanje. Posebno je
obradeno vezano gibanje dviju Cestica. Slijedi definiranje krivocrtnog gibanja u vektorskom i
analitickom obliku. Osobita je pozornost posvecena razmatranju gibanja u pravokutnim i

prirodnim koordinatama. Na kraju ovog dijela obraden je kosi hitac.

U prvim su poglavljima tre¢ega dijela dana razmatranja vezana uz dinamiku Cestice. Uz
diferencijalne jednadzbe gibanja obradeni su D'Alembertov princip, opéi zakoni dinamike
Cestice te kinetiCka energija, rad i snaga. Pojasnjen je i zakon o o¢uvanju mehanicke energije.
U kasnijim su poglavljima dana razmatranja vezana uz dinamiku sustava Cestica. Ovaj dio

zavrSava prikazom elemenata teorije udara.

U cetvrtom dijelu skripata obradena je kinematika elementarnih gibanja krutog tijela:
translacije, rotacije oko nepomicne osi te ravninskog gibanja kao zbroja translacije krutog tijela
I njegove rotacije oko odabrane osi. Uvedene su kinematicke karakteristike rotacije krutog
tijela: kut rotacije, kutna brzina i kutno ubrzanje. Detaljno su obradeni nacini odredivanja brzina
i ubrzanja tocaka tijela pri ravninskom gibanju.

Peti dio skripata posvecen je slozenom gibanju Cestice. Pojasnjeni su pojmovi relativnog,
prijenosnog i apsolutnog gibanja te je prikazano odredivanje apsolutne brzine odnosno
apsolutnog ubrzanja Cestice pri slozenom gibanju. Posebno je obradeno slozeno gibanje Cestice
kada je prijenosno gibanje translatorno.

Dinamika krutog tijela obradena je u Sestom dijelu skripata. Definirani su momenti tromosti
masa i prikazan je nacin odredivanja aksijalnih momenata tromosti. U kasnijim je poglavljima
prikazana primjena D'Alembertova principa pri odredivanju dinamickih reakcija. Obradeni su
1 op¢i zakoni dinamike krutog tijela.



Zavrsni, sedmi dio skripata posvecen je odabranim poglavljima iz dinamike. Tu je pojasnjen
fenomen mehanickih vibracija s jednim stupnjem slobode gibanja, a iz podrucja analiticke
mehanike princip virtualnih radova te opca jednadzba dinamike.

U ovoj prigodi zahvaljujemo recenzentima, prof. dr. sc. Zlatanu Kulenovicu i prof. dr. sc. Frani
Vlaku, na pazljivom is¢itavanju teksta i korisnim savjetima koje su nam pruzili. Zahvaljujemo
i dosadaSnjim generacijama studenata strucnog studija konstrukcijskog strojarstva, ¢ija su

pitanja i dileme pridonijeli jasnijem prikazu pojedinih dijelova ovih skripata.

Svima koji upozore na eventualne slovne ili raunske pogreske koje su promaknule i autorima
i recenzentima unaprijed zahvaljujemo.

Autori
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1. UVOD

Teorijska ili klasi¢na mehanika dio je mehanike u kojem se proucavaju op¢i zakoni mehani¢kog

gibanja 1 ravnoteze materijalnih tijela.

Pod mehani¢kim gibanjem razumijeva Se promjena polozaja jednog materijalnog tijela u
odnosu prema drugom u prostoru tijekom vremena.

Materijalnim tijelom naziva se ogranieni prostor ispunjen materijom. Posebno, materijalno
tijelo ¢ije dimenzije nemaju utjecaja na opisivanje stanja gibanja ili stanja mirovanja naziva se

Cesticom ili materijalnom tockom.

Prakticki se tijelo moze smatrati ¢esticom u svim onim problemima kod kojih su prevaljeni
putovi daleko veci od dimenzija samog tijela.

Isaac Newton (1643. - 1727.), koji se smatra osnivacem klasi¢ne mehanike, uveo je u mehaniku
tzv. apsolutno nepomicni prostor, a zajedno s tim i apsolutno nepomicni referentni koordinatni
sustav u odnosu na koji se definira gibanje materijalnih tijela. Za apsolutno nepomic¢ni
referentni koordinatni sustav odabran je heliocentri¢ni koordinatni sustav, za ¢ije je ishodiste

uzeto sunce, a tri medusobno okomite osi usmjerene su ka trima zvijezdama stajac¢icama.

Newton je u mehaniku uveo i tzv. univerzalno vrijeme koje se jednako mijenja u svim
referentnim sustavima, Sto ima smisla kad su brzine Cestice ili tijela dovoljno male u odnosu na
brzinu svjetlosti (Einsteinova teorija relativnosti).

Gibanje cestice ili tijela u odnosu na apsolutno nepomic¢ni referentni koordinatni sustav naziva
se apsolutno gibanje.

Gibanje cestice ili tijela u odnosu na neko drugo pokretno tijelo (pokretni referentni koordinatni
sustav) naziva se relativno gibanje.

Medutim, i gibanje i mirovanje su relativni pojmovi jer ne postoji ni apsolutno gibanje niti
apsolutno mirovanje s obzirom na to da je cijeli svemir u stanju neprekidnog gibanja.
Za tehniCke probleme kakvi ¢e se razmatrati u ovom kolegiju kao apsolutno nepomicni

koordinatni sustav usvojit ¢e se sustav ¢vrsto vezan za Zemlju (geocentricni sustav), a shodno
tome sva ¢e se gibanja u odnosu na Zemlju smatrati apsolutnima.

Klasi¢na mehanika pociva na Newtonovim zakonima koje je on definirao (za gibanje Cestice)
u odnosu na apsolutno nepomic¢ni sustav referencije.

Te zakone Isaac Newton objavio je u svom djelu ,,Matematicka nacela prirodne filozofije*
1687. godine.

Prvi Newtonov zakon (zakon tromosti ili inercije) glasi: Tijelo zadrzava stanje mirovanja,
odnosno jednolikog pravocrtnog gibanja ako je sustav sila koji na njega djeluje u ravnotezi.
Taj je zakon bio poznat jo§ Galileju koji je gibanje tijela na koje ne djeluju sile nazvao gibanje
po inerciji.



Drugi Newtonov zakon (osnovni zakon dinamike) glasi: Brzina promjene kolicine gibanja

Cestice jednaka je po iznosu, pravcu i smjeru sili koja djeluje na Cesticu:

d ~ -
a(mv)= F. (1.1)

Koli¢ina gibanja Cestice definira se kao umnozak mase m estice i vektora njene brzine v .

Uzevsi u obzir da se u klasicnoj mehanici masa smatra konstantnom veli¢inom, te da je
derivacija vektora brzine Cestice po vremenu jednaka vektoru ubrzanja te Cestice, izraz 1.1 moze
se napisati i u obliku:

m 5. = F ) (1'2)
pa se drugi Newtonov zakon moze izreci i1 na sljede¢i nacin: Produkt mase i ubrzanja Cestice
koje cestica dobije kada na nju djeluje zadana sila, jednak je toj sili po iznosu, pravcu i smjeru.
Iz drugog Newtonova zakona zakljucuje se da je masa skalarna velicina te da predstavlja mjeru
otpora (inertnosti) estice promjeni stanja gibanja ili mirovanja.

Tre¢i Newtonov zakon (zakon akcije i reakcije) glasi: Dvije cestice djeluju jedna na drugu
silama jednakih iznosa i pravaca, suprotnih smjerova.

Posebnu vrstu sila tvore gravitacijske sile koje se izraCunavaju S pomoéu zakona opce
gravitacije, koji je takoder postavio Newton, a glasi: Dvije cestice masa m; i m,, koje se nalaze

na medusobnoj udaljenosti r, priviace se silama F i -F (slika 1.1) intenziteta:

F=k mirznz (1.3)

gdje je k univerzalna gravitacijska konstanta utvrdena eksperimentalno, a iznosi:

k=6,67-10"" m* kg™ s~ (1.4)

Slika 1.1. Zakon o privlacenju masa

Sada se moZe odrediti sila privlacenja izmedu Zemlje i bilo kojeg tijela na njezinoj povrsini.
Naime, srednji polumjer Zemlje je R=r=6,371-10°m, dok joj je priblizna masa
m, =m, =598-10* kg, pa za tijelo mase m, = m ta sila iznosi:

mlm2 _ 6 67 .10_11 . 5,98'1024

F=k
r’ 6,371-10°

m=9,831Im=g,m. (1.5)



Konstanta g, naziva se jakost gravitacijskog polja na povrSini Zemlje. Mjerenjem je

ustanovljeno da privla¢na sila Zemlje nije bas jednaka sili dobivenoj prema (1.5) zbog rotacije
Zemlje oko svoje osi.

Stvarna sila privlacenja, koja se naziva teZina tijela, dana je izrazom:
G=gm, (16)

gdje je G iznos tezine tijela, g gravitacijsko ubrzanje koje se mijenja ovisno o polozaju na

Zemlji, a za tehniCke se proracune uzima njena prosjecna vrijednost:

g=981lm-s?. (1.7)
Teorijska (klasi¢na) mehanika se prema osobitosti problema dijeli na statiku, kinematiku i
dinamiku.

Statikom se naziva dio teorijske mehanike u kojem se proucavaju zakoni slaganja sila i uvjeti

ravnoteze tijela pod djelovanjem sila.

Kinematikom se naziva dio teorijske mehanike u kojem se proucavaju gibanja tijela ne

uzimajuci u obzir masu tijela i sile koje na njega djeluju.

Dinamikom se naziva dio teorijske mehanike u kojem se proucavaju zakoni gibanja
materijalnih tijela pod djelovanjem sila.

Prema svojstvu tijela mehanika se dijeli na mehaniku krutih tijela, mehaniku ¢vrstih
(deformabilnih) tijela i mehaniku fluida.

U teorijskoj su mehanici nuzne tzv. idealizacije, a jedna od njih je kruto tijelo koje se ne
deformira (ne mijenja svoj oblik i obujam) pod djelovanjem sila.

U mehanici se upotrebljavaju mjerne jedinice Medunarodnoga sustava jedinica (Sl sustav),
prema kojemu su osnovne jedinice za duljinu metar (m), za masu kilogram (kg), a za vrijeme
sekunda (s).

Prema vazecoj definiciji jedan metar jednak je duljini puta koji u vakuumu prijede svjetlost za
vrijeme od 1/299792458 sekunde.

Jedna sekunda predstavlja trajanje 9192631770 perioda zracenja koje odgovara prijelazu
izmedu dva hiperfina nivoa osnovnog stanja cezija-133.

Greska pri ovakvoj definiciji etalona vremena od jedne sekunde iznosi samo 101! %.
Jedan kilogram definiran je etalonom koji se ¢uva u Sevresu u Francuskoj.

S pomoc¢u osnovnih jedinica i drugog Newtonova zakona izvedena je jedinica za silu. Ako se u
izraz (1.2) za masu uvrsti 1kg, a za ubrzanje 1 m/s?, dobiva se:

kg-m/s? =N (njutn).

Sila od jednog njutna jest ona sila koja masi od jednog kilograma daje ubrzanje od 1 m/s?.



Kao izvedena jedinica za kut upotrebljava se radijan (rad). Jedan radijan definira se kao

sredisnji kut koji na kruznici omeduje luk duljine jednake polumjeru te kruznice.

Za jedinicu kuta dopusteno je upotrebljavati i stupanj (°). Budu¢i da sredisnjem kutu od 360°
odgovara (u radijanima) kut od 2= rad, proizlazi da je:

= 360 = 180 , odnosno 1° = 2—” rad = —— rad )

2r /s 360 180

1rad

U praksi se kao izvedena jedinica za brzinu umjesto metara po sekundi koristi kilometar po
satu. Budu¢i da 1 km ima 1000 m, a jedan sat 3600 s, proizlazi da je:

km_1000m_ 1 m
h 3600s 365

Nasuprot klasi¢noj (Newtonovoj) mehanici, u relativistickoj mehanici, koja se temelji na
Einsteinovoj teoriji relativnosti, vrijeme i masa nisu apsolutne veli¢ine, ve¢ ovise o relativnom

gibanju promatraca prema promatranom objektu.

Klasi¢na se mehanika poklapa s relativistickom samo u podrucju relativno malih brzina (brzine
znatno manje od brzine svjetlosti) i predstavlja zapravo poseban slucaj teorije relativnosti.

Uzimajuéi u obzir da su najveée brzine u prirodi i tehnici oko 10* puta manje od brzine
svjetlosti, moze se zakljuciti da klasi¢na mehanika u potpunosti odgovara inzenjerskoj praksi.
U tablici 1.1 dan je prikaz nekih prosjeénih, odnosno najvecih brzina koje se postizu u
covjekovu okruzenju.

Tablica 1.1. Brzine koje se postizu u ¢ovjekovu okruzenju

rast djeteta (do 1 god.) ~ 9,5-10° 3,410 zvuk (u zraku, 20°C) 343 1235
vrtni puz 0,013 0,048 putnicki zrakoplov 250 900
kornjaca 0,1 0,36 borbeni zrakoplov 556 2000
konj 13,9 50 Space Shuttle 7743 28-10°
engleski hrt 17,4 70 puscani metak 800 2880
gepard 27,8 100 tocka na ekvatoru 465 1674
¢ovjek (hod) 1,4 5 mjesec (oko Zemlje) 1000 3600
Covjek (sprint, U. Bolt) 12,4 447 Zemlja (oko Sunca) 3-10° 11-10°
automobil 47,2 170 elektron (u atomu) 2-10° 7,2:108
bolid (formula 1, max.) 97,5 351 svjetlost (u vakuumu) 3-108  1,1-10°




2. KINEMATIKA CESTICE

2.1. OSNOVNI ZADATCI KINEMATIKE CESTICE

U kinematici Cestice rjeSavaju se dva osnovna problema:

1) pronalaZenje analitickih postupaka za definiranje gibanja Cestice u odnosu na odabrani
referentni koordinatni sustav;

2) odredivanje kinematickih karakteristika gibanja (putanja, brzina i ubrzanje) na osnovu
zadanog zakona gibanja Cestice.

Putanjom ili trajektorijom naziva se zamisljena neprekinuta linija koju opisuje pokretna Cestica
u prostoru.

2.2. PRAVOCRTNO GIBANJE CESTICE
Pravocrtno gibanje Cestice je gibanje kod kojega je putanja Cestice pravac.
Polozaj Cestice P na pravcu u potpunost je definiran udaljenosc¢u OP, tj. jednom jedinom
koordinatom x, slika 2.1.
x<0 x>0_
. QP
O x

Slika 2.1. Polozaj cestice

Tocka O je po volji odabrana nepomiéna tocka i predstavlja u ovom slu¢aju ishodiste. Pozitivan
smjer koordinate x moze se odabrati proizvoljno. U prikazanom slucaju taj pozitivan smjer je
udesno.

Ako je koordinata x cestice zadana kao funkcija vremena
x = X(t) (2.1)
neprekinuta i najmanje dva puta derivabilna, tada izraz (2.1) predstavlja jednadzbu pravocrtnog
gibanja cestice.
2.2.1. Pomak cestice

Pomak cestice definira se kao promjena njena polozaja. Ako Cestica prijede iz polozaja P u
polozaj P' (sl. 2.2), tada je njen pomak

AX=X"—X. (2.2)

Pomak Cestice Ax je pozitivan ako je njen kona¢ni polozaj (P') desno od pocéetnoga (P), tj. ako
je x> x. U suprotnom je taj pomak negativan.



Slika 2.2. Pomak cestice

Treba naglasiti kako se, u opéem slucaju, pomak Cestice iz P u P' ne poklapa s ukupnim putem
koji je Gestica u meduvremenu prevalila, kao §to je to prikazano na slici 2.3. Cestica je mogla
iz polozaja P doci u polozaj P' i putujuci udesno do P", a zatim se vratiti ulijevo do P".

__prevaljeni put
ép C\P, cP”
O, X _L Ax L
: |

X

Slika 2.3. Razlika izmedu pomaka cestice i prevaljenog puta

2.2.2. Brzina i ubrzanje Cestice

Iako su kinematicke veliCine: polozaj, pomak, brzina i ubrzanje vektorske veliCine, kod
pravocrtnog gibanja moguce ih je prikazivati i razmatrati skalarno, vodeéi ra¢una o predznaku

koji odreduje smjer gibanja po pravcu.

Kao $to je receno, kod pravocrtnog gibanja razmatrana ¢estica nalazi se na jednom te istom
pravcu u svakom trenutku vremena. Ako je polozaj Cestice u trenutku t P, a u trenutku t" P’
(sl. 2.4), tada je ta Cestica u vremenskom intervalu At =t'—t dozivjela pomak Ax = x'—x.

-

O' { % C
(n  (@+A)
Slika 2.4. Pomak Cestice u vremenskom intervalu At

Srednjom brzinom Cestice naziva se omjer pomaka Cestice Ax i vremenskog intervala At u
kojem je taj pomak nastao:

X'—=X AX
Vv, =——=—, 2.3
STt AL (2.3)

Ako je Ax dano u metrima (m), a vrijeme u sekundama (s), jedinica za brzinu je metar po
sekundi (M/s ili m-s™).

Brzinom (trenutacnom) Cestice naziva se grani¢na vrijednost kojoj tezi srednja brzina Cestice
kada vremenski interval At tezi nuli:

v=Ilimy, =lim—=— (2.4)

odnosno brzina Cestice jednaka je prvoj derivaciji polozaja Cestice po vremenu.



Brzina Cestice je pozitivna ako joj se smjer poklapa s pozitivnim smjerom koordinate polozaja
Cestice (sl. 2.5.a), u suprotnom je negativna (sl. 2.5.b).
a) b)
v>0 v<0

—> 4—
P P

o O
b b4 ) 4 A d

X

)

Slika 2.5. Predznak brzine cestice: a) pozitivna brzina, b) negativna brzina.

Ako je Cestica u trenutku t imala brzinu v, a u trenutku t’ brzinu v’ (sl. 2.6), tada je brzina
Cestice U vremenskom intervalu At =t'—t dobila prirast Av=v'-v.

% v'=v+Avy
% P
© ©
(1) (1+A1)

Slika 2.6. Prirast brzine cestice u viremenskom intervalu At

Srednjim ubrzanjem Cestice naziva se omjer prirasta brzine Cestice Av i vremenskog intervala
At u kojem je taj prirast nastao:
ag == . 2.5
Tt AL (2.5)
Ako je prirast brzine dan u metrima po sekundi (m/s), a vrijeme u sekundama (s), jedinica za
ubrzanje je metar po sekundi na kvadrat (m/s?, ili m - s2).

Ubrzanjem (trenutacnim) Cestice naziva se grani¢na vrijednost kojoj tezi srednje ubrzanje

Cestice kada vremenski interval At tezi nuli:
Av dv ... d?x
i a=—:-. (2.6)
A-0 At dt dt

Dakle, ubrzanje Cestice jednako je prvoj derivaciji brzine €estice po vremenu, odnosno drugoj
derivaciji koordinate poloZaja Cestice po vremenu.

a) b)
vV v oV = 1%
P P’ P P
© < © ©
a>0 a>0
—_—p
c) d)
) . “r _ P ",' - v
P P’ P’ P
© © © ©
a<() a<(0
- «—

Slika 2.7. Predznak ubrzanja Cestice: a) i b) pozitivno ubrzanje, c) i d) negativno ubrzanje.



Ubrzanje Cestice je pozitivno ako je brzina ¢estice pozitivna i iznos joj se povecava (sl. 2.7.a)
ili ako je brzina Cestice negativna i iznos joj se smanjuje (sl. 2.7.b).

Ubrzanje Cestice je negativno ako je brzina Cestice pozitivna i iznos joj se smanjuje (sl. 2.7.c)
ili ako je brzina Cestice negativna i iznos joj se povecava (sl. 2.7.d).
Primjer 2.1.
Pravocrtno gibanje cestice zadano je jednadzbom:
x=12t> -18t° + 2t +5 ,
Gdje je x dano u metrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti poloZzaj i brzinu ¢estice u trenutku
t; u kojem je ubrzanje Cestice jednako nuli.
Rjesenje:
Brzina Cestice kao funkcija vremena dobije se prema (2.4)

v=% =i(12t3 ~18t° +2t+5)=36t* ~36t+2 ,
dt dt
a ubrzanje Cestice kao funkcija vremena prema (2.6)

a:ﬁ=i(36t2 —36t+2)=72t—36 .
dt  dt

Ubrzanje Cestice bit ¢e jednako nuli kada je
a, =72t -36=0 ,
odnosno
t,=0,5s.
Polozaj Cestice i njena brzina u trenutku t; =0,5s su:
% = X(t) = x(0,5)=12-0,5> ~18-0,5* +2-0,5+5=3m
v, =v(t;)=v(2)=36-0,5* —36-0,5+2=-7 m/s.
Primjer 2.2.

Pravocrtno gibanje cestice zadano je jednadzbom:

3
X=2t2 —8cosE ,
4

Gdje je x dano u metrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti polozaj i brzinu ¢estice u trenutku
t, =4s.

Rjesenje:



Brzina Cestice kao funkcija vremena dobije se prema (2.4)
1

3 1
v:%:i 2t2—8cosE :2-§t2—8~ —sinE ~£:3t2+27rsin£,
dt dt 4 2 4) 4 4

a ubrzanje Cestice kao funkcija vremena prema (2.6)

1 1 2
a:%:E 3t2 +27zsinE :gt 2+27r-cosﬂ-£:§t 2+7Z—cosﬂ.
dt dt 4 2 4 4 2 2 4
Polozaj, brzina i ubrzanje Cestice u trenutku t; =4S su:
3 A
x1=2-42—80037=2-23+8=24m
= A
v1=3-42+2;z-sin7=3-2+0=6m/s
1 2 2
a1=§-4 2 +ﬁ—-cos4—”:§-l—”—=—4,185m/52.
2 2 4 2 2 2
Imajuéi u vidu da je
4 . Ar . .
COSTZCOSEZCOS]BOOZ—]., S|nT:sm7r:sm18O°=O.
&

Zadatak 2.1. Pravocrtno gibanje cestice zadano je jednadzbom:
x=15t" —30t* +5t+10 ,

gdje je x dano u metrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti poloZzaj, brzinu i ubrzanje Cestice
u trenutku t, =2s.

Odgovor: x, =—76m; v, =—67m/s; a, =12 m/s?.
Zadatak 2.2. Poznat je zakon pravocrtnog gibanja cestice:
x=23_gt2 4100 ,
3
Gdje je x dano u metrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti polozaj Cestice: a) u trenutku
t, # 0 kada joj je brzina jednaka nuli, b) u trenutku t, kada joj je ubrzanje jednako nuli.

Odgovor: a) t; =4s, X, =57,33m; b) t, =25, X, =78,67 m.



2.2.3. Posebni oblici zadavanja pravocrtnog gibanja

2.2.3.1. Zadana je brzina Cestice kao funkcija vremena

Ako je zadana brzina Cestice kao funkcija vremena v =v(t), tada iz (2.4) slijedi polozaj Cestice
dx =v(t)dt,
odnosno, nakon integriranja

x:jv(t)dt+Cl , 2.7)

gdje je C; konstanta integracije koja se odreduje iz pocetnog uvjeta: za t=t, je X=Xx,.
Isto tako, deriviranjem brzine Cestice dobije se prema (2.6) njeno ubrzanje.

Primjer 2.3.

Automobil prikazan na slici 2.8 giba se pravocrtno tako da mu se brzina mijenja prema zakonu:
v=(3t2 +2t) m/s ,

gdje je vrijeme t u sekundama. Odrediti polozaj i ubrzanje ¢estice u trenutku t, =3s ako je u

pocetnom trenutku t=0 koordinata X, =0.

Slika 2.8. Primjer 2.3: Polozaj, brzina i ubrzanje automobila.
Rjesenje:
Polozaj automobila mjeri se od ishodisne tocke O s pozitivnim smjerom udesno. Kako je zadana

brzina automobila kao funkcija vremena, polozaj se odreduje prema izrazu (2.7):
x=[v(t)dt+C, = [(3t* +2t)dt+C, = [3t*dt+ [2tdt+C,,

odnosno

3 2
x:3§+25+C1:t3+t2+Cl.

Konstanta integracije C; slijedi iz pogetnog uvjeta (kada je t=0 i x=%,=0), paje C, =0.
Konacno je

x=(t+t*)m.
Ubrzanje automobila dobije se deriviranjem njegove brzine po vremenu (2.6):

dv
=—=(6t+2
a " (6t+2)

an| 3
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U trenutku t, =3s bit Ce:

% =X(t)=x(3) =3 +3°=36m

v =v(t)=v(3) =332 +2-3=33"
S

ai=a(t1):a(3)=6.3+2=205m2.

Zadatak 2.3. Poznat je zakon promjene brzine ¢estice pri njezinu pravocrtnom gibanju:
3zt m
V="-C0S— — ,
4 8 s

gdje je vrijeme t dano u sekundama. Ako se Cestica u pocetnom trenutku nalazila u ishodistu
koordinatnog sustava, odrediti zakon gibanja Cestice kao i njezin polozaj, brzinu i ubrzanje u
trenutku t; =4s.

Odgovor: x = 6sin%t m, x,=6m, v, =0m/s, a, =-0,925m/s*.

2.2.3.2.  Zadano je ubrzanje Cestice kao funkcija vremena

Ako je zadano ubrzanje Cestice kao funkcija vremena a=a(t), tada iz prvog od izraza (2.6)

slijedi brzina Cestice
dv=a(t)dt,
odnosno, nakon integriranja

v={at)dt+C,, (2.8)

gdje je C: konstanta integracije koja se odreduje iz poCetnog uvjeta: za t=t; je v=V,.
Daljnjim se integriranjem, prema (2.7), dobije polozaj Cestice kao funkcija vremena.
Primjer 2.4.
Ubrzanje Cestice upravo je proporcionalno vremenu t:

a=k-tm/s?,
Gdje je k konstanta (faktor proporcionalnosti) dana u m/s®, a vrijeme t u sekundama.

Poznato je da je u trenutku t,=0s brzina estice V, =16m/s, te da je u trenutku t =1s
koordinata polozaja Cestice X =20m, a njena brzina v, =15m/s. Odrediti polozaj i brzinu

Cestice kao funkcije vremena t te njihove iznose u trenutku t, =4s.

Rjesenje:

11



Brzina Cestice kao funkcija vremena dobije se prema (2.8)
t2
v=[a(t)dt+C, = [k-tdt+C, = k> +Co,

a koordinata polozaja Cestice kao funkcija vremena prema (2.7)

3

2
x=jv(t)dt+cl=j(k%+czjdt+cl=k%+cz-t+cl.

Faktor proporcionalnosti k te konstante integracije Ci i Cz odredit ¢e se iz poznatih kinematic¢kih
veli¢ina u trenutcima t, =0s i t, =1s, kako slijedi:

t 0
t,=0s: vO:k%+C2:k?+C2:C2:16m/s,

odnosno

2
t =1s: v1=k%+02=k%+16=15m/s,odakleje kéz—l; k =—2m/s’

3
xlzki+c2 -t1+C1:—2-l+16-1+C1:20m, odakle je C;=4,33m.
6 6

Polozaj Cestice i njena brzina u funkciji vremena su:
x=-t3/3+16t+4,33m, v=-t>+16m/s.
Polozaj Cestice i njena brzina u trenutku t, =4s su:

X, = X(t,) = X(4) =—4°/3+16-4+4,33=47m,

v, =v(t,) =v(4) =42 +16=0 ",
S

Zadatak 2.4. Poznat je zakon promjene ubrzanja Cestice u funkciji vremena t:
1 2
a=6- . Jt m/s?,

gdje je vrijeme t dano u sekundama.

Ako se Cestica u poéetnom trenutku (t; =08) nalazila u ishodistu koordinatnog sustava, a
podetna joj je brzina bila V, =2 m/s, odrediti zakon gibanja ¢estice kao i njezin polozaj, brzinu
I ubrzanje u trenutku t; =9s.

5

Odgovor: x = 3t? _ 22 iotm, x, =250,2m, v, =53 m/s, a, =55m/s’ .
45

12



2.2.3.3.  Zadana je brzina Eestice kao funkcija poloZaja
Ako je zadana brzina Cestice kao funkcija polozaja v =v(x), moze se do¢i do funkcije ovisnosti

ubrzanja &estice o polozaju pro§irivanjem prvog od izraza (2.6) s dx/dx:

Qv dv o dv 9)
dt dt dx dx

Isto tako, poznavanjem brzine Cestice kao funkcije polozaja v=v(x), iz (2.4) slijedi vrijeme kao

funkcija polozaja:
=%
v(x)
odnosno, nakon integriranja
dx
t=|—— +C,, 2.10
Iv(x) : (210

gdje je C; konstanta integracije koja se odreduje iz podetnog uvjeta: za t=t, je X=X,.
Dakle, dobije se funkcija t= f(x), odakle, kao inverzna funkcija, slijedi polozaj Cestice kao
funkcija vremena:

x=f(t)=x(). (2.11)
Nadalje, derivacijom jednadzbe (2.11) dobije se brzina Cestice kao funkcija vremena, a
derivacijom te funkcije 1 ubrzanje Cestice kao funkcija vremena.
Primjer 2.5.
Zadan je dijagram promjene brzine u funkciji poloZaja kod pravocrtnog gibanja dzipa (sl. 2.9).
Odrediti ubrzanje dzipa u polozaju ¥ =100m i u polozaju X, =200 m.

&
00

vms’

xm
50 100 150 200

Slika 2.9. Primjer 2.5: Promjena brzine dzipa u funkciji polozaja.
Rjesenje:
Kako je brzina dzipa zadana kao funkcija poloZaja, ubrzanje kao funkcija poloZaja dobije se
prema (2.9):

dv
a=v—.
dx

13



U periodu od 0 do 100 m funkcija brzine (pravac) glasi:

pa je ubrzanje u tom periodu

dv 2 d( 2 4
a=V—=—X-—| —X |=—X,
dx 25 dx\ 25 625

iupolozaju ¥ =100 m iznosi

a, =2 100=2% _geam.s2.
625 625

U periodu od 100 do 200 m funkcija brzine (takoder pravac) glasi:

v=16—ix:16—£x m-s—,
100 25

pa je ubrzanje u tom periodu

azvﬂz 16—£x i 16—£x = 16—£x _2 =—§+ix,
dx 25 ) dx 25 25 25 25 625
i u polozaju X, =200 m iznosi

a, = —128+-2200=0m-s~.
625

Zadatak 2.5. Brzina trkaca rekreativca u pocetnoj fazi njegova pravocrtnog tré¢anja moze se
aproksimirati izrazom:

v=8-(1+0,06-x)*,
gdje je brzina v dana u m/s, a polozaj Cestice X u m.

Odrediti ubrzanje trkaca u pocetnom trenutku (X, =0m) te njegovu brzinu i ubrzanje u

trenutku kad se nade u polozaju x; =100 m.
Odgovor: a, =0,96 m/s?, v, =13,013m/s, a, =0,363 m/s?.

2.2.3.4.  Zadano je ubrzanje Cestice kao funkcija brzine

Ako je zadano ubrzanje Cestice kao funkcija brzine a=a(v), tada iz (2.9) slijedi koordinata

polozaja kao funkcija brzine:

dv
x=jvm +C,, (2.12)

14



gdje je C4 konstanta integracije koja se odreduje iz pocetnog uvjeta: za t=t, je v=Vy,.
Isto tako, ako je zadano ubrzanje Cestice kao funkcija brzine a=a(v), tada iz (2.6) slijedi
vrijeme kao funkcija brzine:

dv

dt=——,
a(v)

odnosno, nakon integriranja

t= ﬁm"” (2.13)

gdje je Cs konstanta integracije koja se odreduje iz poCetnog uvjeta: za t=t; je v=V,.
Dakle, dobije se funkcija t= f,(v), odakle, kao inverzna funkcija, slijedi brzina Cestice kao
funkcija vremena:

v=f 1 (t)=v(t). (2.14)

Nadalje, derivacijom jednadzbe (2.14) dobije se (prema 2.6) ubrzanje Cestice kao funkcija
vremena, a integriranjem jednadzbe (2.14) i polozaj Cestice kao funkcija vremena (prema 2.7).

Primjer 2.6.

Zadan je zakon promjene ubrzanja Cestice u funkciji njene brzine V:
a=3v

gdje je ubrzanje adanou m-s™, abrzina v u m-s™. Ako je poznato da je u poloZaju Gestice
definiranom koordinatom x =40m brzina estice V; =9m-s™, odrediti brzinu &estice u
polozaju X, =100m.

Rjesenje:

Polozaj Cestice kao funkcija brzine dobije se prema (2.9):

vdv vdv

dx = «/_dv = —v2 dv,
a(v) 3 3
a integral dobivenog izraza je
L 3
_ 1 >y _ 1 V2 _ 2 3
X—J‘év2 dV+C1 —gg Cl —5\/\/_+C1.
2

Konstanta integracije C1 odredit ¢e se iz poznatih kinematickih veli¢ina u polozaju x =40m:

40=29° /9+C, =6+C,, odakle je C, =34 m,

pa funkcija poloZaja Cestice u ovisnosti o njenoj brzini glasi:

15



X:S\/v—3+34m,

odakle se moze dobiti i brzina ¢estice u funkciji polozaja

V=3 {%(x—34)}2 m

S

Kad se Cestica nade u polozaju X, =100 m, njena brzina bit ¢e:

V= i/B(X —34)}2 - RJB(loo —34)}2 — 44, 51% .

| 4

Zadatak 2.6. Cestica se giba pravocrtno pri éemu joj se ubrzanje mijenja prema zakonu:

a=-k-v,
gdje je a ubrzanje u m/sz, V je brzina estice danau M/S, a k je konstanta.

Ako je u trenutku kad se Gestica nalazi u polozaju ¥ =12 m njena brzina v; =6 m/s, a njeno
ubrzanje a, =—3 m/s?, odrediti konstantu k i zakon promjene polozaja ¢estice u funkciji njene
brzine.

Odgovor: k=0,51/s, X=24-2-v m.
2.2.3.5.  Zadano je ubrzanje Cestice kao funkcija poloZaja
Ako je zadano ubrzanje Cestice kao funkcija polozaja a=a(x), tada iz izraza (2.9) slijedi:
a(x)dx=vadv. (2.15)
Sada se, jer su varijable separirane, moze integrirati lijeva odnosno desna strana jednadZzbe
(2.15) nakon cega slijedi:

1.
EV :ja(x)dx+C, (2.16)

gdje je C konstanta integracije koja se odreduje iz pocetnog uvjeta: za X=X, je V=V,.
Dobije se, dakle, brzina ¢estice kao funkcija polozaja.

Dalje se provodi postupak opisan u dijelu 2.2.3.3.

Primjer 2.7.

Poznata je promjena ubrzanja zrakoplova pri polijetanju u funkciji koordinate njegova polozaja
(sl. 2.10). Odrediti brzinu zrakoplova nakon $to prevali put od 60 m iz stanja mirovanja.

16



ams”

22.5

xm
150

Slika 2.10. Primjer 2.7: Promjena ubrzanja zrakoplova u funkciji polozaja.
Rjesenje:
Buduci da je ubrzanje zrakoplova zadano kao funkcija polozaja, brzina zrakoplova kao funkcija
polozaja dobije se prema (2.16):

1 2
EV _Ia(x)dx+C.

Sa slike 2.10 slijedi a—x funkcija (pravac):

a=—223, 29 5 _015x+22,5m-s?,
150

Sto nakon uvrstenja u prethodni izraz daje:

%vz = [(-0,15x+22,5)dx+C = —0’—215 X2 +22,5x+C .
Konstanta integracije C dobije se iz uvjeta (sl. 2.10) da je u pocetnom trenutku (t, =0) X, =0m
i v,=0m-s™:

3.022
2

—%-02+22,5-0+C = C=0.

Konacno je

V2 =-0,15-x*+45-x ili v=4/-0,15-x*+45.x m-s,

U trenutku kada zrakoplov prevali put od 60 m, njegova ¢e brzina biti:

Vg, =+/—0,15-60 +45.60 = 46,48 m-s™ .

Zadatak 2.7. Ubrzanje Cestice u funkciji polozaja dano je izrazom:
4
a= 5 - F y

gdje je a ubrzanje u m/ s%, ax je koordinata polozaja Cestice dana u m.

17



Ako je u trenutku kad se Cestica nalazi u polozaju X, =6 m njena brzina v, =8 m/s, odrediti

zakon promjene brzine Cestice u funkciji njezina polozaja.

Odgovor: v:2‘/§x+3+E m/s.
2 x 3

2.2.3.6.  Jednoliko i jednoliko ubrzano pravocrtno gibanje ¢estice

Jednoliko pravocrtno gibanje Cestice je gibanje Cestice (po pravcu) konstantnom brzinom. To

znadi da je ubrzanje Sestice pri tom gibanju jednako nuli (a=dv/dt=0 jer je V=V, =konst.).
Polozaj Cestice je, prema (2.7):

x=[v(t)dt+C, =v,t+C,. (2.17)

Ako je u pocCetnom trenutku (t=0) X =X,, polozaj Cestice pri jednoliko pravocrtnom gibanju

dan je izrazom:
X=X, +V,t. (2.18)
Jednoliko ubrzano pravocrtno gibanje Cestice je gibanje Cestice S konstantnim ubrzanjem a.

Brzina Cestice je, prema (2.8):
v=ja(t)dt+c2=at+c2. (2.19)

Ako je u po¢etnom trenutku (t=0) V=V, brzina Cestice pri jednoliko ubrzanom pravocrtnom
gibanju dana je izrazom:

v=y,+at. (2.20)

Poznavanjem brzine kao funkcije vremena poloZaj Cestice se dobije prema (2.7):
1 .
X = J'v(t)dt+C1 = J‘(v0 +at)dt+C, :v0t+§at +C,,
pri cemu je konstanta integracije C, =X, jer je u poCetnom trenutku (t=0) X=X,;.
Slijedi zakon promjene poloZaja pri jednoliko ubrzanom pravocrtnom gibanju:
1 .
x=x0+v0t+5at : (2.21)

U slucaju gibanja Cestice konstantnim ubrzanjem moze se s pomocu izraza 2.9 dobiti veza

1izmedu brzine Cestice 1 koordinate polozaja Cestice:

vdv=adx, odnosno jvdv - j adx,

Vo Xo

pa je

18



—L=a(x—x) ili V¥ =V} +2a(x—%,). (2.22)

Primjer 2.8.

Vlak, koji se gibao brzinom od 36 km/h (sl. 2.11), zaustavio se 1 min nakon pocetka kocenja.
Ako se moze pretpostaviti da se vlak za vrijeme koc¢enja gibao konstantnim ubrzanjem, odrediti
put koji je u tom periodu prevalio.

ﬁ-l- ﬂh-I-'—! ! HHHHH A

Slika 2.11. Primjer 2.8.

Rjesenje:

Put $to ga prevali vlak za vrijeme kocenja, uz konstantno ubrzanje, dan je izrazom (2.20):
1 1
X=X, +v0t+§at2 =v0t+§at2,

a brzina vlaka izrazom (2.19):
V=V, +at.
Kako se put prevaljen za vrijeme kocCenja mjeri od pocetka koc¢enja, to je x, = 0.

Ako se vlak zaustavio nakon vremena t1 od pocetka koc¢enja, bit ¢e brzina v u tom trenutku
jednaka 0, pa iz izraza za brzinu vlaka slijedi:

Da bi se ubrzanje dobilo u m-s™, mora se brzina v, uvrstitiu m-s™, a vrijeme t, us:

3600

pa je:

a:—E =-0,167m-s™
60

Put kocenja sada je:

x=10-60+%-(—0,167)-602 =300m.
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Primjer 2.9.
Dva automobila, A i B, voze jedan iza drugoga na udaljenosti d =64 m konstantnim brzinama
Vao =Vgo =30m/s (sl. 2.12). U jednom trenutku voza¢ automobilom A zapocinje pretjecanje

konstantnim ubrzanjem a, =2 m/s®.

Odredite vrijeme potrebno da automobil A sustigne automobil B. Kolika je brzina automobila
A u tom trenutku?

I\,
d

Slika 2.12. Primjer 2.9.

Rjesenje:

Postavi li se ishodiste koordinatnog sustava na mjesto gdje se automobil A nalazio u trenutku
pocetka pretjecanja, polozaj automobila B definiran je izrazom (2.17):

Xg = Vol + Xgo =Vgol +d =30t + 64,

a polozaj automobila A izrazom (2.21):
Xp = S a,t? 4Vt + Xag = = 2% 1 30t =t2 + 30t
AT 59 At %m0 =5 = -

Kako su u trenutku sustizanja koordinate polozaja automobila jednake ( X, = Xg ), moZe se pisati:

t? +30t =30t + 64,

odakle je (vrijeme mora biti pozitivno)
t=/64=8s.

Dakle, automobilu A Ce trebati 8 s da sustigne automobil B pri ¢emu ¢e brzina automobila A
biti (prema 2.20):

Vp =V +a,t=30+2-8=46m/s.

Zadatak 2.8. Trkac¢ na 800 metara pretr¢i prvih 100 m za 12 sekunda, a sljedecih 450 m za 62
sekunde. a) Kojom prosje¢nom brzinom trka¢ treba prijeci zadnjih 250 m pa da ostvari zeljenu
kvalifikacijsku normu od 1 minute i 42 sekunde? b) Kolika je u tom slucaju njegova prosje¢na
brzina na 800 metara? Brzine izraziti u m/s i u km/h.
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Odgovor: a) v, ,, =8,929 m/s =32,14 km/h, b) vy =7,843 m/s =2824 km/h.

Zadatak 2.9. Automobil polazi iz stanja mirovanja i nakon prevaljenih 200 m, gibajuci se
jednoliko ubrzano, dostigne brzinu od 25 m/s. Odrediti: a) ubrzanje automobila, b) vrijeme koje
je bilo potrebno da dostigne zadanu brzinu.

Odgovor: a) a:% =1563 m/s?,b) t=16s.

Zadatak 2.10. Cestica se giba jednoliko ubrzano po pravocrtnoj putanji. Ako je poznato da
Cestica izmedu petnaeste i dvadesete sekunde od pocetka gibanja prevali put od 350 m, odrediti
koliko je ubrzanje Cestice.

Odgovor: a=4 m/s?.

Zadatak 2.11. Pri brzini od 18 m/s voza¢ automobila ugleda pjeSake na oznacenom pjeSackom
prijelazu. Poznato je da je prosje¢nom vozacu za reakciju potrebno 0,75 sekunda, dok je vozacu
s 1%o (jedan promila) alkohola u krvi za reakciju potrebno 3 sekunde.

Ako se automobil giba pravocrtno, a najvece usporenje koje se moze ostvariti pritiskom na
kocnicu iznosi 2 m/s?, odrediti put Koji ée prevaliti automobil do trenutka zaustavljanja: a) ako

njime upravlja normalan vozag¢, b) ako njime upravlja vozac s 1%o alkohola u krvi.
Odgovor: a) X, =94,5 m, b) x, =135 m. (Put kocenja automobila iznosi 81 m.)
Napomena: Ako pijes — ne vozi!l!

Zadatak 2.12. Cestice A i B gibaju se duZ istoga pravca, pri ¢emu se u poéetnom trenutku

Sestica B nalazi 60 m ispred &estice A. Cestica A giba se konstantnim ubrzanjem a, =—4 m/s?
i uz pocetnu brzinu v, =40 m/s, dok se Cestica B giba konstantnim ubrzanjem ag = 2 m/s?

i uz podetnu brzinu vg =10 m/s.
Koliko ¢e vremena proéi: a) do prvog susreta Cestica A i B, b) do njihova drugog susreta?
Odgovor: a) t; =2,76 s, b) t, =7,24 s

Zadatak 2.13. Automobili A i B gibaju se pravocrtno jedan prema drugom. U jednom je
trenutku automobil A krenuo iz stanja mirovanja konstantnim ubrzanjem a, =4 m/s?, dok se

automobil B giba konstantnom brzinom vg =20 m/s.

Ako automobil A do susreta s automobilom B prevali 2/3 njihove pocetne medusobne
udaljenosti, odrediti: a) vrijeme koje je proteklo od pocetka gibanja do susreta automobila, b)

pocetnu medusobnu udaljenost automobila.

Odgovor: a) t, =20 s, b) AB=1200 m.
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2.2.4. Graficko rjesavanje problema pravocrtnog gibanja
Uzimajué¢i u obzir diferencijalne veze izmedu koordinate polozaja Cestice, njene brzine i
ubrzanja, pravocrtno se gibanje ¢estice moze razmatrati i graficki.
U ovim ¢e se izlaganjima 0no ograniciti na vezu izmedu osnovnih kinematickih dijagrama:
dijagrama polozaja i vremena ili x—t dijagrama, dijagrama brzine i vremena ili v—t dijagrama
te dijagrama ubrzanja i vremena ili a—t dijagrama.
U prethodnim se razmatranjima doslo do sljedecih Cetiriju relacija koje se mogu koristiti pri
grafickom rjeSavanju problema pravocrtnog gibanja Cestice:
(1) Nagib tangente na krivulju poloZzaja i vremena (X—t) u proizvoljnom trenutku t jednak je
ordinati u dijagramu brzine i vremena (v—t) u istom tom trenutku (sl. 2.13.ai b)
dx
i v
(2) Nagib tangente na krivulju brzine i vremena (v—t)u proizvoljnom trenutku t jednak je
ordinati u dijagramu ubrzanja i vremena (a—t) u istom tom trenutku t (sl. 2.13.b i c)
dv
P a

t t t

> ; - ' >

Slika 2.13. Veze medu osnovnim kinematickim velicinama X —>V —a
(3) Prirast brzine v u vremenskom intervalu t; do t, jednak je povrsini u (a—t) dijagramu

omedenoj krivuljom ubrzanja i ordinatama koje odgovaraju vremenskim trenutcima t, i t,
(sl.2.14.aib)

t
v, -V, :Iadt. (2.23)

']

(4) Prirast koordinate polozaja Cestice X (pomak Cestice Ax ) u vremenskom intervalu t, do t,
jednak je povr§ini u (V—t) dijagramu omedenoj krivuljom brzine i ordinatama koje

odgovaraju vremenskim trenutcima t, i t, (sl. 2.14.b i c)

t
xz—xlzjvdt. (2.24)

4
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a) b) c)

2

povréina:fa, dt
f

B
a,

3
= f vdt
4
Slika 2.14. Veze medu osnovnim kinematickim velicinama a —>V —> X

Primjer 2.10.

Zadan je dijagram promjene brzine Cestice u funkciji vremena (sl. 2.15). Odrediti zakone
promjene ubrzanja Cestice u pojedinim periodima gibanja (nacrtati a—t dijagram gibanja
Cestice) te udaljenost Cestice od pocetnog polozaja u trenutku t =10s.

vms'

[§]

* y ts
2 4 6 8 10

Slika 2.15. Primjer 2.10: v-t dijagram gibanja Cestice.

Rjesenje:

Na slici 2.13 je vidljivo da je gibanje Cestice podijeljeno u Cetiri perioda: 1. (od 0 do 2 s) u kojem
brzina raste linearno, 1. (od 2 do 4 s) u kojem je brzina konstantna, te I1l. (od 4 do 8 s) i IV.
(od 8 do 10 s) u kojima brzina konstantno pada, ali po razli¢itim zakonima.

Prema izrazu (2.20) ubrzanje Cestice jednako je nagibu tangente na krivulju u pojedinom
trenutku vremena. Buduci da su zakoni promjene brzine u svim periodima pravci, to su nagibi
njihovih tangenti u pojedinom periodu konstantni i odgovaraju koeficijentu smjera

odgovarajuceg pravca, pa je

ul. periodu: @, =Av, /At,=4/2=2m-s?
u Il. periodu: a, =Av, /At,=0/2=0m-s?,

u Ill. periodu: &, =Av,, /At, =-2/4=-0,5m-s?,

u IV. periodu: a,, =Av,, /At, =—2/2=-1m-s?.
Dijagram promjene ubrzanja cestice (a—t) prikazan je na slici 2.16.

Udaljenost Cestice od pocetnog polozaja jednaka je ukupnom prevaljenom putu jer brzina

Cestice nije mijenjala svoj smjer.
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Zato je prema (2.21) ta udaljenost jednaka ukupnoj povrsini ispod v—t krivulje na slici 2.15,
paje

x2—xlex:x(ZO)—x(O):zfvdt:A,+A”+A,,,+A|V,

gdje su Ay, Aii, A i A povrsine ispod v—t Krivulje u pojedinom periodu gibanja.

ams”

2
1

| 4 68 10
-0.5 2 I |
<11

Slika 2.16. Primjer 2.10: a-t dijagram gibanja Cestice.

Dalje je:

X —x1=1-2~4+2-4+ 4-2+14‘2 +1~2-2=26 m.
2 2 2 2

Zadatak 2.14. Zadan je dijagram promjene ubrzanja Cestice u funkciji vremena (sl. Z.2.14).
Ako je Cestica u poc¢etnom trenutku mirovala u ishodistu, odrediti zakone promjene brzine i

polozaja Cestice u funkciji vremena te skicirati odgovarajuce dijagrame (v—t i x—t).

ams”’

ts

Slika Z.2.14. a-t dijagram gibanja cestice

Odgovor:
Vo, =3t m/s,v, , =8—-t m/s X, =3t2/2 m, X, , =-8+8t—t?/2 m
vms’ xm
24
18
12
8 & 2 4 6 8
+ + 4 tS ‘ ts
Slika Z.2.14.a. v-t dijagram gibanja Cestice Slika Z.2.14.b. x-t dijagram gibanja Cestice
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Zadatak 2.15. Cestica se giba pravocrtno pri ¢emu joj se polozaj tijekom vremena mijenja
prema dijagramu prikazanom na slici Z.2.15. Ako se Cestica od dvanaeste sekunde nastavlja
gibati konstantnom brzinom, odrediti zakone promjene polozaja, brzine i ubrzanja Cestice u
funkciji vremena te skicirati v—t i a—t.

X m

tjeme
g+
61 pravac
4 parabola
2. stupnja
5 | pnj
: ' ts
4 8 12 16
Slika Z.2.15. s-t dijagram gibanja Cestice
Odgovor: X, ,, =—t?/8+2t m, X,,,=-t+18 m
Vo2 = —t/4+2 m/s, Vip g6 =1 m/s ay4, =—1/4=-0,25 m/52 , 8546 =0
vms’ ams’
2 4 8 12 16
— » : o ts
1 4
4 8 2 16 Bl
\ ts
-1+ e -0,25
Slika Z.2.15.a. v-t dijagram gibanja cestice Slika Z.2.15.b. a-t dijagram gibanja cestice

2.2.5. Vezano gibanje Cestica

U sustavima kolotura i uzetnih elemenata (uzad, sajle, lanci) ¢esto se javlja sustav od dvije ili
viSe medusobno povezanih Cestica koje vrSe pravocrtno gibanje, kako je to prikazano na slici
2.17. Pri tome se pretpostavlja da su uzetni elementi nerastezljivi, idealno savitljivi, te da im se

masa moze zanemariti.

Iz navedenoga slijedi vrlo vazan uvjet da duljina svakog uzetnog elementa, izraZena preko
koordinata polozaja pojedinih Cestica, mora biti konstantna. Taj se uvjet naziva ograni¢enjem
veze kod vezanog pravocrtnog gibanja Cestica.

Za primjer prikazan na slici 2.17 moze se ustvrditi kako duljina uzeta OCDEB mora biti
konstantna. S druge strane, duljina dijela uzeta OC odnosno CD razlikuje se u odnosu na
koordinatu polozaja Cestice A, Xa za konstantnu veli¢inu (udaljenost od cestice O horizontale
kroz koloturnike D i E, te udaljenost cestice C od Cestice A). Takoder, duljina dijela uzeta koji
obuhvacaju koloturnik C i duljina dijela koji obuhvaca i spaja koloturnike D i E jesu konstantne
veli¢ine.

Zato se moze pisati:

2- X, + Xg = konst. (2.25)
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Ta se jednadZba naziva ogranicenje veze. To nadalje znaci da je samo jedna od koordinata Xa i

X neovisna (druga slijedi iz jednadzbe 2.25).

0 & &
B™ B
5

Xa 3 v

- [

-
Slika 2.17. Primjer vezanog pravocrtnog gibanja cestica
Buduéi da se brojem stupnjeva slobode nekog sustava naziva se broj neovisnih podataka

(koordinata) kojima je u potpunosti definirano gibanje tog sustava, zakljuCuje se da sustav
prikazan na slici 2.17 ima jedan stupanj slobode gibanja.

Deriviranjem jednadzbe (2.25) po vremenu dobije se veza izmedu brzina Cestica A i B, a potom
i veza izmedu ubrzanja tih dviju Cestica, kako slijedi:

dx, dxg s

AL B0 ili 2-v, +Vv, =0; 2.26
dt  dt AR (2:20)
dv, dvg o

—A 4B _0 ili 2-a,+a,=0. 2.27
dt  dt AR (227)

Zakljucuje se da je vektor brzine Cestice B dvostruko veci od vektora brzine Cestice A, te da je

suprotno usmjeren. Isti se zaklju¢ak moze donijeti i za vektore ubrzanja ovih dviju Cestica.
Primjer 2.11.

Blokovi A i B povezani su medusobno tankim nerastezljivim uZetom prebacenim preko
koloturnika C, E i D. Odrediti brzinu bloka A ako je poznata brzina bloka B vz =1 m-s™ (sl.
2.18).

Slika 2.18. Primjer 2.11: Sustav za podizanje blokova.
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Rjesenje:

Na slici 2.19 prikazane su koordinate poloZaja blokova A i B.

-

Slika 2.19. Primjer 2.11: Koordinate polozaja blokova.

Duljina uzeta ACEDB mora biti konstantna. S druge strane ta je duljina jednaka koordinati
polozaja bloka A uvecanoj za trostruku koordinatu bloka B i konstantu koja obuhvaca dijelove
uzeta oko koloturnika C, D i E, te dio uZeta od horizontale kroz srediste koloturnika E do bloka
B (sl. 2.19).

Zato se moze pisati
X, +3- Xz = konst.,
§to nakon deriviranja po vremenu daje

%4_3.%:0’
dt dt

odnosno
Vy+3-Vg =0,
odakle se dobije brzina bloka A:
Vy, =-3-Vg =-3-1=-3m-s™.

Iz dobivenog se rezultata zakljucuje da ¢e se blok A gibati trostruko vecom brzinom od bloka
B i suprotno usmjerenom. U ovom slucaju brzina bloka A bit ¢e usmjerena prema gore.

O

Zadatak 2.16. Za izvlacenje broda na navoz sa svrhom remonta koristi se sustav koloturnika
prikazan na slici Z.2.16. Uze je jednim krajem vezano u tocki T, a drugi se kraj uzeta namata
na bubanj koji pokreée elektromotor.

Odrediti brzinu izvladenja broda ako je brzina to¢ke A na uZetu v, =8 m/s.
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Slika Z.2.16. Zadatak 2.16.
Odgovor: vy =2 m/s.
Zadatak 2.17. Cestica B giba se brzinom vy =15 m/s po horizontalnoj podlozi, te s pomoéu
uzeta i sustava koloturnika povlaci ¢esticu A uz kosinu (slika Z.2.17).

Odrediti brzinu kojom se Cestica A giba uz kosinu.

Slika Z.2.17. Zadatak 2.17.

Odgovor: v, =05 m/s.
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2.3. KRIVOCRTNO GIBANJE CESTICE

Za definiranje krivocrtnog gibanja ¢estice u prostoru najcescée se primjenjuju sljedeca tri nacina:
a) vektorski naéin
b) analiti¢ki nacin
c) prirodni nadin.

2.3.1. Vektorski nacin definiranja gibanja

Polozaj &estice P u proizvoljnom trenutku vremena moze se definirati s pomo¢u vektora OP = F
s po¢etkom u ishodistu usvojenog koordinatnog sustava. Taj vektor naziva se jos i radijus vektor
polozaja Cestice P, a u opem slucaju mijenja se po pravcu, smjeru i veli€ini tijekom vremena.
Stoga se kaze da vektor 7 predstavlja vektorsku funkciju skalarnog argumenta t, tj.:

F=r(t) ili
F=r (1) +r,(t)]+r, ()k =xi +yj + 2k, (2.28)
gdjesu i ,] i K jedini¢ni vektori (ortovi) u praveu triju nepomicnih osi koordinatnog sustava
Oxyz, pa prema tome konstantni po intenzitetu, pravcu i smjeru.

Ako je zadana funkcija neprekinuta i najmanje dvaput derivabilna, kaze se da predstavlja
jednadzbu krivocrtnog gibanja ¢estice u vektorskom obliku. Putanja estice dobije se spajanjem
vrhova radijus vektora polozaja 7 i jo§ se naziva hodograf radijus vektora polozaja (sl. 2.20.a).

a) b)

putanja

Yo
Yo

X

Slika 2.20. Krivocrtno gibanje cestice: a) putanja cestice; b) brzina cestice.

2.3.1.1. Vektor brzine Cestice
Neka se promatrana ¢estica u trenutku t nalazi u polozaju P koji je odreden vektorom polozaja

r,autrenutku t; upolozaju P1 odredenom vektorom polozaja I} . Tada je vektorom PP, = AF

odreden pomak &estice P u vremenskom intervalu At =t; —t (sl. 2.20.b).

Vektor srednje brzine ¢estice definira se kao omjer:
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7 - :Plt _ i—: . (2.29)

Pravac vektora V., poklapa se s pravcem vektora PP:, dok se smjer tog vektora podudara sa
smjerom gibanja Cestice.
Brzinom &estice P u proizvoljnom trenutku vremena naziva se vektorska veli¢ina ¥ kojoj tezi
vektor srednje brzine v, kada vremenski interval At tezi nuli:
e . AT dr .
v_i!m)(vsr)_lm)ﬁ_a_r, (2.30)
gdje se, radi jednostavnosti, derivacija funkcije po parametru t oznacava tockom iznad funkcije
(f =dF/dt, y=dy/dt, i sli¢no).
Prema tome, vektor brzine ¢estice u proizvoljnom trenutku vremena jednak je prvoj derivaciji

radijus vektora polozaja Cestice po vremenu. Budu¢i da se u grani¢nom slucaju pravac sekante

PP, poklapa s pravcem tangente, vektor brzine cestice pada u pravac tangente na putanju i

usmjeren je u smjeru gibanja cestice.

2.3.1.2. Vektor ubrzanja Cestice
Promjenu intenziteta i pravca vektora brzine pri krivocrtnom gibanju karakterizira vektor
ubrzanja Cestice.
Promotre li se dva uzastopna polozaja Cestice P (P i P1) s pripadaju¢im brzinama v i V;, o€ito
je da ¢e u promatranom vremenskom intervalu At =t —t brzina Cestice dobiti prirastaj
AV =V, -V . Koriste¢i se pravilom paralelograma, moze se u tocki P odrediti vektor AV .

Takoder se moZe zakljuciti da ¢e taj vektor biti uvijek usmjeren u konkavnu stranu krivulje (sl.
2.21).

Slika 2.21. Ubrzanje cestice

Vektor srednjeg ubrzanja ¢estice definira se kao omjer:

LAY

=—. 2.31
A= 231)
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Ubrzanjem cestice P u proizvoljnom trenutku vremena naziva se vektorska veli¢ina & kojoj
tezi vektor srednjeg ubrzanja &, kada vremenski interval At tezi nuli:
AV dv  d’T

a=lim(a,)=Ilim—

a0t ) T D0 AL dt dt2 r (2.32)

Prema tome, vektor ubrzanja ¢estice u proizvoljnom trenutku vremena jednak je prvoj derivaciji
vektora brzine ili drugoj derivaciji radijus vektora polozaja po vremenu.

Ako je putanja Cestice ravninska krivulja, tada vektor ubrzanja leZi u istoj ravnini i usmjeren je
u konkavnu stranu krivulje. Ako je pak putanja prostorna krivulja, tada ubrzanje leZi u tzv.
oskulatornoj ravnini koja je definirana tangentom i glavhom normalom na putanju u zadanoj
tocki.

2.3.1.3. Velocida i hodograf brzina Cestice
Pri proucavanju ravninskih gibanja, i to naroc¢ito pri primjeni grafi¢kih postupaka, susrecu se u
kinematici pojmovi velocida i hodograf brzina, koji ¢e se ovdje definirati.

Velocidom se naziva krivulja koja prolazi vrhovima vektora brzina nanesenima u
odgovaraju¢im tockama putanje (sl. 2.22.a).

Vektori brzina, naneseni paralelno samima sebi iz jednog ishodista, odreduju svojim vrhovima
krivulju koja se naziva hodograf brzina (sl. 2.22.b).

a) b)

velocida

hodograf
brzina

P, putanja

Slika 2.22. a) Velocida; b) hodograf brzina.

2.3.1.4. Teorem o projekcijama derivacije vektora

Teorem o projekcijama derivacije vektora glasi:

Projekcija derivacije vektora na neku nepomicnu os jednaka je derivaciji projekcije zadanog
vektora na tu istu os.

Neka je zadan vektor ¢ kao funkcija vremena i neka je vektor d njegova derivacija po vremenu.

Po definiciji je:

d = lim (d, ) = im 25 = <€ (2.33)

At—0

Koristenjem teorema o projekcijama vektora na os, moZze se pisati:
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d_— lim % =% _ jjm A% _ 95 (2.34)
Aat—0 At At—0 At dt

Ovdje valja naglasiti da gore re¢eno ne vrijedi i za intenzitet, odnosno modul vektora, jer u
op¢em slucaju:

- d[e]
\qiaT. (2.35)

To je lako pokazati na primjeru kruznog gibanja kod kojega je intenzitet radijus vektora

poloZzaja konstantan, tj. |F’| = const., ali je vektor polozaja funkcija vremena F =F (t) i vrijedi:

M:O i ii
dt dt

0. (2.36)

2.3.2. Analiticki nacin definiranja gibanja Cestice
2.3.2.1.  Putanja, brzina i ubrzanje cCestice u pravokutnim koordinatama

b
e )

Slika 2.23. a) Polozaj cestice u prostoru, b) polozaj Cestice U ravnini.

Polozaj Cestice U prostoru moze se u potpunosti definirati trima pravokutnim koordinatama X,
y i z (slika 2.23.a). Shodno tome i gibanje ¢estice u prostoru bit ¢e u potpunosti odredeno ako
su poznate funkcije vremena:

Xx=xt), y=yt), z=z(t) (2.37)
koje, s obzirom na prirodu gibanja cestice, moraju biti neprekinute i barem dva puta derivabilne.
Gibanje cestice u ravnini odredeno je jednakostima:

x=x(t), y=y(). (2.38)

Jednadzbe (2.37) i (2.38) predstavljaju putanju odnosno trajektoriju ¢estice u parametarskom
obliku. Izlu¢ivanjem vremena t iz prve od jednadzba (2.38) t = ¢(X) i uvrstavanjem u drugu

dobije se jednadzba putanje Cestice U ravnini:

y=y(4(x)). (2.39)
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Na osnovi teorema o projekcijama derivacije vektora mogu se napisati izrazi za odredivanje
projekcija vektora brzine na koordinatne osi:

dr,
szﬂ, V :_y’ szdrz . (2,40)
d 7 dt dt
Kako je vidljivo sa slike 2.23, projekcije vektora polozaja na koordinatne osi jednake su

koordinatama Cestice, t].

odakle slijedi da je:
dx . dy . dz
VX=_=X’ V, =— = , VZ=_=
dt S dt
tj. projekcije brzina na pojedine koordinatne osi jednake su prvim derivacijama odgovarajuc¢ih
koordinata Cestice po vremenu.

2, (2.41)

Poznavajuéi projekcije brzine moze se odrediti intenzitet vektora brzine i njezin pravac
(odnosno kutovi a, £ 1 y koje pravac vektora brzine zatvara s pojedinim koordinatnim osima),

kako slijedi:
V=, fvf +Vy +V; (2.42)

v
cosa = 2x cos B =, cos;/zv—z. (2.43)
v v v

Na sli¢an nac¢in mogu se odrediti 1 projekcije vektora ubrzanja na pojedine koordinatne osi.
Imajuc¢i u vidu definiciju vektora ubrzanja, moZze se pisati:
2 2 2
Cdv,  dx a_Olvy_dy_.. g o dv, _d*

RIS O ST

*Tdt dt?
tj. projekcije vektora ubrzanja na koordinatne osi jednake su prvim derivacijama po vremenu
projekcija vektora brzine ili pak drugim derivacijama odgovaraju¢ih koordinata Cestice po
vremenu. Sli¢no kao kod brzina, intenzitet i pravac ubrzanja mogu se odrediti prema izrazima:

azafaf +a, +a; (2.45)

a a a
cosa, =—*, cosfB=-—, cosy =—=. (2.46)
a a a

Prema tome, ako je gibanje cestice zadano u pravokutnom (Descartesovu) koordinatnom
sustavu jednadzbama (2.37) ili (2.38), onda se brzina ¢estice odreduje prema izrazima (2.40)
do (2.43), a ubrzanje prema (2.44) do (2.46). Kod ravninskog gibanja otpadaju trece projekcije
koje se odnose na 0s z.

Primjer 2.12.
Vektor brzine Cestice koja zapocinje gibanje iz ishodiSta mijenja se prema zakonu:

V=16t +4t°] + (5t +2)k m/s,
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gdje je t dano u sekundama. Odrediti vektor ubrzanja Cestice i intenzitet tog vektora u trenutku

t1=2 s. Kolike su koordinate polozaja Cestice u tom trenutku?
Rjesenje:
Vektor ubrzanja Cestice dobije se prema (2.32):

((jj_\t/ =%[16tzf+4t3j+(5t + Z)E] =32ti +12t2] +5k m/s?

a

I u trenutku t1=2 s glasi:
a =641 +48] +5k m/s?,

a iznos ubrzanja je prema (2.45):

a=,[al +al +a’ =647 + 487 +5° =80,16 M/s’.
Koordinate vektora brzine su:

v, =16t%, v, =4t°, v, =5t +2,
pa su koordinate polozaja Cestice, zbog (2.41):

dx =v,dt =16t°dt , pa je x=J'16t2dt _16 +Cy;
3
dy =v,dt =4t’dt, paje y=[4t’dt=t" +C,;

dz =v,dt = (5t +2)dt, pa je Z=I(5t+2)dt=gt2+2t+c3.

Konstante integracije C1, Cz i C3 odreduju se iz uvjeta da se u pocetnom trenutku (t=0) Cestica

nalazi u ishodistu koordinatnog sustava te je X, =Y, =2, =0, pa slijedi da su i sve konstante

integracije jednake nuli.
Konac¢no je:

X=Et3 m, y=t‘m, z=§t2+2t,
3 2

pa je u trenutku t1=2 s:

x(2)=42,67 m, y(2)=16 m, z(2)=14.

Primjer 2.13.

Gibanje Cestice u ravnini zadano je parametarskim jednadzbama:

x=3t—6t, y=4t>-8t,

gdje su x i y dani u metrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti putanju, brzinu i ubrzanje

Cestice.
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Rjesenje:
Da bi se odredila putanja, potrebno je najprije eliminirati parametar t iz gornjih jednadzba.

Pomnozi li se prva jednadzba s 4, a druga s 3, bit ¢e desne strane tako dobivenih jednadzba
jednake, odakle slijedi:

4x=3y odnosno vy :%x.

Prema tome, putanja je pravac koji prolazi ishodistem i koji s osi X zatvara kut a, pri cemu je
tana =4/3 (sl. 2.24).

Slika 2.24. Primjer 2.13: putanja Cestice.

Brzina i ubrzanje Cestice odredit ¢e se prema izrazima (2.37) do (2.42):
V, =X=6t-6, v, =y=8t-8, v=1fvf +v2 =10(t-1) m/s

. a,=y=8, a=[al+a=10 mis.

Iz zadanih parametarskih jednadzba i dobivenih rezultata mogu se izvesti sljedeci zakljucci:

a =X=6

X

e U trenutku t;=0s Cestica se nalazi u ishodistu koordinatnog sustava, brzina joj je
—10m-s™, dok joj ubrzanje iznosi 10 m-s;

e Drzina cestice bit ¢e jednaka nuli u trenutku t; =1 s, i u tom ¢e se trenutku Cestica poceti
vracati ka ishodistu O;

e (Cestica ¢e se ponovno naci u ishodistu u trenutku t, =2 s, i od tog trenutka ce se stalno

udaljavati od ishodista;
e pravci brzine i ubrzanja poklapaju se s pravcem putanje Cestice.

Primjer 2.14.

Odrediti putanju, brzinu i ubrzanje cestice P elipsografa prikazanoga na slici 2.25 ako se kut ¢,
Sto ga poluga OA zatvara s osi X, mijenja prema zakonu:

p=wt (w=const.).
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Zadano: OA=AB=3l: AP=|

X ;

Slika 2.25. Primjer 2.14.

Rjesenje:
Potrebno je najprije odrediti koordinate Cestice P u funkciji vremena. Budu¢i da je trokut 0AB
jednakokracan, bit ¢e kut uz vrh B tog trokuta jednak kutu ¢. Koordinate ¢estice P sada su:

x=3lcosp+1cosp y=2Ising

x =4l cos wt y=2lsinat .
Dijeljenjem prve jednadzbe s 41, druge s 2l; kvadriranjem obiju i zbrajanjem, dobije se putanja
Cestice P:

2 2

X y

+
1612 412

§to je centralna elipsa s poluosima 41 i 2.
Brzina i ubrzanje Cestice P bit ¢e prema (2.41 1 2.42) te (2.44 1 2.45):

v, =X=—4losinat v, =y =2lwcosat

v=ﬂfvf +V5 = 2l 4sin? et +cos? at :

2

a, =X =—4la’ coswt = —Xw 2

y : ay:y':—ZIa)Zsina)t:—ya)

a=«faf +a§ = 2|a)2\/4COS2 ot +sin? ot =OMaw? =ro?.

Brzina Cestice P mijenja se tijekom vremena u granicama od 2leo do 4le , dok je ubrzanje
proporcionalno udaljenosti same cestice od ishodista O. KoriStenjem izraza (2.46):

a, X X
cosgy =—=—=
a r r

moze se pokazati da je vektor ubrzanja za vrijeme gibanja uvijek usmjeren duz pravca OP ka
tocki O.
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Zadatak 2.18. Cestica se giba u ravnini Oxy tako da joj se vektor brzine mijenja prema zakonu
v =(2t+3) +(t?-2)],
gdje je brzina v u metrima po sekundi, a vrijeme t u sekundama.

Ako se Cestica u pocetnom trenutku (t, =0) nalazila u polozaju X, =2m i y,=4/3m,

odrediti polozaj te iznos brzine i ubrzanja Cestice u trenutku t, =25.

Odgovor: x, =12m, y,=0m, v, =7,28 m/s, a, = 4,472 m/s’.
Zadatak 2.19. Zadane su parametarske jednadzbe gibanja Cestice
X = Zsin@, y= —3COSE ,
3 3

gdje su x iy dani u metrima, a vrijeme t u sekundama. Potrebno je odrediti: a) jednadzbu putanje
Cestice, b) iznos brzine i ubrzanja ¢estice u trenutku t, =6S.

2 2 2
Odgovor: a) XT+y? =1 - elipsab) v, =4§ =4189 m/s, a, = 47:; =13159 m/s”.

Zadatak 2.20. Cestica C dovodi se u gibanje duz Zlijeba oblika parabole y* =3X s pomocu
klizaca AB (sl. Z.2.20).

| \
X

!
A

1
Slika Z.2.20. Zadatak 2.20.
Ako se kliza¢ AB giba duz vodilice prema zakonu
X =3-t?,
gdje je x dano u metrima, a vrijeme t u sekundama, potrebno je odrediti polozaj Cestice te iznos

njene brzine i ubrzanja u trenutku t, =1s.

Odgovor: x, =3m, y,=3m, v, =6,71 m/s, a =6 m/s’.
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2.3.2.2.  Putanja, brzina i ubrzanje Cestice u polarnim koordinatama

Ravninsko gibanje cestice moze se opisati i u polarnim koordinatama. Ako su poznate
koordinate r i ¢ Cestice P:

r=rt); @=¢t) (2.47)

kao neprekinute i najmanje dvaput derivabilne funkcije vremena, tada je gibanje ¢estice P u
ravnini potpuno odredeno. Veza izmedu polarnih i pravokutnih koordinata slijedi sa slike 2.26:

X=rcosep, Yy=rsing. (2.48)

\/

Slika 2.26. Gibanje u polarnim koordinatama

Da bi se odredila brzina i ubrzanje cestice u polarnim koordinatama, potrebno je u

razmatranjima uvesti dva nova jedini¢na vektora:

€ - usmjeren duz spojnice ishodista i Cestice U zadanom trenutku;
€, - okomito na vektor € .

Ta dva vektora mogu se izraziti preko jedini¢nih vektora i i ] nepokretnog koordinatnog
sustava Oxy prema slici 2.26:

€ =icosp+ jsing, & =—ising+jcose. (2.49)
S obzirom na to da je kut ¢ funkcija vremena, to su € i €, promjenjivi vektori. Derivacije tih

vektora po vremenu su:

do

%8 _ fsin — +jcosp——=——8, =&
dt 7t Pa a2
de, - dp ~. do de. =
—<£ =—] COS®———|SIn —_—=—— = — 250
dt PTEEEL gt % (2:50)
jer je:
d_'=6 i d_Jzﬁ,
dt dt

Vektor polozaja Cestice P moguce je napisati u obliku:
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r=re.
Derivacijom gornjeg izraza po vremenu dobije se vektor brzine estice:

_od, . dr_ d,
v=a(r):a(re1)=ael+ra(el)

V =18 + g%, (2.51)

koji je sastavljen od dviju medusobno okomitih komponenata:

o —>

'€ - radijalna komponenta brzine

vr Vr él

VC

V€, =rg€, - cirkularna komponenta brzine.

Radijalna komponenta vektora brzine karakterizira promjenu intenziteta radijus vektora
polozaja Cestice P, dok cirkularna karakterizira promjenu pravca tog vektora (sl. 2.27).

Intenzitet brzine moguce je odrediti iz jednakosti:

v=\/vr2 +V2 =12 + 1% (2.52)
pri ¢emu je kut Sto ga vektor brzine zatvara s koordinatom r:

tang=Ye -2 (2.53)
V

\ 4

—0

)

Slika 2.27. Radijalna i cirkularna komponenta brzine

Derivacijom izraza za brzinu cestice u polarnim koordinatama po vremenu dobije se vektor
ubrzanja cestice P:

a= %(\7) = %(r’é1 + T8, ) = IE + f%(§1)+ ro€, + r¢%(éz) =
= [E, + 8, +1 6, + I €, — r€,
ili, konacno:

a=(F—r¢’)& +(ré+2rp)s,. (2.54)
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Radijalna i cirkularna komponenta ubrzanja su dakle:
a =ag=(r-r¢’)e, (2.55)
a,=a.8, =(rj+2rp)s,. (2.56)

Intenzitet vektora ubrzanja odreden je izrazom:

a=.a’+a’ :\/(i"—l’gbz)2+(l’gb+2fgb)2 : (2.57)

dok se iz jednakosti

tan 9 _& _1p+2r9 (2.58)
Ya F-rg’

T

odreduje kut §to ga vektor ubrzanja zatvara s koordinatom r (sl. 2.28).
¥

A

Slika 2.28. Radijalna i cirkularna komponenta ubrzanja
Primjer 2.15.
Gibanje ¢estice u ravnini zadano je u polarnim koordinatama:
r=2cosg,; p=4t,

gdje je r u metrima, ¢ u radijanima, a t u sekundama. Odrediti brzinu i ubrzanje cestice te
jednadzbe putanje i hodografa brzina u pravokutnim koordinatama.

Rjesenje:
KoriStenjem izraza za odredivanje brzine i ubrzanja Cestice (2.51) i (2.54) dobije se:

V. =F=-8sin4t, V, =r¢p=38cos4t

r
V=V’ +V: =8m-s;

a =F—r¢’ =-64cos4t, a, =rp+2rp=—-64sin4t

T
azafaf#af =64m-s”.
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S pomocu poznatih veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata dobije se:
X=rCoS¢p=2C0s* @, y =rsing=2cos@sin g
ili, nakon kvadriranja jednadzba i njihova zbrajanja:
X +Yy® =2c0s” p(2¢c0s” p+2sin® o) = 2x ili x*+y*—2x=0,
Sto, nakon svodenja na puni kvadrat, daje trazenu jednadzbu putanje:
(x—l)2 +y?=1.

Putanja je dakle kruznica radijusa 1 m, srediste koje je pomaknuto po osi x za 1 m (sl. 2.29.a).

Slika 2.29. Primjer 2.15: a) putanja; b) hodograf brzina.
Projekcija brzine i ubrzanja na osi X i y su (prema pravilu o derivaciji slozene funkcije):
V, =X =4cosp(—sinp)p=-8sin2¢p,
v, =y =-2sin’ -+ 2cos’ p-=8c0s2¢;
a, =X=-16cos2¢-p=—-64c0s2¢,

a, =y =-16sin2¢p-p=—-64sin2¢ .

Kvadriranjem konacnih izraza za projekcije brzina i zbrajanjem dobije se jednadzba hodografa
brzina (sl. 2.29.b):

2 2 2
v, +v, =8°.

Zadatak 2.21. Zadane su parametarske jednadzbe gibanja Cestice
r=0,5€2t, ¢=4t1

gdje je r dano u metrima, kut ¢ u radijanima, a vrijeme t u sekundama.
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Potrebno je odrediti jednadzbu putanje Cestice te radijalnu i cirkularnu komponentu brzine
odnosno ubrzanja u funkciji vremena t.

@
Odgovor: r=0,5e2 - logaritamska spirala, v, =e”, v_ =2e*, a, =—6e*, a, =8e.

Zadatak 2.22. Poluga OA njise se oko zgloba O tako da se kut ¢ mijenja prema zakonu
Q= (2/7z)sin 7, gdje je kut ¢ dan u radijanima, a vrijeme t u sekundama (slika Z.2.22).

Slika Z.2.22. Zadatak 2.22.
Duz poluge OA giba se kliza¢ B kojemu je udaljenost od zgloba O dana izrazom:

__ 100
t+4’

gdje je r dano u centimetrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti iznos brzine i ubrzanja klizaca
B utrenutku t, =1s.
Odgovor: v, =-4cm/s, v, =-40cm/s, v, =40,2 cm/s;

a, =784 cm/s’, a, =16 cm/s?, a, =80,02 cm/s’.

2.3.2.3.  Putanja, brzina i ubrzanje ¢estice u cilindri¢nim koordinatama

Cilindri¢ne su koordinate kombinacija polarnih (p, ¢) i jedne pravokutne (Descartesove)
koordinate (najcesce je rije€ o z koordinati), kako je to prikazano na slici 2.30.

-z

A .
putanja

Y.

X

Slika 2.30. Gibanje cestice u cilindricnim koordinatama
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Umjesto koordinate r ovdje se koristi polarna koordinata p, s obzirom na to da se ta koordinata
ne poklapa s radijus vektorom polozaja Cestice P (7). Polozaj Cestice P u prostoru odreden je
dakle trima parametarskim jednadzbama gibanja:

p=pt), p=0t), z=2z(t). (2.59)

Gibanje ¢estice P moze se zamisliti kao zbroj gibanja u ravnini (p, ¢) i paralelnog pomaka te

ravnine duz osi z.

Na temelju izraza izvedenih za pravokutne i polarne koordinate mogu se, bez posebnog

izvodenja, napisati izrazi za brzinu i ubrzanje u cilindri¢nim koordinatama, kako slijedi:
V=VE +VE +V,k (2.60)
d=ag +ag +ak, (2.61)
gdje su komponente vektora brzine, odnosno vektora ubrzanja:
v=p, V,=pp, V,=1 (2.62)
a =p-pp’, a=pp+2pp, a,=L. (2.63)
Odgovarajuci intenziteti ovih vektora su:

V= V2V (2.64)
a:,/a§+a§ +a’. (2.65)

2.3.3. Prirodni nacin definiranja gibanja Cestice

2.3.3.1.  Odredivanje brzine Cestice

Ako je putanja cestice unaprijed poznata, moze se primijeniti i prirodni nacin definiranja
gibanja Cestice.

Neka se ¢estica P giba u sustavu Oxyz duz poznate putanje AB i neka je tockom Po na toj putanji
odreden pocetni polozaj ¢estice P. Usvoji li se uz to i pozitivan, odnosno negativan smjer
gibanja cestice, bit ¢e polozaj Cestice P na putanji AB jednozna¢no odreden krivocrtnom
koordinatom s (slika 2.31).

Slika 2.31. Prirodni nacin definiranja gibanja cestice
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Jednadzba:
s=f(t) (2.66)
izrazava pri tom zakon gibanja (zakon puta) Cestice P po putanji.

Iz gore navedenog slijedi da je za prirodni nacin definiranja gibanja cestice neophodno
poznavati:

a) putanju Cestice;

b) pocetak (ishodiste) prirodnog koordinatnog sustava na putanji kao i pozitivan odnosno
negativan smjer gibanja odnosno prirasta krivocrtne koordinate s;

c) zakon puta u obliku s= f (t).

Ovdje valja naglasiti da krivocrtna koordinata s predstavlja trenutnu udaljenost ¢estice P od
ishodista Po 1 da se, u opéem slucaju, ta udaljenost razlikuje od ukupno prevaljenog puta do tog
trenutka vremena. Ako Cestica P u vremenskom intervalu At prevali put As = s; — s na putanji

tada ¢e brojcana vrijednost srednje brzine biti:

=35 -2, (267)

a prelaskom na granicni slucaj dobit ¢e se brojcana vrijednost brzine u proizvoljnom trenutku
vremena:

As ds

v=Ilim—=—",
At—0 At dt

(2.68)

tj. intenzitet brzine u proizvoljnom trenutku vremena jednak je prvoj derivaciji krivocrtne
koordinate s po vremenu.

Vektor brzine, koji pravcem pada u pravac tangente na putanju, usmjeren je u pozitivnom
smjeru (smjer porasta koordinate s) ako je v >0, a u negativnom smjeru ako je v<0.

2.3.3.2. Tangencijalno i normalno ubrzanje

Vektor ubrzanja lezi u takozvanoj oskulatornoj ravnini (ravnini odredenoj tangentom T i
glavnom normalom N na putanju Cestice) pa je za odredivanje vektora ubrzanja dovoljno
odrediti projekcije toga vektora na dvije po volji odabrane osi koje leze u toj ravnini.

P

Slika 2.32. Promjena vektora brzine Cestice
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Neka su te osi bas tangenta T na putanju, kojoj se smjer poklapa s prirastom koordinate s, te
glavna normala N, koja je okomita na T i usmjerena ka sredistu zakrivljenosti putanje (sl. 2.32).
Odabrane osi sijeku se u tocki P pod pravim kutom i gibaju se zajedno s ¢esticom u prostoru.

Prema definiciji, vektor ubrzanja je:

o AN G-V
= = lim = = 2.69
A=) =1m s =M s (269
Na osnovi teorema o projekcijama vektora, bit Ce:
.V =\ .V —V
a, =lim*—=—, a, =Ilim2~—=~ (2.70)
At—0 At At—0 At

Saslike 2.32 mogu se odrediti projekcije vektora brzine v i ¥; na tangentu i normalu na putanju,
kako slijedi:

Vv, =V, V=0, Vv;=VC0SA@, V,, =V,SinAg
gdje su v i v, intenziteti vektora brzina u trenutku t i t,. Sada se ove jednakosti mogu uvrstiti

u izraze (2.70). Uzme li se pri tom u obzir da se, kada At — 0, Cestica P1 priblizava tocki P, te
da istovremeno

Ap—>0, As—0, V,—>V, CcosAp—>1 te sinAp—Ap

bit Ce:
.V —V . V,COSA@—V . V,—V . Av dv
a, =lim-I Lo lim 22?7 fim 2 o fim e =
A0 At At—0 At At—0 - At a0 At dt
.V —V, .V, SInA . . SINA
a, = lim 2=~ :I|m1—¢:llmv1-llm ¢
At—0 At At—0 At At—0 At—>0 At

Prosirivanjem drugog od limesa na kraju izraza za a, S A@/A¢ i S As/As dobije se

. . SINAp Ap As . SINAgp . Ap . AS
ay = |ImV1-|Im—¢-—¢-—zv-|lm—¢-|lm—¢-|lm
At—0 At—0 A¢ AS At At—0 A(p At—>0 AS  At—0 At

Kut Ag izmedu tangenata na putanju u polozajima P i P1 naziva se kontingentni kut.

Grani¢na vrijednost x (kapa) omjera Ap/As kada As tezi nuli:
K= lim 22 2.71)
As—0 AS

naziva se zakrivljenost krivulje u promatranoj toc¢ki. Reciprocna vrijednost zakrivljenosti jest
radijus zakrivljenosti p, tj.

p==. (2.72)

Zbog (2.71) 1 (2.72) izraz za normalno ubrzanje Cestice postaje:

2

v
ay =V-1-x-v=Vv-Kx=—.

Yo,
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Konac¢no se moze napisati:

dv d’s V2
Todt di2’ Y p (2.73)
S obzirom na izraze (2.73) mogu se izvuéi zakljucci koji slijede.

Tangencijalno ubrzanje cestice (projekcija vektora ubrzanja na tangentu na putanju) jednako je
derivaciji intenziteta vektora brzine, odnosno drugoj derivaciji krivocrtne koordinate s po
vremenu t.

Normalno ubrzanje ¢estice (projekcija vektora ubrzanja na glavnu normalu) jednako je omjeru
izmedu kvadrata brzine Cestice i radijusa zakrivljenosti putanje u promatranom trenutku
vremena. Kako je iz definicije vidljivo, normalna je komponenta ubrzanja uvijek pozitivna.

Ove dvije komponente vektora ubrzanja, tangencijalna i normalna, nazivaju se prirodnim
komponentama ubrzanja pokretne Cestice.

Komponenta d,, vektora ubrzanja usmjerena je uvijek u konkavnu stranu putanje, dok smjer

komponente &, ovisi o predznaku tangencijalnog ubrzanja (sl. 2.33.ai b).

a) b)

Slika 2.33. Normalno i tangencijalno ubrzanje
Ukupno ubrzanje dobije se kao dijagonala pravokutnika konstruiranoga nad komponentama

dy 1 a; . Intenzitet ubrzanja bit ¢e:

a=.a2+a’. (2.74)

Kut o izmedu vektora ubrzanja i glavne normale odreden je izrazom:

o = arctan @ . (2.75)
aN

Ako je gibanje ¢estice zadano u pravokutnim, polarnim ili cilindri¢énim koordinatama, prirodne

komponente ubrzanja odreduju se na sljede¢i nacin:
- najprije se odredi tangencijalno ubrzanje prema izrazu a; =dv/dt sto daje:

- u pravokutnim koordinatama:
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ar =S Sy ) LI (2.76)

- Ky

- u polarnim koordinatama:

S U ==
r2+(re)

- u cilindri¢nim koordinatama:

dv d ; ; - F+ro(ro+ro)+122
(g Ruatilastliey (2.78)
tod VP +(pp) +2°

Nazivnici na desnim stranama izraza (2.76) do (2.78) za izracun tangencijalne komponente

ubrzanja a; predstavljaju u stvari brzinu v ¢estice u razmatranom trenutku.
Normalno ubrzanje ¢estice sada je:

a, = a’-a’. (2.79)
Primjer 2.16.

Odrediti najveéu brzinu koju smije dose¢i vagon na dijelu AB tobogana u zabavnom parku (sl.
2.34), gdje radijus zakrivljenosti iznosi R =50 m, ako najveée normalno ubrzanje ne smije biti

vece od trostruke vrijednosti gravitacijskog ubrzanja.

Slika 2.34. Primjer 2.16.

Rjesenje:

Normalno ubrzanje vagona dano je drugim od izraza (2.73):

2
ay =VA

pa se, buduci da ovo ubrzanje ne smije biti vec¢e od 3¢, moze pisati

V2
ay, =—=<30,
NTR g
odakle slijedi najvec¢a dopustena brzina vagona:

v? <3Rg =3-50-9,81=14715
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v<./14715=38,36 m/s .
Primjer 2.17.
Zadane su parametarske jednadzbe gibanja Cestice
x=2t+3, Yy=4t>+12t+11,
gdje su x i y dani u metrima, a vrijeme t u sekundama.

Odrediti putanju Cestice, a zatim, u trenutku t, =0,55S, polozaj Cestice, njenu brzinu i ubrzanje
te radijus zakrivljenosti putanje.
Rjesenje:
Za odredivanje putanje Cestice potrebno je eliminirati vrijeme t iz parametarskih jednadzba
gibanja. U tom se smislu druga od parametarskih jednadzba moze napisati u obliku:
y=(4t" +12t+9)+2=(2t+3) +2.
Budu¢i da je izraz u zagradi jednak varijabli X, konacno je
y=x"+2,
pa se zakljucuje da je putanja Cestice parabola.
Projekcije brzine i ubrzanja Cestice na osi koordinatnog sustava su, prema (2.41) i (2.44),

vV, =—=2;
dt

8.

dv
v :d—y=8t+12; aX:de:O; a,=—2>=
Yoodt dt Yoot

U trenutku t, =0,5s bit ¢e

X, =4m; y, =18m

Vg=2m/s; v, =16m/s; v, = \/vfl +Vp = V2% +167 =16,125 m/s

a,=0m/s*; a,=8m/s’; a = \/afl +ay = V0% +8 =8m/s’.
Radijus zakrivljenosti putanje u trenutku t, =0,5s slijedi iz drugog od izraza (2.73)

P1 =V12/aNl

s tim da je normalno ubrzanje dano izrazom (2.79)

/2 2
Ay =& —

pri ¢emu je tangencijalno ubrzanje prema (2.76)

. Vi@ +Vy1ay1 _ 2-0+16-8

=7,938m/s?.
v, 16,125

ar,
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Slijedi:

ay, =& —a2 =18 ~7,938> =0,992 m/s?,

V2 16,1257

e, 0,992

=262m.

Zadatak 2.23. Zadane su parametarske jednadzbe gibanja Cestice

x:3—4cos%, y:5+25in%,

gdje su x i y dani u metrima, a vrijeme t u sekundama. Potrebno je odrediti jednadZbu putanje

Cestice, iznos njene brzine i ubrzanja te radijus zakrivljenosti putanje u trenutku t, =15.

2 2
Odgovor: (X1_63) + (y _45) =1 -elipsa, v, =18,85m/s, a, = 44,41 m/s*, p,=8m.

Zadatak 2.24. Cestica A giba se duz Zlijeba oblika parabole y = X / 2 tako da joj se koordinata
X mijenja prema zakonu

3
x=1tz,
2

gdje je x dano u metrima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti poloZaj Cestice, iznos njene brzine
I ubrzanja te radijus zakrivljenosti putanje u trenutku t, =4s.
¥

y=x2/ 2

A

| I . X
X

-

Slika Z.2.24. Zadatak 2.24.
Odgovor: x, =4m, y, =8m, v; =6,185 m/s, a, =3,006 m/s?>, p=70,09m.
Zadatak 2.25. Zadane su parametarske jednadzbe gibanja Cestice

r=1t+l, ¢:lt+1,
2 4 2

gdje je r dano u metrima, kut ¢ u radijanima, a vrijeme t u sekundama.

Potrebno je odrediti jednadzbu putanje Cestice, 1znos njene brzine i ubrzanja te radijus

zakrivljenosti putanje u trenutku t, =15.

Odgovor: r =2¢ - Arhimedova spirala, v, =0,625m/s, a, =0,267 m/s*, p=2,441m.
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2.3.3.3.  Neki posebni slucajevi gibanja Cestice

- Pravocrtno gibanje Cestice

Koriste¢i se rezultatima dobivenim u prethodnom poglavlju, promotrit ¢e se gibanje Cestice za
slu¢aj kada je putanja pravac, $to je ve¢ obradeno u poglavlju 2.2 ovih skripta. S obzirom na
poznatu putanju (sl. 2.35) primijenit ¢e se prirodni nacin prouc¢avanja gibanja Cestice.

O P, P v a=a,
—— > —
So o
>
S =

8

I

St

Slika 2.35. Pravocrtno gibanje cestice

U ovom sluéaju gibanja bit ¢e radijus zakrivljenosti putanje u bilo kojoj tocki p = oo, odakle
slijedi da je normalna komponenta ubrzanja:

2 2
aN = V— = V— = 0
p o0
pa je ukupno ubrzanje ¢estice jednako tangencijalnom ubrzanju, tj.
2
Todt

Budu¢i da se u razmatranom slu¢aju mijenja samo intenzitet brzine, a ne i njezin pravac,
zakljuCuje se da tangencijalna komponenta ubrzanja karakterizira promjenu intenziteta vektora
brzine. Ako je tangencijalno ubrzanje jednako nuli, to znaci da je intenzitet brzine konstantan,
odnosno da se Cestica giba jednoliko pravocrtno. Valja napomenuti da je jednoliko pravocrtno
gibanje jedini slucaj gibanja kod kojega je ukupno ubrzanje za sve vrijeme gibanja jednako nuli.

- Jednoliko i jednoliko promjenljivo krivocrtno gibanje
Ako se Cestica P giba po krivocrtnoj putanji tako da je:

2
v

ar :ﬁ:o te a,=—=0,
dt Yo,

onda je

Vv = const. V # const.
pri ¢emu zakon gibanja Cestice po putanji ima oblik:
S=§,+Vt.

Cestica P vrsi u tom sluéaju jednoliko krivocrtno gibanje brzinom konstantnog intenziteta, ali
s totalnim ubrzanjem razli¢itim od nule, jer je:

V2
a=a,=—.
Yo,
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Prema tome, pri jednolikom krivocrtnom gibanju ¢estice ukupno ubrzanje Cestice jednako je
normalnom ubrzanju i karakterizira promjenu pravca vektora brzine pokretne ¢estice. To je
ujedno i osnovna razlika izmedu jednolikog pravocrtnog i jednolikog krivocrtnog gibanja

Cestice.
Ako se ¢estica giba po krivocrtnoj putanji tako da je i ar = const. # 0, kaze se da vrsi jednoliko

ubrzano ili jednoliko usporeno krivocrtno gibanje, pri ¢emu je:

V=V, +at
1
S=5,+V, -t+§aT 12,

Poseban slucaj krivocrtnog gibanja Cestice jest kruzno gibanje koje nastaje u slucaju da je
0 =R =const., §to znaci da se Cestica giba po kruznoj putanji.

)
A)

v

Slika 2.36. Kruzno gibanje Cestice: brzina i ubrzanje.

Gibanje cestice po kruznoj putanji moze biti jednoliko, jednoliko ubrzano ili usporeno te u
opéem slucaju proizvoljno promjenljivo, 0visno o iznosu i karakteru tangencijalnog ubrzanja.
Vektor ubrzanja cestice P odreden je, kao kod svakog krivocrtnog gibanja, geometrijskim tj.
vektorskim zbrojem tangencijalnog i normalnog ubrzanja, s tim $to je u ovom sluc¢aju normalna

komponenta ubrzanja usmjerena uvijek ka centru kruzne putanje (sl. 2.36).

Primjer 2.18.

Voza¢ automobila, koji ulazi u zavoj polumjera zakrivljenosti R=750m brzinom od
v, =108 km/h (sl. 2.37), zapocinje kogiti tako da se 5 sekunda nakon pocetka kocenja brzina

automobila smanji na v,, =72 km/h.

VA

750 m

Slika 2.37. Primjer 2.18: Putanja i brzina automobila.
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Pretpostavljajuci da se automobil usporava jednoliko (konstantnim tangencijalnim ubrzanjem),

odrediti ukupno ubrzanje automobila u trenutku pocetka kocenja.

Rjesenje:
U prvom ¢e se koraku brzine automobila iz km/h izraziti u m/s:
v, =38 _30mis, v, =2 —20mss, jerje Lkmih=1. _im
3,6 3,6 3600s 3,6 s

1000m 1 m

Ako je usporenje automobila jednoliko, tada je veza izmedu brzine u trenutku t, =5s i one u

trenutku pocetka kocenja dana izrazom:

Vg =V t+art,
odakle je
a - Va—Va _20-30 o
b
Kako je normalno ubrzanje u trenutku zapocinjanja kocenja
2 2
a, =V—A=£=1,2 m/s?,
R 750

to je ukupno ubrzanje automobila u tom trenutku

a=,ja’ +a? :,/1,22+(—2)2 =2,33m/s*.

Primjer 2.19.

Cestica A giba se jednoliko (v =const.) po kruznici radijusa R, pri ¢&emu je podetni polozaj

Cestice Ao dan koordinatama X, =0, Yy, =R (sl. 2.38). Odrediti zakon gibanja ¢estice M, koja

predstavlja projekciju Cestice A na os x, ako se koordinata s ¢estice M myjeri od ishodista O
(0;0). Skicirati i kotirati osnovne kinematicke dijagrame gibanja Cestice M te odrediti ovisnost

njezina ubrzanja o putu s.

(-R;0)

Slika 2.38. Primjer 2.19.
Rjesenje:

Prirodna koordinata s ¢estice M mijenja se u funkciji kuta ¢ (sl. 2.38):
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Sy =Rsing
pri ¢emu je:
Budu¢i da duljina luka AA, odgovara koordinati s, Cestice A, to je:
AA, = sp = [vdt = vt.
Uvede li se oznaka
o=V/R,
bit ce:
p=awt te s, =Rsinat.
Brzina odnosno ubrzanje ¢estice M jest:
Vy, =$y =Rwcosat;  a,=a,,=%,=—Rao’sinat.
Odgovarajuéi kinematicki dijagrami prikazani su na slici 2.39.

Iz dobivenih rezultata slijedi veza izmedu ubrzanja Cestice M i puta S,,

_ 2
ay =—0°Sy -
ASw YV Ay
B V=a(?)
i Sy=sy(t)
\ —
ay=ay(1)
A o P e N
/s
-t~ /
R - 4 N
5 S \ E 4 i ¥ \
S \ P / 3 \
[ \\ ‘ // 3 \\
\ F / . \
\\ / // \ \\ t
Yy v \ / \ N
A 1 ‘\ /’ 5
O \ \ / / \
3 \, \ ./ / \
< N \\ ¥ ,/ \
N N\ // N
Y = e 3 F Nk
\
N e
N
"
" ZTC
T'=—
[0

Slika 2.39. Primjer 2.19: osnovni kinematicki dijagrami.

Ubrzanje je, dakle, proporcionalno i uvijek usmjereno suprotno prirastu puta, Sto predstavlja
definiciju jednostavnog pravocrtnog harmonijskog gibanja. Ovo gibanje Cesto se susrece u
tehnickoj praksi (neka oscilatorna gibanja, gibanja pojedinih dijelova nekih alatnih strojeva i
sli¢no).

Velic¢ina R naziva se amplituda puta.
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Cestica se od podetnog polozaja giba do najudaljenijeg mjesta s,, =R, vraéa se kroz poéetni

polozaj i ponovno udaljava do mjesta s,, =—R te ponovno dolazi u pocetnu tocku.

Vrijeme potrebno za taj ciklus gibanja iznosi:

2
T="5 (2.80)
(4]

I naziva se period harmonijskog gibanja.

Recipro¢na vrijednost perioda jest frekvencija f harmonijskog gibanja, a mjeri se u hercima:

f =

n |

=Y H. (2.81)
21

O

1_o
T 27

Zadatak 2.26. Biciklist vozi po kruznoj biciklisti¢koj stazi radijusa R. Polazeéi iz stanja
mirovanja, biciklist ubrzava konstantnim tangencijalnim ubrzanjem tako da nakon 20 sekunda
od pocetka gibanja dostigne brzinu od 36 km/h.
Odrediti koliki je radijus biciklisticke staze ako je u trenutku postizanja brzine od 36 km/h iznos
njegova ukupnog ubrzanja a, =1,5 m/s*.
Odgovor: R=70,71m.
Zadatak 2.27. Na kraju poluge OA vrtuljka u zabavnom parku nalazi se sjedalica za posjetitelja
kojoj se u periodu ubrzavanja brzina mijenja prema zakonu

v=15t,
gdje je brzina v dana u metrima po sekundi, a vrijeme t u sekundama. Odrediti brzinu i ubrzanje
sjedalice u trenutku t, =6s ako je duljina poluge OA=R=4m. Dimenzije sjedalice
zanemariti.

FA
Slika Z.2.27. Zadatak 2.27.
Odgovor: v; =9 m/s, a, =20,31 m/s?.
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2.3.4. Kosi hitac

Neka Cestica pocinje gibanje po¢etnom brzinom v, pod kutom a,, prema horizontali (sl. 2.40).
Analizirat ¢e se gibanje te Cestice uz uvjet da je njeno ubrzanje u smjeru negativne osi y i
jednako gravitacijskom. Neka se ¢estica u po¢etnom trenutku nalazila u ishodi$tu koordinatnog
sustava.

JednadZzbe gibanja Cestice u promatranom koordinatnom sustavu su:

dv dv
=—%*=0; y=a =—"L=-g,
*odt =T q Y

gdje je g gravitacijsko ubrzanje (g =9,81m-s?).
Integriranjem se dobije:
x=C; y=—gt+C,,
gdje su, s obzirom na pocetne uvjete gibanja,
za t=0 x(0)=v,(0)=v,cose,, Y(0)=V,(0)=v,sing,
konstante integracije:

C =Vv,cosea,; C,=V,sing,.

a=a,=-g |

D

A
Y

Slika 2.40. Kosi hitac

Slijede izrazi za projekcije brzine ¢estice u odnosu na osi X i Y:
X=V, =V,C0Sa, | y=v,=—gt+V,sinc,. (2.82)
Integriranjem izraza za brzine Cestice dobiju se parametarske jednadZzbe gibanja Cestice:
1 .
X=V,C08¢, t+C,; y= - gt® +v, sing, -t+C,,
gdje su, zbog zadanih pocetnih uvjeta,
zat=0 x(0)=0, y(0)=0

konstante integracije C; i C, jednake nuli. (Ako bi Cestica zapocela gibanje iz neke tocke Po

s koordinatama X, i Y, , tada bi konstante integracije bile C, =X, i C, =Y,.)
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Konac¢no, parametarske jednadzbe gibanja su:
1 .
X=V,C0Sq,t; y:—Egt2+vosma0-t. (2.83)

Eliminiranjem vremena t iz prve jednadzbe

=% (2.84)
V, COS @,
i uvr§tavanjem u drugu dobiva se jednadZzba putanje Cestice pri kosom hitcu:
2
y=X-tane, — 9-X (2.85)

2vZ-cos’ oy
Cestica izbagena pogetnom brzinom v, pod kutom «, (kut elevacije) prema horizontali (kosi
hitac) opisuje dakle paraboli¢nu putanju.

Karakteristi¢ne vrijednosti za tu putanju su domet D (nulta tocka parabole za x = 0) i visina
penjanja H (koordinata y tjemena parabole).

Iz uvjeta y=0 i x =0 dobije se domet D:

V2
D =-%sin2¢,, (2.86)
g
dok je visina H, zbog simetri¢nosti parabole, koordinata y na mjestu
x=D/2

Sto nakon uvrStavanja u (2.85) i sredivanja daje:

V2
H =-2sin’ a,. (2.87)
g
Najveci domet uz istu pocetnu brzinu dobije se za kut elevacije «, =45° jer je tada sin2q, =1.
Primjer 2.20.

Kosarka$ gada tricu s udaljenosti 8 m od kosa (sl. 2.41). Odrediti kojom brzinom kosarkas
mora izbaciti loptu pod kutom od 30° u odnosu na horizontalu pa da pogodi kos. Koju ¢e

najvecu visinu u odnosu na pod dose¢i lopta u toj putanji? Otpor zraka zanemariti.

Y A
A‘/30°‘_ 3.05m
A J

w

8&m

Slika 2.41. Primjer 2.20.
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Rjesenje:

Postavi li se koordinatni sustav u to¢ku izbacaja lopte, tada ¢e se lopta gibati po zakonu parabole
(2.85):

g-x°

y=X-tan oy ——5————
® 2v2-cos?

pa je potrebno odrediti uz koju ¢e pocetnu brzinu v, ta parabola pro¢i tockom B (10; 1,05).
Iz gornje je jednadzbe
2

(0)

— =0 —xtang,-Y,
2vZ cos? °

a recipro¢na vrijednost dobivene jednadzbe je

2v5cos’a, 1
gx° xtana, —y
odakle je
V2 = gxz
° 2c0s” o (Xtana, —y)
Odnosno

2

Vo =+ o
° T\ 2c0s’ o (xtan e, - y)

gdje smisla ima samo pozitivan korijen, pa nakon uvrstavanja zadane pocetne vrijednosti za kut

a, , te koordinata tocke B, slijedi traZzena brzina izbacaja lopte:

2
v, = __ 9818 ~10,83 .
2-cos”30°-(8-tan30°-1,05) S

Najvecu Ce visinu lopta doseci u tjemenu parabole. Ta visina jednaka je zbroju koordinate y u
tjemenu parabole, sto je dano izrazom (2.87), i pocetne visine lopte u odnosu na pod:

2 2
Hoy +2="0 gin2 g +2=298% Gn2ap 1 9-340m.
29 2.9.81

Primjer 2.21.

Projektil je ispaljen s vrha zgrade po¢etnom brzinom Vv, =100 m/s pod kutom od ¢, =45° (sl.

2.42). Odrediti, zanemarujuci otpor zraka, na kojoj ¢e udaljenosti od zgrade projektil udariti o

tlo u tocki B ako je visina zgrade h=60m.

Kolika ¢e biti brzina projektila u tom trenutku?
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Slika 2.42. Primjer 2.21.
Rjesenje:
S obzirom na postavljeni koordinatni sustav, putanja po kojoj ¢e se gibati projektil dana je
izrazom (2.85):
g-x°

y=Xx-tane, ——5——s5—.
® 2v2-cos?

Ako se u tu jednadZzbu uvrste zadane vrijednosti, imajuci u vidu da je u toc¢ki B
Yg =—h=-60m, bit ¢e

9,81-x*

—60 = xtan 45° - >
2-100° -cos” 45°

, odnosno —60 = x —0,000981x>

pa se dobije kvadratna jednadzba
0,000981x* —x—60=0,

rjesenja koje su

_1+./1+4.0,000981-60 1+./1,23544 1+1,1115
%2 2.0,000981 0,001962  0,001962°

a traZi se pozitivno rjesenje, pa je

x, =L=—2H15 _10762m.
0,001962

Projekcije vektora brzine u tocki B dane su izrazima (2.82)
Vg =VpCOSq, i Vg, =—gt+V,sing,,

a vrijeme potrebno da projektil dode u to¢ku B izrazom (2.84)
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= Xe 10762 45554
V,cose, 100-cos45°

UvrsStavanjem ovog vremena u izraze za projekcije brzina dobije se

Vg, =V, C0Sax, =100-0,7071=70,71m/s
Vg, =—9,81-15,22+100-0,7071=—78,60 m/s,

pa je iznos brzine projektila u tocki B:

Vo =V, +V, =[70,71% +(~78,60)° =105,72 ms.

Zadatak 2.28. Dvije su lopte istovremeno bac¢ene vertikalno uvis. Lopta A bacena je pocetnom

brzinom v,, =15 m/s s platforme koja se nalazi 5 metara iznad poda, dok je lopta B ba¢ena s

poda pocetnom brzinom od Vg, =20 m/s.

Odrediti: a) nakon koliko ¢e se vremena obje lopte naci na istoj visini iznad poda, b) kolika ¢e

biti brzina tocke B u trenutku kada lopta A dosegne maksimalnu visinu.
Odgovor: a) t; =15, b) Vg, =Vgy —Vao =5 M/s.

Zadatak 2.29. Celi¢ne kuglice ispustaju se iz spremnika niz vodilicu koju napustaju u tocki A
koja se nalazi na visini h =1m iznad poda.

Kuglice moraju pasti u otvor BC u podu sirine d =1 m. Rub B otvora nalazi se na udaljenosti
I =2m od zida (sl. Z.2.29).

! B % C
lldl

- e >

Slika Z.2.29. Zadatak 2.29.

Odrediti u kojim se granicama moze mijenjati brzina kuglice u tocki A pa da kuglica upadne u
predvideni otvor. Brzina kuglice u tocki A je horizontalna.

Odgovor: 4,429 m/s<v, <6,644 m/s.

Zadatak 2.30. Naprava za zalijevanje travnjaka izbacuje vodu brzinom v, =15m/s. Sapnica

naprave moze se zakretati za kut € ==230° u odnosu na vertikalu (sl. Z.2.30).
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Odrediti horizontalnu projekciju udaljenosti (I =?) izmedu toc¢aka C i B do kojih ¢e dosezati
voda pri zalijevanju travnjaka.

[

Slika Z.2.30. Zadatak 2.30.
Odgovor: | =39,726 m.

Zadatak 2.31. Djecak se nalazi na udaljenosti 6 metara od zida visokog 3,5 metara (sl. Z.2.31)
i pokusava preko zida prebaciti lopticu.

Ako djecak lopticu izbacuje s visine od 1,5 metara brzinom v pod kutom od 30° u odnosu na
horizontalu, treba odrediti: a) kolika je minimalna brzina v kojom djecak treba izbaciti lopticu
pa da prebaci zid, b) koliki je radijus putanje kamena u trenutku prelaska preko zida.

B

6m

Slika Z.2.31. Zadatak 2.31.

Odgovor: a) v, =11,03 m/s, b) p, =12,44 m.
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3. DINAMIKA CESTICE

3.1. OSNOVNI ZADATCI DINAMIKE CESTICE

U dinamici Cestice rjeSavaju se dva osnovna zadatka:

1) poznat je zakon gibanja Cestice, a treba odrediti silu koja je prouzrokovala to gibanje
(prvi, direktni zadatak);

2) poznate su sile koje djeluju na Cesticu, a treba odrediti zakon gibanja Cestice (drugi,
inverzni zadatak).

3.2. DIFERENCIJALNE JEDNDZBE GIBANJA CESTICE

3.2.1. Diferencijalne jednadZzbe gibanja u analitickom obliku

Vektorska jednadzba (1.2) koja izrazava drugi Newtonov zakon u vektorskom obliku

F=m-a

i ukojoj sila F predstavlja rezultantu svih sila koje djeluju na esticu, m je masa Gestice, a &
vektor ubrzanja Cestice, moze se prikazati i S pomocu skalarnih jednadzba, ovisno o konkretnom
problemu i odabranom koordinatnom sustavu.

Na slici 3.1 prikazana je Cestica mase m na putanji u proizvoljnom trenutku vremena. Vektor
rezultante poklapa se po pravcu i smjeru s vektorom ubrzanja, ali je za m puta veci.

Slika 3.1. Cestica mase m na putanji

3.2.1.1. Pravokutne koordinate

U pravokutnom (Descartesovu) koordinatnom sustavu vektori sile i ubrzanja, izraZeni preko
svojih koordinata, jesu:
F=Fi+Fj+Fk

d=aj +a j+ak=Xi +yj+zk

pa slijede diferencijalne jednadzbe gibanja Cestice:
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F=mx; F=my; F =mZ, (3.1)

X y z
odnosno
d®x d’y d’z
F :m_’ F :m—’ FZ:m_’ 32

odt?T Y dt? dt? (3.2)
gdjeje F=F, = Z:IfI - rezultanta svih vanjskih sila koje djeluju na ¢esticu.
Ako se Cestica giba u ravnini OXxy, bit ¢e

F, =mX; F,=my (3.3)

jerje F,=0.
U slucaju pravocrtnog gibanja duz osi X diferencijalna jednadzba glasi:

jer je u tom slucaju F, =F,=0.

3.2.1.2. Polarne koordinate

Ako se ravninsko gibanje estice prikazuje u polarnim koordinatama ri ¢, sila F izrazena

preko radijalne i cirkularne komponente glasi:
F=F&+Fg§,
tako da uz
d=ag+ag, =(I—r¢’)g +(rpp+2rp)g,
diferencijalne jednadzbe gibanja u polarnim koordinatama glase:

F=m(f-r¢®);  F =m(r¢p+2rp). (3.5)

3.2.1.3. Prirodne koordinate

Buduéi da se vektor rezultante poklapa s vektorom ubrzanja, vektor F ¢ée se u prirodnom
koordinatnom sustavu prikazati s pomo¢u dviju komponenata: normalne F,, i tangencijalne IfT
pa ¢e odgovarajuce jednadzbe gibanja biti:

V2

Fo=m—;  F=ms. (3.6)
P

Ako se rjesava 1. zadatak dinamike, tj. iz poznatog zakona gibanja odreduje sila, do rezultata
se dolazi jednostavnim deriviranjem odgovarajucih jednadzba gibanja.

Postupak pronalaZenja zakona gibanja kada je poznata rezultanta svih sila koje na Cesticu
djeluju znatno je tezi. Naime, diferencijalne jednadzbe gibanja moci ¢e se integrirati samo u
nekim posebnim slu¢ajevima, jer je u opéem sluc¢aju sila funkcija vremena t, brzine v i polozaja
(x,y iz upravokutnim; r i ¢ u polarnimte s u prirodnim koordinatama).
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Primjer 3.1.

Zadane su parametarske jednadzbe gibanja ¢estice mase m =4 kg
X=4costm; y=3sintm.

Odrediti silu F koja uzrokuje to gibanje kao funkciju vremena.

Rjesenje:

Prema izrazima (3.1) projekcije sile u odnosu na koordinatne osi su:

F,=mX; F,=my.
Budu¢i da je

X:((jj—ii(z—4cost ; yzgz—Ssint ,
bit Ce:

F, =—4m-cost ; F, =-3m-sint
ili

F=-16cost-i —12sint-] N,
Primjer 3.2.

Dizalo tezine F; podize se ubrzanjem a (sl. 3.2). Odrediti silu u uzetu.

S

|

|
Foy

Slika 3.2. Primjer 3.2.

Rjesenje:

Dizalo se u promatranom slu¢aju moze smatrati Cesticom mase m=F; /g pa, ako se umjesto

veze uzetom doda odgovarajuca sila S veze, bit ¢e prema drugoj od jednadzba (3.3):
ma=S-F,

odakle je:

S=ma+F, =F, [3+1j.
g
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Primjer 3.3.

Cestica mase m=10kg giba se iz stanja mirovanja po glatkoj horizontalnoj podlozi pod
djelovanjem sile F koja se mijenja proporcionalno vremenu: F =6t N, kako je to prikazano
na slici 3.3. Odrediti zakon gibanja Cestice.

Slika 3.3. Primjer 3.3.
Rjesenje:
Zbog poznate putanje Cestice (pravac) Koristit ¢e se prirodne koordinate za koje je prema (3.3):

mazmﬂzF.
dt

MnoZenjem ove jednakosti S dt i integriranjem dobije se:
mv = | Fdt = [6tdt =3t° +C,.

Buduéi da je u trenutku t =0 brzina Cestice jednaka nuli, slijedi da je i konstanta integracije
C, =0 pase, dijeljenjem gornje jednadzbe s m i uvrstavanjem zadane vrijednosti, dobije zakon
promjene brzine:

v=0,3t" m-s™.
Zbog v =dx/dt nakon separacije varijabla i integriranja slijedi:

x=[vdt = [0,3%dt =0,1t° +C, .

Ako se Cestica u pocetnom trenutku nalazi u ishodistu, tj. ako je u trenutku t =0 i koordinata

x =0, bit ¢e i konstanta integracije C, =0 pa je zakon gibanja Cestice:
x=01t*m.
Primjer 3.4.
Za vrijeme provjere kocionog sustava automobil mase m=1500kg s pocetne brzine od

v, =100 km/h zaustavi se nakon 50 metara. Pretpostavljaju¢i da se automobil usporavao

jednoliko (a = const.), odrediti silu ko¢enja.
v,=100 km/h v,=0

& ;
T A -

50 m

- -

Slika 3.4. Primjer 3.4.
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Rjesenje:

Budu¢i da se automobil giba konstantnim ubrzanjem, koristit ¢e se veza izmedu brzine Cestice
i koordinate polozaja Cestice dana izrazom (2.22):

Vo —Vy =2-a(X, — %)
odakle je ubrzanje Cestice

2 2
Vo =V

- 2(%,—x,)

pa, kako je v, =100 km/h =100/3,6 m/s =27,78 m/s, v, =0 te X, —X, =50m, slijedi

0-27,78°
a=——
2-50

=—7,716 m/s* .
Sila kocenja sada je:

F =m-a=1500-(—7,716) =-11574 kg - m/s* =-11574 N
i usmjerena je u suprotnu stranu od smjera gibanja automobila.

Primjer 3.5.

Vucna sila propelera helikoptera tezine F; (sl. 1.4), pri njegovu vertikalnom podizanju, iznosi

1,5F; . Otpor zraka izrazava se relacijom: F, =kF,V, gdje je k konstantna veli¢ina.

T 1,5F,

Slika 3.5. Primjer 3.5.

Odrediti brzinu helikoptera u funkciji vremena te najvecu brzinu koju moZe posti¢i pri

podizanju.

Rjesenje:

Dimenzije helikoptera mogu se ovdje zanemariti, pa ¢e diferencijalna jednadzba gibanja biti:
F

ma=-—2a=15F, - F, —kF.v
Y

ili, nakon mnozenja s Fi i zbog a= v
G
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dv
—=0,5g9 —kgv .
at g —Kg

Separacijom varijabla dobije se sljedeca diferencijalna jednadzba:

dv 1

=2 gt
12k 2°

a nakon integriranja lijeve i desne strane dobije se:

dv (1—2kv:u j 1

11
120 | ok —au |~ 2 M(A-2k) = [ et =2 gt+

Iz poCetnog uvjeta, prema kojem je za t =0 brzina v=0, slijedi da je: C=—(1/2k)In1=0, pa

je nakon sredivanja:
In(1—2kv)=—kgt .

Antilogaritmiranjem se dolazi do brzine v kao funkcije vremena:

v:z—lk(l—e"‘g‘).

Maksimalna brzina koju moZze posti¢i helikopter dobije se kao granicna vrijednost gornjeg
izraza kada vrijeme t tezi beskonaé¢no:

Yo =M= fim(16) =

jer drugi ¢lan u zagradi u tom slucaju tezi nuli.
Primjer 3.6.

Sportski automobil mase m giba se po kruznoj pisti radijusa zakrivljenosti p konstantnom
brzinom v. Pista je nagnuta za kut od 30° prema horizontali. Koeficijent trenja izmedu guma
automobila i piste iznosi x#=0,35.

Odrediti najvecu brzinu kojom se moZze gibati automobil pa da ne nastupi bo¢no proklizavanje.

p=300m

Slika 3.6. Primjer 3.6.
Rjesenje:

Automobil osloboden veza s ucrtanim vanjskim silama i reakcijama veza prikazan je na slici
3.7.
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Slika 3.7. Automobil osloboden veza

Automobil se giba konstantnom brzinom po kruznoj putanji, pa je njegovo ukupno ubrzanje
jednako normalnom ubrzanju (&, =dv/dt=0), te se mogu postaviti sljedeCe jednadzbe
gibanja:

ma,, = F, sin30°+ F; cos30°

0=-mg + F, cos30°—F; sin30°
pri ¢emu je u grani¢nom slucaju, neposredno prije proklizavanja automobila,

F=uk.
Iz druge od jednadzba gibanja slijedi:

mg
Fy = -
€0s30°— 1sin30°

Sto nakon uvr$tavanja u prvu od jednadzba gibanja daje:

sin30° + pcos30°
c0s30°— £sin30°

ma, =m

Dijeljenjem te jednadzbe s m, te imajuéi u vidu da je a, =V*/ p, slijedi:

v?  sin30°+ cos30°

p  c0s30°— usin30°"

odnosno

_585™M
0.866-0,35-0.5 s

Ve sin30 +ucc?530 _ 300.9’810,5+0,35-0,866
€0s30° — usin 30°

ili izraZeno u kilometrima po satu

v=58,5-3,6 =210,5km/h .

Zadatak 3.1. Cestica mase m=60kg giba se iz stanja mirovanja po glatkoj horizontalnoj

podlozi pod djelovanjem dviju sila, F, =120N i F, = 4043 N (sl. 2.3.1).
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F,
F, =

Slika Z.3.1. Zadatak 3.1.

Odrediti zakon gibanja Cestice. Kolika ¢e biti brzina Cestice u trenutku t, =47
Odgovor: x=3t?/2m; v, =12 m/s.

Zadatak 3.2. Cestica mase m=50kg giba se uz hrapavu kosinu kuta nagiba o =20°. Na
Cesticu djeluje sila F =400 N (sl. Z.3.2).

Slika Z.3.2. Zadatak 3.2.

Ako je koeficijent trenja klizanja izmedu Cestice i podloge = 0,2, odrediti zakon promjene

brzine Cestice ako joj je pocetna brzina bila v, = 2 m/s.
Odgovor: v=2+2529-t m/s.

Zadatak 3.3. Na Cesticu mase m = 20 kg koja se nalazi na glatkoj horizontalnoj podlozi djeluje

sustav od triju suceljenih sila F, F, i F; (sl. Z.3.3).

Slika Z.3.3. Zadatak 3.3.

Intenziteti prvih dviju sila su F, =60 N i F, =80 N. Odrediti intenzitet sile F, i ubrzanje

Cestice ako je poznato da se Cestica giba pravocrtno duz koordinatne osi X.

Odgovor: F,=-1132N, a=a, =-1m/s”.
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Zadatak 3.4. Ako se ¢estica mase m = 200 kg pod djelovanjem sile F =500 N (sl. Z.3.4) giba
konstantnom brzinom, odrediti koliki je koeficijent trenja ( « = ?) izmedu Cestice i podloge.

=

7!
Slika Z.3.4. Zadatak 3.4.

Odgovor: 1 =0,231.

Zadatak 3.5. Poznat je zakon promjene brzine (v—t) estice mase m=8Kkg pri njezinu

pravocrtnom gibanju (sl. Z.3.5). Odrediti i skicirati kako se mijenja iznos rezultante sila koje
djeluju na Cesticu u razmatranom periodu.

v m/s

1I
4 6 8
Slika Z.3.5. Zadatak 3.5.

» (S

Odgovor: F,=10N; F, =0N; F, =—20 N.

Zadatak 3.6. Na automobil mase m=1250 kg djeluje vu¢na sila iznosa F, =6,5kN (sl.
Z.3.6).

Slika Z.3.6. Zadatak 3.6.

Ako je silaotpora F, jednaka jednoj dvadesetini tezine automobila, odrediti brzinu automobila

nakon §to prevali put od x, =100 m iz stanja mirovanja.

Odgovor: v, =30,69 m/s.

Zadatak 3.7. Kliza¢ A mase m=2Kg vezan je za oslonac O s pomoc¢u opruge konstante
krutosti ¢ =50 N/m (sl. Z.3.7).
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Kliza¢ se giba duz glatke vertikalne vodilice OB iz pocetnog poloZaja u kojem je opruga bila
nerastegnuta.

Slika Z.3.7. Zadatak 3.7.

Odrediti ubrzanje klizaca u funkciji njegova polozaja a =a(y) ako je duljina nerastegnute

opruge I, =0,6 m.

Odgovor: a=9,81—25y- (1—0,6/ J0.6% +y?2 ) m/s? .

3.2.2. D'Alembertov princip (princip dinamicke ravnoteZe)

Prebacivanjem &lana s desne strane osnovne diferencijalne jednadzbe F =ma, u kojoj je F
rezultanta svih vanjskih sila koje djeluju na Cesticu, na desnu stranu dobije se:

F +(-ma)=0

ili uvodenjem oznake F, =-ma
F+F, =0. (3.7)

Jednadzba (3.7) predstavlja uvjet dinamicke ravnoteze cestice, pri éemu je vektor F,  inercijska

sila i nema odlike stvarne sile. To je fiktivna sila, koja sa stvarnim silama stoji u dinamickom
smislu u ravnotezi. Po francuskom fizi¢aru i matematicaru, koji je prvi uo¢io moguénosti takva

zapisivanja jednadzbe gibanja, naziva se ovaj postulat D'Alembertovim principom.

S pomocu D'Alembertova principa moze se svaki zadatak dinamike rijeSiti koriStenjem
poznatih principa i metoda statike. Naime, jednadzba (3.7), koja uz vanjske sile ukljucuje i
inercijsku, dovoljan je uvjet dinamicke ravnoteze S obzirom na to da se radi o konkurentnom
sustavu sila.

Primjer 3.7.

Automobil mase m prelazi konveksno ispupcenje mosta polumjera zakrivljenosti R brzinom
v (sl. 3.8). Odrediti silu pritiska automobila na most u trenutku kad se nalazi na njegovoj
najvisoj tocki. Pri kojoj bi se brzini automobil odvojio od mosta?
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Slika 3.8. Primjer 3.7.

Rjesenje:

Na slici 3.9 prikazane su sve vanjske aktivne i vanjske pasivne sile koje u promatranom
polozaju djeluju na automobil.

in

T ma,=F

| Fi
m | v

e

Yy mg

Slika 3.9. Dinamicka ravnoteza automobila
Tim silama dodana je i inercijska sila zbog normalnog ubrzanja automobila.
Sila pritiska automobila na most jednaka je normalnoj reakciji F, mosta. Buduéi da je rije¢ o
kolinearnom sustavu sila, jednadzba dinamicke ravnoteze glasi:
F+F,—-mg=0,
pri ¢emu je intenzitet inercijske sile:
_mv?

I:in:ma'N_ R

pa je:
V2
F=F,=mg-F, :m(g—aN):m(g—Ej.
U trenutku odvajanja automobila od mosta bit Ce sila pritiska automobila na most jednaka nuli,

pa iz uvjeta

V2
A o
: R

slijedi da je najmanja brzina pri kojoj ¢e se automobil odvojiti od mosta: v = «f Rg .
Primjer 3.8.

Sustav na slici, koji se sastoji od okvira unutar kojega je ovjesen disk mase m, ubrzava se
konstantnim ubrzanjem a pod djelovanjem sile F (sl. 3.10). Odrediti sile u uzadima 1 i 2 ako
je zadano: m=30kg, a=2m/s’.
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Slika 3.10. Primjer 3.8.

Rjesenje:
Ako se disk oslobodi veza, dodaju vanjske aktivne sile, reakcije veza i inercijska sila suprotna
smjeru vektora ubrzanja (slika 3.11), mogu se postaviti uvjeti dinamicke ravnoteze diska:

s, Y s
A
1 2
ma=F, 607 eo el

<
-

» X
\'i

Slika 3.11. Dinamicka ravnoteza diska
> F, =0: —S,c0s60°+S,cos60°—F, =0
> F,=0: S,sin60°+S,sin60°~mg =0.
JednadZbe dinamicke ravnoteZe sada se mogu napisati u obliku:
—S,€0s60° + S, cos60° =ma
S,;sin60°+S,sin60°=mg .
Mnozenjem gornje jednadzbe sa sin60°, a donje s cos60° pa njihovim zbrajanjem dobije se
2S, sin 60°cos 60° = masin 60° + mg cos 60° = m(asin 60°+ g cos 60°)

odakle je

__asin60°+ g cos60° _10. 2-0,866+9,81-0,5

2 - = =229,9N
25in 60°cos 60° 2-0,5-0,866

pa iz druge od jednadzba dinamicke ravnoteze slijedi:

mg S :30-9,81

1= = -3, —229,9=339,8-229,9=109,9 N .
sin 60° 0,866

Zadatak 3.8. Ako blok B mase m=6 kg klizi niz hrapavu zakretnu podlogu konstantnom
brzinom kada je kut « = 20°, odrediti ubrzanje bloka kada je kut « = 45° (sl. Z.3.8).
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Slika Z.3.8. Zadatak 3.8.

Odgovor: a=4,412m/s?.

Zadatak 3.9. Cestica A mase m=3kg vezana je koncem duljine OA=1=1m za oslonac O.
Cestica se giba po kruznoj putanji u horizontalnoj ravnini brzinom v (sl. Z.3.9).

-

m
A

v

Slika Z.3.9. Zadatak 3.9.

Odrediti kojom se najve¢om brzinom smije gibati ¢estica ako konac ne moze podnijeti silu vecu
od 36 N.

Odgovor: v, =1,995m/s.

Zadatak 3.10. Pilot mase m=70Kkg izvodi svojim zrakoplovom vertikalnu kruznu petlju
(looping) radijusa R =200 m (sl. Z.3.10).

Lrarr : Lear
Slika Z.3.10. Zadatak 3.10.

73



Odrediti silu pritiska pilota na sjedalo zrakoplova ako je brzina zrakoplova konstantna i iznosi
v=75m/s.

Odgovor: F, =1282 N.

3.3. OPCI ZAKONI DINAMIKE CESTICE

Pri rjeSavanju niza problema u dinamici, umjesto metoda integriranja diferencijalnih jednadzba
gibanja, primjenjuju se opci zakoni dinamike.

Znacaj ovih zakona je u tome $to oni daju ovisnost izmedu osnovnih dinamickih karakteristika
gibanja tijela, proucavaju¢i samo onu stranu problema koja je od prakticnog interesa.
Primjenom ovih zakona izbjegava se proces integriranja ¢ime se pojednostavnjuje postupak

rjeSavanja pojedinog zakona.

3.3.1. Kolicina gibanja. Impuls sile
Osnovni zakon dinamike, zapisan vektorski, glasi:
ma=F.
Budu¢i da je:
a=dv/dt
uvrStavanjem u vektorski zapis osnovnog zakona dinamike i mnoZenjem s dt dobije se
mdv = Fdt . (3.8)

Integriranjem lijeve strane jednadzbe (3.8) unutar intervala t, do t, dobije se:
f mdv = mv, —my, (3.9)

pri ¢emu se umnozak mase Gestice i vektora njene trenutaéne brzine naziva kolicina gibanja B :

B=mv. (3.10)
Koli¢ina gibanja je vektorska veli¢ina, a dimenzija joj je kg-m-s™ ili N-s.

Integriranjem desne strane jednadzbe (3.8) unutar intervala t; do t, dobije se:
[[Fat=T, (3.11)

a dobivena veli¢ina naziva se impuls sile.

Dakle, impulsom sile naziva se vektorska veli¢ina koja je jednaka odredenom integralu iz
umnoska vektora sile i diferencijala vremena. Impuls sile, prema (3.11), mjerise u N-s.

Deriviranjem jednadzbe (3.11) po vremenu dobije se:

B _ma-€ (3.12)
dt  dt
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ili derivacija koli¢ine gibanja Cestice po vremenu jednaka je rezultanti svih sila koje na djeluju
na tu Cesticu.
3.3.1.1.  Zakon o promjeni koli¢ine gibanja

Taj zakon glasi: Promjena kolicine gibanja u nekom vremenskom intervalu t, do t, jednaka je
impulsu sile koja je prouzrokovala to gibanje u istom vremenskom intervalu (sl. 3.12).

z

AT L a) b)
B=mv,

~d

m

putanja

/O N’

Slika 3.12. Promjena kolicine gibanja

Ovaj ¢e se zakon prikazati u vektorskom zapisu izjednacavanjem izraza (3.9) i (3.11), nastalih
integracijom osnovnog zakona dinamike:

t, —
mv, —mv, = L Fdt
ili
B,-B,=1I. (3.13)
Vektorska jednadzba (3.13) moze se izraziti i preko projekcija:

2
B,,— B, =1, = Fdt

X

2
B, —By, =1, =] Ft (3.14)

2
B,,—B, =1, = Fdt.

Ako je vektor rezultante svih sila jednak nuli, bit ¢e:

= -0,
dt
odakle je:
B,-B =0 ili B=const.
Zakljucuje se: Ako je rezultanta sila koje djeluju na cesticu jednaka nuli, tada je vektor kolicine
gibanja konstantan.
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To je zakon o odrzanju koli¢ine gibanja i predstavlja samo drugaciju formulaciju drugog
Newtonova zakona, a moze se primijeniti i za bilo koju od skalarnih jednadzba (3.14).

Primjer 3.9.
Cestica mase m=1kg giba se konstantnom brzinom v =2 m-s? po kruznoj putanji (sl. 3.13).

Odrediti impuls sile koja djeluje na ¢esticu za vrijeme u kojem ¢e Cestica doci iz polozaja Mo U
polozaj M.

Slika 3.13. Primjer 3.9.
Rjesenje:
Prema zakonu o promjeni koli¢ine gibanja bit ¢ce:

BB,
gdje je s B oznaden vektor koli¢ine gibanja u polozaju M, as B, u polozaju M,.

P =

B=mv,

=my

Sy
~i

Slika 3.14. Graficko rjesenje

Graficko rjeSenje zadatka prikazano je na slici 3.14, odakle slijedi i intenzitet impulsa:

I =\/BZ+B§ =m\fv2+v§ =2mv

ili
| =22 N-s.
Primjer 3.10.

Cestica mase m, koja se giba po hrapavoj horizontalnoj podlozi, ima u poéetnom trenutku
brzinu v (sl. 3.15). Koeficijent trenja izmedu Cestice 1 podloge je 1 .
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QOdrediti nakon koliko ¢e se vremena Cestica zaustaviti.

\%
F, | m ==

U
Slika 3.15. Primjer 3.10.
Rjesenje:
Zakon o promjeni koli¢ine gibanja za os x glasi:

BX_BXOZIX'

Iz uvjeta zadatka ocito je da ¢e brzina Cestice na kraju gibanja biti jednaka nuli. Ukupni impuls

jednak je impulsu sile trenja:

|, = [Fdt=—[ Frdt =—F t =—umgt,
jer je F, = umg = const. i usmjerena je suprotno od smjera gibanja.
Zakon o promjeni koli¢ine gibanja za os x sada je:

0—mv =—gmgt

pa je vrijeme potrebno za zaustavljanje Cestice:

t=—1.
H9

Primjer 3.11.

Pogonski kotac¢i automobila mase m=1500 kg proizvode vucnu silu iznos koje se mijenja

prema dijagramu prikazanome na slici 3.16. Odrediti brzinu automobila u trenutku t, =6 s ako

je njegova brzina u pocetnom trenutku bila jednaka nuli.

F kN -
A )
F
6
ts
O 2 6

Slika 3.16. Primjer 3.11.

Rjesenje:

Zakon o promjeni koli¢ine gibanja u smjeru gibanja automobila glasi:
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By —Box = |y
Koli¢ina gibanja u trenutku t, =6 s je
B,, =mv, =1500-v,,
dok je u poc¢etnom trenutku koli¢ina gibanja jednaka nuli (B, =0).
Impuls sile u periodu od 0 do 6 s jednak je
1, = [ Fdt
S§to odgovara ukupnoj povrsini ispod F —t Krivulje, pa vrijedi:

l,=6-2/2+6-4=30 kNm/s =30000 Nm/s .

Sada je:
1500-v, = 30000
odakle je
Vv, = 30000 _ 20m/s.
1500

®

Zadatak 3.11. Cestica mase m = 4 kg giba se u horizontalnoj ravnini brzinom v, = 5J2 m-s*

kada na nju zapoc¢ne djelovati sila F (sl. Z.3.11.a) intenzitet koje se mijenja prema dijagramu
prikazanome na slici Z.3.11.b.

a) F N b)

(NS RENUS I N

2 4 6 8

Slika Z.3.11. Zadatak 3.11.
Odrediti iznos brzine Cestice u trenutku prestanka djelovanja sile.

Odgovor: v, =16,29 m/s .

Zadatak 3.12. Dio brodskog uredaja mase m=800Kkg podize se iz stanja mirovanja i u
vremenskom periodu od 4 s postigne brzinu od 2 m/s ubrzavaju¢i se jednoliko (sl. Z.3.12).

Odrediti silu u uzetu BAC koja ¢e se pojaviti pri tom podizanju.
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/30° | 30°\

B :":3?.';-,‘ C
I : . : I

Slika Z.3.12. Zadatak 3.12.
Odgovor: S =8248 N.

Zadatak 3.13. Cestica mase m=20Kkg nalazi se u stanju mirovanja na glatkoj horizontalnoj
podlozi kada na nju zapo¢nu djelovati sile F, i F, (sl. Z.3.13.a) intenzitet kojih se mijenja
prema dijagramu prikazanom na slici Z.3.13.b.

a) b)
y FN F,
F, 60
40 I \\\ Fl
\\
7 20 EL T
* i 2 3 4

Slika Z.3.13. Zadatak 3.13.
Odrediti vektor brzine Cestice u trenutku prestanka djelovanja sila.
Odgovor: Vv=55-i +7,5-] m/s.

Zadatak 3.14. Blok mase m povla¢i se uz hrapavu kosinu uz pomo¢ elektromotora
konstantnom brzinom v, =6 m/s (sl. Z.3.14).

- Q

Slika Z.3.14. Zadatak 3.14.

u

Odrediti nakon koliko ¢e se vremena, nakon pucanja uzeta, blok prestati gibati uz kosinu i

poceti kliziti natrag ako je koeficijent trenja izmedu bloka i kosine #=0,15.

Odgovor: t, =0,752s.
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3.3.2. Moment kolicine gibanja (kineticki moment)

Moment kolicine gibanja (kineticki moment) za neku nepomicnu tocku u prostoru jest vektorska
velicina koja je jednaka vektorskom produktu iz radijus vektora poloZaja cestice s obzirom na
tu tocku i vektora kolicine gibanja (sl. 3.17):

Ko=FxB=Fxmv. (3.15)

A

Slika 3.17. Moment kolicine gibanja

Jedinica kinetickog momenta je kg-m?-s* ili N-m-s. Vektor momenta koli¢ine gibanja

okomit je na vektore 7 i B (FiV).

> X

Slika 3.18. Moment kolicine gibanja kod ravninskog gibanja

Ako se Cestica giba u ravnini (npr. OXy, sl. 3.18), tada se moment koli¢ine gibanja moze izraziti

u skalarnoj formi:

Ko =B-h=mv-h. (3.16)
3.3.2.1.  Zakon o promjeni momenta koli¢ine gibanja
Derivira li se izraz (3.16) po vremenu, dobije se:
dKq ZE(B-h):E(mV-h): m% h—ma-h
dt dt dt dt
ili
d;°=F-h:Mg. (3.17)
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Dakle, derivacija momenta kolicine gibanja za tocku O po vremenu jednaka je momentu
rezultante svih sila koje djeluju na cesticu za tu istu tocku.

Taj zakon naziva se zakon o promjeni momenta kolicine gibanja.

Zakon o odrzanju momenta koli¢ine gibanja glasi: Moment kolicine gibanja za proizvoljnu
tocku je konstantan ako je moment rezultante svih sila koje djeluju na Cesticu za tu istu tocku

jednak nuli. Naime, uz M, =0, iz izraza (3.17) slijedi:

Ko _ g
dt

ili
K, = konst. (3.18)
Primjer 3.12.

Cestica mase m privezana je za tanki konac BM i giba se tako da se konac namata na tanki
vertikalni Stap. U pocetnom trenutku brzina Cestice je Vv,, V, L ABM, a njena udaljenost od

Stapa je d, (sl. 3.19). Odrediti, zanemarujuci debljinu Stapa, brzinu Vv, Cestice u trenutku kada

njena udaljenost od Stapa bude d, .

LT T LT T T p—P
8]

.‘7

\ 4

2> = z

Slika 3.19. Primjer 3.12.
Rjesenje:
Kuglica se giba u ravnini (paralelnoj Oxy ). Na kuglicu djeluju dvije vanjske sile: tezina Fg
kao vanjska aktivna sila i sila reakcije uzeta S (pasivna sila). Moment ovih sila za os z jednak
je nuli. S pomocu izraza (3.18) dobije se:
dK,
dt

MF =0 ili dK, = konst.

Dalje je: mv,d, =mv,d, ili konac¢no:

Vi =g -(dg/dy).
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Zadatak 3.15. Cestica mase m=5kg u trenutku prikazanom na slici Z.3.15 ima brzinu
V, =10 m/s. Odrediti moment koli¢ine gibanja Cestice: a) u odnosu na os z kroz ishodiste

koordinatnog sustava, b) u odnosu na os z; kroz toc¢ku P.
ym
4 A

3
Po—2

Vo

1

O > xXm

O 1 2 3 4
Slika Z.3.15. Zadatak 3.15.

Odgovor: a) Ko, =89,44 N-m-s; b) K,, =17889 N-m-s.

3.3.3. Kineticka energija. Mehanicki rad i snaga

Kinetickom energijom (ili Zivom silom) naziva se skalarna velicina koja je jednaka polovini

umnoska mase Cestice i kvadrata intenziteta njene brzine:

E, - % mv2, (3.19)

a dimenzija joj je kg-m?-s ili N-m.

Mnozenjem vektorske jednadZzbe

ma=F
skalarno s diferencijalom radijus vektora polozaja di dobije se:
maodr =F odr. (3.20)

Clan na lijevoj strani jednadZbe (3.20) moZe se preurediti, kako slijedi:

méodF=m3—¥odf=m(;—:od\?=mVod\7=mvdv.cos(\7,d\7)=mvdv
pa Ce, za sve slucajeve kada je masa konstantna, biti:
e 1 5
maodr :d(—mv j:dEk (3.21)
2

Sto je, dakle, diferencijal kineticke energije Cestice.

Clan na desnoj strani jednadzbe (3.20) predstavlja diferencijal rada sile dW (slika 3.20):

dW = E odF. (3.22)
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Slika 3.20. Diferencijal rada sile

Integriranjem jednadZbe (3.22) od polozaja 1 do polozaja 2 dobije se rad sile F na tom pomaku:
2 -~ 2 2
W:I1 Fodr:J'lF-cosa-dr:LF-cosa-ds, (3.23)

gdje je uzeto dr =ds, dok je & kutizmedu vektora F i df . Ako se vektori F i dr izraze preko

svojih koordinata, bit ce:

W =["Fodr = (F, -dx+F, -dy+F,-dz), (3.24)

Jedinicazarad je N-m ili J (Joul - dzul).
Snagom P naziva se velicina koja kazuje kojom brzinom sila obavlja rad, 1 dana je jednadZbom:

p W _= o (3.25)
dt

Snaga je trenutaéna veli¢ina i mjeriseu N-m-s*=J-st =W (Watt - vat).
3.3.3.1.  Zakon o promjeni kineticke energije

Uvrstavanjem izraza (3.21) i (3.22) u (3.20) dobije se: dEx = dW, §to nakon integriranja od
poloZaja 1 do polozaja 2 daje:

E,, ~Eq = [, dW =W (3.26)
il
1 1
Emvf —Emvl2 =W . (3.27)

Jednadzba (3.26) odnosno (3.27) izrazava zakon o promjeni kineticke energije, Koji glasi:
Promjena (prirast) kineticke energije pri pomaku Cestice iz polozaja 1 u polozaj 2 jednaka je
radu vanjskih sila koje na nju djeluju na tom pomaku.

3.3.3.2.  Neki primjeri izraunavanja rada

- Radsile teze

Neka se ¢estica mase m pomakne iz polozaja M, (X,, ¥;,2;) upolozaj M,(X,,Y,,Z,).

Za koordinatni sustav prikazan na slici 3.21 bit ¢e:

W; = Jj(FX -dx+F, -dy+F, ‘dz) = f(—mgdz)z —mg (Z2 —Zl)
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ili,uz h=z2 -2z,
W, =mgh . (3.28)

Prematome, rad sile teze jednak je umnosku iz intenziteta sile i negativne razlike visina krajnjeg
i pocetnog polozaja.

Slika 3.20. Rad sile teze

Iz dobivenih rezultata zakljucuje se da rad sile teze ne ovisi o obliku putanje Cestice. Sile koje
imaju to svojstvo nazivaju se konzervativne (potencijalne) sile.

Moze se zakljuciti i sljedece: Rad konzervativnih sila na zatvorenoj putanji jednak je nuli.

- Rad sile elasticnosti (sile u opruzi)

Neka je Cestica mase m vezana oprugom konstante krutosti ¢ . Duljina opruge u nerastegnutom
stanju je I, (sl. 3.22.a).

a) 7 & b)
/ >
I, L ox cx\
< ) = 2 -
I — L I X
X x; o
Slika 3.22. Rad sile elasticnosti
Ako se opruga rastegne na duljinu |, tada se veli¢ina x (x=1-1,) zove produljenje opruge.

Sila elasti¢nosti koja se pri tom javlja u opruzi proporcionalna je nastalom produljenju:
F, =cx
I usmjerena u suprotnom smjeru.

Odredit ¢e se sada rad te sile pri pomaku cestice iz polozaja M, (X;) u polozaj M, (X,) :

W, :LZ(FX.dx+ Fy -dy +F, .dz):J‘XlZ(_C)(dX):_%Xz

X

f=—2(8-x). (329)
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Isti rezultat moze se dobiti i izra¢unavanjem osjencane povrsine u dijagramu na slici 3.22.b.
Budu¢i da je, prema (3.29), rad sile u opruzi funkcija samo koordinata pocetnog i krajnjeg
polozaja, zaklju€uje se da je i to konzervativna sila.

- Radsile trenja

Sila trenja pada uvijek u tangentu na putanju i usmjerena je u suprotnu stranu od one u koju se

pomice Cestica. Istovremeno, sila trenja kolinearna je s diferencijalom pomaka ds .
Rad te sile, prema izrazu (3.23), jest:

W =—["Fds=—[ uFds. (3.30)
Ocito je rad sile trenja ovisan o duljini i obliku putanje te 0 tome da sila trenja nije konzervativna
(potencijalna) sila.
Primjer 3.13.
Paket mase m dovodi se pokretnom trakom brzinom v, =1m/s do tocke A gdje prelazi na
rampu s pomocu koje se spusta na nizi nivo skladista gdje ga u tocki B prihvac¢a donja pokretna
traka (sl. 3.23). Odrediti potrebnu brzinu donje pokretne trake (vy =?) pa da u tocki B ne
nastupi klizanje paketa po traci.

Trenje izmedu paketa 1 rampe te otpor zraka moZe se zanemariti.

A

h=4m

Slika 3.23. Primjer 3.13.
Rjesenje:
Da ne bi nastupilo klizanje paketa po donjoj pokretnoj traci, brzine paketa i trake u tocki B

moraju biti jednake.

Brzina paketa u tocki B odredit ¢e se S pomoc¢u zakona o promjeni kineti¢ke energije (3.27):

%mvé —% mvs =W, ;.

Rad vanjskih sila jednak je radu sile tezine paketa na putu od tocke A do B:
W =W, =mgh.

Nakon uvrsStavanja dobivenog izraza u prvu jednadzbu, pa mnozenjem dobivenog s 2/m
slijedi:
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V2 =V2 +2gh,
odnosno brzina paketa u tocki B i potrebna brzina donje trake jest:

Vg =/V2 +2gh =/1+2-9,81-4 =8,915 m/s..

Primjer 3.14.

Cesticamase m padas visine h u cijev u kojoj se nalazi opruga konstante krutosti ¢ (sl. 3.24).
Odrediti:

a) brzinu kuglice na ulasku u cijev,

b) najvece skracenje opruge X,

c) skracenje opruge X, koje bi nastalo ispusStanjem Cestice s visine h=0.

Hlo—“_ 1

Slika 3.24. Primjer 3.14.
Rjesenje:

Polozaj Cestice na visini h oznacit ¢e se s 1, polozaj na ulazu u cijevi s 2, a pri najve¢em
skrac¢enju opruge s 3.

a) Brzinanaulazu u cijev odredit ¢e se S pomocu zakona o promjeni kineti¢ke energije (3.27):
%mvz2 —%mvl2 =W,

gdje je v, =0 (pocetna brzina Cestice).
Rad vanjskih sila jednak je radu sile teze:
W =W, =mgh

I pozitivan je za z, < z,. Dalje je:

Vv, = w/Zgh .
b) Kod najveceg skracenja opruge bit ¢e brzina Cestice v, =0 pa zakon o promjeni kineti¢ke
energije za polozaj 2 i 3 glasi:

1mv,§ —Emvz2 =—1mv22 =W,
2 2 2

gdje je W =W +W,, pri ¢emu je:
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W, =mgh, =mgx; W, =—%(X32 —XZZ) =—%(x2 _o) :_%XZ.
Uvrstavanjem u gornji izraz za promjenu kineticke energije dobije se:

_% x* +mgx = —% mv; =-mgh
ili

—%xz +mgx+mgh=0.

Uzima se ono rjesenje dobivene kvadratne jednadzbe koje je vece od nule:

2
X:m+\/(mj , 2hmg
C C C

c) U gornjem izrazu omjer x, =mg/c predstavlja staticki progib opruge zbog tezine mg

Cestice. Iz tog izraza slijedi da ¢e skracenje opruge u slucaju ispustanja Cestice s visine
h=0 biti:

2mg

Xo = 2X -

Dakle, ako se na nerastegnutu oprugu postavi Cestica mase m, skra¢enje opruge bit ¢e jednako
dvostrukom statickom progibu. Kada ne bi bilo otpora gibanju, Cestica bi vibrirala oko poloZaja
ravnoteZe. No u realnoj situaciji, zahvaljujuci kakvim-takvim otporima, vibracije ¢e se prigusiti,

a Cestica ¢e se umiriti u poloZaju x = X .
Primjer 3.15.
Cesticamase m gurnuta je iz poloZaja A brzinom v, = «/gR /4 po glatkoj povrsini polucilindra

radijusa R (sl. 3.25). Odrediti pri kolikom ¢e se kutu ¢ Cestica odvojiti od podloge i slobodno

poletjeti zrakom.

Slika 3.25. Primjer 3.15.
Rjesenje:
Da bi se Cestica u polozaju B odvojila od podloge, mora normalna reakcija podloge u tom

polozaju biti jednaka nuli. Stoga je potrebno Cesticu osloboditi veza i razmotriti njenu
dinamicku ravnotezu (sl. 3.26).
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F,, ;=may K\ Vol

/ =
F, y=may

Slika 3.26. Dinamicka ravnoteza Cestice
Jednadzba dinamicke ravnoteze u smjeru osi y glasi:
> F,=0: F,y+F,—mgcosg=0,
pa, ako normalna reakcija polucilindra mora biti jednaka nuli (F, =0), slijedi potreban iznos
inercijske sile F, -
F.n =Mgcose,

odnosno, kako je F,  =ma, =mv; /R, slijedi:

2
mVEB= mgcose ili Vi =gRcosg.

Brzina Cestice u polozaju B dobije se iz zakona o promjeni kineticke energije:

% mv2 —% mva =W, -

Rad vanjskih sila jednak je radu sile tezine paketa na putu od tocke A do B:
W =W; =mgh =mgR(1-cos¢),
pa slijedi:
Vi =Vi +2gR(1—cosg) ili gRcosp =V} +2gR(1-cosg).
Nakon uvr$tavanja brzine Cestice u polozaju A slijedi:

ch03¢+Zch05go=97f+ZgR ili

3cosp = 9 , 0dnosSno cos ¢ = 3
4 4
pa je kut kod kojega ¢e se Cestica odvojiti od podloge
p=414°.
Primjer 3.16.

Covjek mase m=80Kg uspinje se stepenistem na kat (sl. 3.26) za 4 sekunde. Ako je visina

kata 2,8 m, odrediti snagu koju ¢ovjek treba uloziti pri uspinjanju.
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2,8 m

Slika 3.27. Primjer 3.16.
Za koliko ¢e vremena Zarulja snage 75 Wata potrositi istu koli¢inu energije?
Rjesenje:
1. nacin: Tezina covjeka je
F, =mg=80-9,81=784,8N,
dok je prosjecna brzina kojom se ¢ovjek uspinje na kat

(28 g m

t 4
pa je potrebna snaga za uspinjanje prema (3.25)
P=F;-v=784,8-0,7=549,4 N-m/s=549,4 W.
2. nacin: Rad koji Covjek treba uloziti pri uspinjanju je
W =mgh=80-9,81-2,8=2197,4N-m
pa, kako je snaga brzina izvodenja rada, slijedi:

W 2197,4

" =549,4 N-m/s =549,4 W .

Zarulja od 75 W potrosit ¢e jednaku koli¢inu energije kao i ¢ovjek pri uspinjanju u vremenu od

~ W 2197,4
P 75

z

=29,3s.

Zakljucak: Gasite svjetlo kada vam nije potrebno.

®

Zadatak 3.16. Cestica mase m Kklizi niz hrapavu kosinu (sl. Z.3.16). Ako je brzina &estice kada
se nalazi na visini h=1m jednaka v, = 4 m/s, odrediti njenu brzinu u trenutku kad se spusti

niz kosinu za visinu h.
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Slika Z.3.16. Zadatak 3.16.
Odgovor: v, =5,042 m/s.
Zadatak 3.17. Kliza¢ A mase m=4Kkg vezan je za oslonac O s pomoc¢u opruge konstante

krutosti ¢ =100 N/m (sl. Z.3.17). Kliza¢ se giba duz glatke vertikalne vodilice BC iz pocetnog

polozaja (1) u kojem mu je brzina bila jednaka nuli.

B 4 0,6 m |

0,8 m

Slika Z.3.17. Zadatak 3.17.

Odrediti brzinu klizaca kada stigne u polozaj 2 ako je duljina nerastegnute opruge I, =0,5m.
Odgovor: v, =3114m/s.

Zadatak 3.18. Cestica mase m =10 kg pusta se iz stanja mirovanja, iz poloZaja u kojemu su
opruge OiA i O2A horizontalne (sl. Z.3.18). Opruge imaju jednake konstante krutosti

¢ =500 N/m, a u poéetnom su poloZaju nerastegnute.

1,5m 1,5m

|
<

4

el
L B

Slika Z.3.18. Zadatak 3.18.

Odrediti brzinu Cestice kad se spusti za iznos h=1m.

Odgovor: v, =3,233 m/s.
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Zadatak 3.19. Cestica A mase m =12 kg vezana je za oslonac O s pomo¢u tankog §tapa duljine
| =0,75m i zanemarive mase (sl. Z.3.19). Sustav se pusta iz stanja mirovanja u kojem je Stap

OA horizontalan.

°D>

00
m ‘

Slika Z.3.19. Zadatak 3.19.
Odrediti iznos reakcije u osloncu O pri prolasku Stapa kroz vertikalni poloZaj.
Odgovor: F, =353,2 N.

Zadatak 3.20. Elektromotor s pomocu uzeta povlaci teret A mase m =250 kg konstantnom

brzinom v, =5 m/s uz hrapavu kosinu (sl. Z.3.20). Koeficijent trenja klizanja iznosi ¢ =0,3.

Slika Z.3.20. Zadatak 3.20.
Odrediti potrebnu snagu elektromotora.

Odgovor: P =7650,9 W.

3.3.3.3.  Potencijalna energija

Dio sila koje se javljaju u tehnici funkcije su samo poloZaja Cestice u prostoru. Tako npr.
gravitacijska sila Zemlje ovisi samo o polozaju Cestice u odnosu na Zemljino srediSte; sila
elasticne veze (opruge) na Cesticu o udaljenosti od polozaja u kojem je opruga nerastegnuta,

sila uzgona o polozaju uronjene cestice 1 slicno.

Za svaku od tih sila moze se na¢i funkcija E, za koju vrijedi:

B, __GE . _ 0

F =

BN 7 — 331
" OX y oy 0z (3:31)

tj. parcijalna derivacija funkcije E; po nekoj od koordinata daje odgovaraju¢u komponentu sile.
Funkcija E, naziva se potencijalnom energijom, a uvjet da ona postoji slijedi iz izraza (3.28),

jer mora biti:
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oF  oF
o/ _&. & ok, OF_0F (3.32)
oy oX oz oy oX oz

Sile koje zadovoljavaju uvjet (3.32) jesu potencijalne (konzervativne sile). Ve¢ je re¢eno da rad
takvih sila ne ovisi o putanji Cestice. Ako se (3.31) uvrsti u (3.24), dobit ée se:

2(0E, OE, OE 2

odnosno rad konzervativnih sila jednak je razlici potencijala. 1z jednadzbe (3.33) izravno slijedi
da je rad konzervativnih sila na zatvorenoj putanji jednak nuli.

3.3.3.4.  Zakon o odrZanju mehanicke energije

Uvrsti li se u jednadzbu (3.26), koja izrazava zakon o promjeni kineti¢ke energije Cestice, izraz
za rad konzervativnih sila (3.33), dobit ¢e se:

Ek2 - Ekl = _(EpZ - Epl)
ili nakon sredivanja:
E. +E,, =E, +E, =const. (3.34)

Jednakost (3.34) izrazava zakon o odrzavanju mehanicke energije: Zbroj kineticke i
potencijalne energije ima na svakom mjestu putanje, odnosno u svakom trenutku gibanja istu
vrijednost. Taj zakon vrijedi samo za konzervativne sile.

Primjer 3.17.

Teret mase m=10Kkg pusten je iz stanja mirovanja niz idealno glatku kosinu kuta nagiba
a=30°(sl. 3.28). Nakon §to prevali put od 10 m, teret udara o oprugu konstante krutosti
c=5kN/m. Odrediti za koliko ¢e se skratiti opruga (x=7?) u trenutku kada brzina tereta
postane jednaka nuli.

Slika 3.28. Primjer 3.17.

Rjesenje:
Trenje se u ovom slu¢aju moze zanemariti pa se u sustavu javljaju samo konzervativne sile
(tezina tereta i sila u opruzi).

Stoga se moZe primijeniti zakon o odrzanju mehanicke energije, dan izrazom (3.34):

E.+E, =E+E, =const.,
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gdje je s 0 oznacen pocetni polozaj tereta, a s 1 polozaj u kojem Ce se teret na trenutak zaustaviti
nakon udara u oprugu.

Kineticka energija tereta u oba razmatrana poloZaja jednaka je nuli pa slijedi da je E, =E,,

gdje je potencijalna energija u polozaju 0 jednaka potencijalnoj energiji tereta, dok je
potencijalna energija u polozaju 1 jednaka potencijalnoj energiji akumuliranoj u opruzi
konstante krutosti c:

E,, =mgh=mg(10+x)sin30°, E =%cx2.

p1
Slijedi da je:

%cx2 =mg (10 + x)sin30° ili %cxz—(mgsin30°)-x—10mgsin30°=0,
odnosno

5000%x* /2-10-9,81-0,5-x—10-10-9,81-0,5=0

2500%° —49,05-x—490,5=0.

Rjesenje dobivene kvadratne jednadzbe, pri ¢emu smisla ima samo pozitivni X, jest:

_ 49,05+/49,05" +4-2500-490,5 _ 49,05+ 2215,3
22500 5000

=0,453m.

Zadatak 3.21. Kuglica mase m =1kg visi na kraju uzeta OA (sl. Z.3.21). U jednom se trenutku
kuglici narine brzina v, =6 m/s, a pri prolazu kroz horizontalni polozaj uZe se savije oko cijevi
P zanemariva promjera.

C
0,6 m 04 m
P B
0 po—— O
1m
A m v
H_» N

Slika Z.3.21. Zadatak 3.21.

Odrediti: a) brzinu kuglice u polozaju C, b) silu u uZetu u tom poloZaju.

Odgovor: a) v, =2,921m/s; b) S=115N.
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3.4. DINAMIKA SUSTAVA CESTICA

3.4.1. Vanjske i unutarnje sile sustava

Sustavom Cestica naziva se skup medusobno povezanih cestica u kojem gibanje pojedine Cestice
ovisi 0 gibanju svih ostalih cestica. Veze medu Cesticama u sustavu mogu biti krute, elasticne
I kinematske, a nazivaju se unutarnje veze. Promotrit ¢e se sustav sastavljen od n Cestica masa
mq,my, -+ my, - my (Sl. 3.29.a). Djelovanje okoline na taj sustav Cestica moze se prikazati s n
sila, od kojih svaka predstavlja rezultantu vanjskih sila za promatranu cesticu, a sve te sile
zajedno jesu vanjske sile sustava. Oslobodenjem i-te Cestice od veza s ostalim Cesticama treba

umjesto svake veze dodati odgovarajucu silu veze, kojih za tu ¢esticu moze biti n-1 (sl. 3.29.b).

b)

Slika 3.29. Sustav cestica

Tako se npr. pri oslobodenju veze i-te Cestice s j-tom dobije sila §ij kao posljedica djelovanja
Cestice ] na Cesticu i. Sve te sile nazivaju se unutarnjim i mjerodavne su, zajedno s vanjskom
silom F, za gibanje i-te gestice.

Bez obzira na vrstu veze unutarnje se sile javljaju u parovima (prema 3. Newtonovu zakonu o
akciji i reakciji), tako da je:

S.=-S.. (3.35)

Zbog ¢injenice dassile S; S, , ..., ne postoje, kao i zbog (3.35), za cijeli sustav vrijedit ce:

ZZS} =0, (3.36)

a bit ¢e 1 suma momenata unutarnjih sila za po volji odabranu to¢ku O jednaku nuli:

ZZﬁxgij =0. (3.37)
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3.4.2. Op¢i zakoni dinamike sustava Cestica

Kod upoznavanja op¢ih zakona dinamike Cestice navedena je mogucénost prikazivanja jedne
vektorske jednadzbe s pomocu triju projekcija te jednadzbe na osi odabranog koordinatnog
sustava, pa se to ovdje nece posebno isticati.

3.4.2.1.  Zakon o gibanju centra mase

Iz statike je poznato da se centar mase, koji je u tehni¢kim problemima istovjetan s teziStem,

izraCunava prema izrazima:
MXe =D MX; Myc=> my;; mze = Y .mz,, (3.38)
odnosno prema izrazima:

zmixi zmizi
Xe=——: Yo — = (3.39)

gdje je s m oznafena ukupna masa sustava m:Z:mi . lzrazi (3.39) mogu se prikazati

vektorskom jednadzbom:

mr, => mf, (3.40)
ili pak u obliku:
> mi;
= (3.41)

pa ¢e, nakon zbrajanja, za sustav Cestica vrijediti:
SE+D.>'5,=>ma=>mr. (3.43)
i i j i i

Drugi ¢lan s lijeve strane gornje jednadzbe jednak je nuli (prema izrazu 3.36), dok se
dvostrukim deriviranjem jednadzbe (3.40) po vremenu dobije:

mi, = m (3.44)
pa iz (3.43) konacno slijedi:

Fr=> F=mr. (3.45)
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Jednadzba (3.45) izrazava zakon gibanja centra mase, koji glasi: centar mase giba se kao
Cestica ukupne mase m pod djelovanjem sile F, koja predstavlja glavni vektor svih vanjskih

sila koje djeluju na sustav. Taj zakon u analitickom obliku glasi:
maCx = FRx; maCy = FRy ’ maCz = FRz ' (346)
3.4.2.2.  Zakon o odrZanju centra masa

Kada je glavni vektor svih vanjskih sila koje djeluju na promatrani sustav Cestica jednak nuli
(nul vektoru), tj. ako je F, =0, tada je:

—_—

MV, = mF,, = const. (3.47)

Sto znaci da se u tom slucaju centar mase giba jednoliko pravocrtno ili pak miruje. Ako centar

mase ima u po¢etnom trenutku brzinu koja je jednaka nuli, bit ¢e zbog (3.47):

r.=0,
odnosno:

—_—

I, = const. (3.48)

Jednadzba (3.48) izrazava zakon o odrzanju centra masa, prema kojemu cestice u sustavu mogu
mijenjati svoj medusobni polozaj, ali se polozaj centra masa neée promijeniti ako je glavni
vektor vanjskih sila koje djeluju na sustav jednak nuli.

Ako je projekcija rezultante vanjskih sila koje djeluju na sustav ¢estica na neku os (npr. 0s X)
jednaka nuli i ako je pocetna brzina centra mase u smjeru te osi jednaka nuli x., =0, tada ¢e

vrijediti zakon o odrZanju centra mase u smjeru te osi, odnosno
MX, = Y mX = const. (3.49)

Dakle, u ovom slucaju cestice u sustavu mogu mijenjati svoj medusobni poloZzaj, ali ¢e
koordinata x. polozaja centra masa ostati nepromijenjena.

Ako je u pocetnom trenutku koordinata X polozaja Cestice 1 x,, Cestice 2x,, I tako dalje do
zadnje Cestice n s koordinatom x_, tada ¢e u promatranom trenutku te koordinate biti x, + Ax,,

X, + AXy ey O X +AX, .
S obzirom na (3.38) i (3.49) moze se pisati:
MX, + M, X, + .M X, = My (X +AX )+, (X, +AX, )+ 4+ (X, +AX,)
ili nakon sredivanja:
MAX, +M,AX, +...+m Ax, =0 (3.50)

pa se moze zakljuciti kako je suma umnozaka masa pojedinih Cestica i prirasta njihovih
apsolutnih pomaka jednaka nuli.
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U skra¢enom zapisu izraz (3.50) glasi:
Z:miAxi =0. (3.51)
3.4.2.3.  Zakon o promjeni koli¢ine gibanja

Koli¢ina gibanja i-te Cestice je I§i =myV,, a suma koliine gibanja svih Cestica predstavlja

ukupnu koli¢inu gibanja sustava:

B =mv, =mr. . (3.52)

Buduc¢i da je drugi ¢lan na desnoj strani jednak nuli, slijedi:
B,—B = [FRdt=[F.dt. (3.53)
i1 1

Jednadzba (3.53) jest vektorski zapisan zakon o promjeni koli¢ine gibanja sustava Cestica:
Prirast kolicine gibanja sustava Cestica u nekom vremenskom intervalu jednak je sumi impulsa

svih vanjskih sila u tom intervalu (Sto odgovara impulsu glavnog vektora svih sila).
Deriviranjem izraza (650) po vremenu dobije se:

dB av, -

dt Z,: ' dt Z R (3.54)

tj. derivacija koli¢ine gibanja sustava Cestica po vremenu jednaka je glavnom vektoru svih sila
koje na taj sustav djeluju.

U posebnom sluéaju, kada je F, =0, bit ¢ée koli¢ina gibanja sustava konstantan vektor:

— _—

B, = B, = const., (3.55)

a taj zakon zove se zakon o odrzanju kolicine gibanja sustava cestica. Prema tom zakonu
pojedine cCestice mogu mijenjati brzine, ali tako da koli¢ina gibanja sustava ostane
nepromijenjena.

97



3.4.2.4.  Zakon o promjeni momenta koli¢ine gibanja

Moment koli¢ine gibanja i-te ¢estice za nepomic¢nu tocku O je:

pa se, vektorskim zbrajanjem, dobije za cijeli sustav:

Ko =D Fxmy, . (3.56)
Deriviranjem izraza (3.56) po vremenu slijedi:

dK, d(w. L
dto :E[Zn xmivi):zi:(ri xmvV, +T xmiai) (3.57)

pri emu je, zbog F = V,, prvi ¢lan u zagradi na lijevoj strani jednak nuli.
S pomocu jednadzbe (3.43) izraz (3.57) postaje:
dK

T2 xmE =D Ix R D TS,
i i i j

gdje je drugi ¢lan na desnoj strani jednak nuli, pa je konacno:

=Y FxF=Mj (3.58)

Sto izrazava zakon o promjeni momenta kolicine gibanja sustava cestica: Derivacija momenta
kolicine gibanja sustava za tocku O po vremenu jednaka je glavnhom vektoru momenta svih sila

za tu istu tocku.

Zakon o odrzanju momenta kolicine gibanja slijedi iz jednadzbe (3.58). Naime, kada je glavni
vektor momenta svih sila za tocku O jednak nuli, tada je moment koliCine gibanja sustava
Cestica za tu i1stu toCku konstantan vektor:

Ko, = Ko, = Const. (3.59)

3.4.2.5.  Zakon o promjeni kineti¢ke energije
Kinetic¢ka energija i-te Cestice je:

Eki = l miVi2
2

pa ¢e ukupna kineti¢ka energija sustava biti:
E, - Z%mivf . (3.60)
Zakon o promjeni kineticke energije sustava sada je:

2 2
Z%miViZZ _Z%mivizl = ZI lfu odf; +ZZI§ij odr (3.61)
i i i1 i j o1
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il1 skrac¢eno:
E.,—E,=W. (3.62)

Dakle, prirast kineticke energije sustava Cestica, od polozaja 1 do polozaja 2, jednak je radu
svih vanjskih i unutarnjih sila sustava.

Rad unutarnjih sila jednak je nuli samo ako su veze u sustavu krute.

Primjer 3.18.

U cilindru mase m, nalazi se Cestica mase m; (sl. 3.30). U pocetnom trenutku sustav je
mirovao, a Cestica se nalazila u poloZaju definiranom kutom ¢,. Cilindar se moZe pomicati

translatorno po glatkoj horizontalnoj podlozi. Odrediti za koliko ¢e se pomaknuti cilindar kada
Cestica dode u najnizi polozaj.

Slika 3.30. Primjer 3.18.

Rjesenje:
Na sustav djeluju tezine Cestice i cilindra m,g i m,g te normalna reakcija podloge. Projekcija
glavnog vektora vanjskih sila na os x jednaka je nuli, tj. Fgz, =0. Buduc¢i da je u pocetnom

trenutku sustav mirovao, primijenit ¢e se zakon o odrzanju centra mase (3.51):
D> mAX =0
Sto u ovom primjeru daje:
mAX +mAX, =0.
Oznaci li se s AX = AXx, apsolutni pomak cilindra, koji je ujedno i prijenosni pomak cestice, bit
¢e apsolutni pomak cestice:
AX = AX—Rsing,,
pa slijedi:
m, (Ax—Rsin g, )+m,Ax, =0,
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odnosno:

Ax=—""_Rsin @
m, +m,
Primjer 3.19.

Blokovi A'i B, masa m, =20 kg i mg =15 kg Vvezani su Stapom zanemarive mase (sl. 3.31).

Sustav je pusten iz stanja mirovanja niz hrapavu kosinu ( ¢ = 0,25).

Slika 3.31. Primjer 3.19.

Odrediti put koji ¢e prevaliti blokovi u prvih 5 sekunda gibanja i iznos sile u Stapu AB.
Rjesenje:

Terete A i B treba osloboditi od veza te ucrtati sile koje na njih djeluju (sl. 3.32.a i b).

y a) ¥, b)
a x a Spg ¥
Fpy B Fry
i 30° 30°
30° 30°
Fya e Fg

myg

Slika 3.32. Tereti oslobodeni veza: a) teret A, b) teret B.

Za teret A mogu se napisati sljedece jednadzbe gibanja:
—mpa=-m,gsin30°+Sg+Fa (1)
0= Fya —MQgcos30°. (@)

Za teret B te jednadzbe glase:
—mga=-mgQgsin30°—S,g+Fz  (3)
0= Fyg —MgQgcos30°. 4)

Iz jednadzba (2) i (4) slijedi:

Fna =Magcos30°,  Fyg =mggcos30°,
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pa je

Fra = Fya =2-magcos30°, Frg =u-Fyg =x-mggcos30°.

Sada se jednadzbe (1) i (3) mogu napisati u obliku:
mya=m,gsin30°—S,g —x-mygcos30° (1)
mga =mggsin30°+ S,z — - Mggcos30°, (3'),
a nakon zbrajanja jednadzba (1') i (3') slijedi:
(my +mg)-a=(my +mg)-gsin30°—(m, +mg)- - g cos30°
a=g-(sin30°— x-cos30f =9,81-(05-0,25-4/3/2)=2,781m/s? .
Budu¢i da je ubrzanje konstantno, put prevaljen u prvih 5 sekunda gibanja je

s =%a-t2 =%-2,781-52 =36,76 m.

Sila u Stapu AB slijedi iz jednadzbe (1'):

Sas =Ma(gsin30°— - gcos30°—a)=0.

Iz rezultata je ocevidno da se sustav mogao razmatrati kao jedna Cestica ukupne mase

(Ma +mg).

Primjer 3.20.

Duz kosine klina oblika trapeza i mase mg, koji leZi na glatkoj horizontalnoj podlozi, mogu se

gibati Gestice masa m; i m, (sl. 3.33). Cestice su medusobno povezane tankim uZetom.
Odrediti: a) koliki ¢e biti pomak klina kad se Cestica 1 spusti za visinu h iz stanja mirovanja; b)

kolika ¢e u tom trenutku biti brzina klina?

Zadano: m;=3m; m,=m; my=2m; h=1m.

Slika 3.33. Primjer 3.20.

Rjesenje:
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a) Pomak klina. Kako je podloga po kojoj se giba klin glatka, bit ¢e projekcija rezultante
vanjskih sila na os x jednaka nuli, tj. F;, =0. Budu¢i da je u po¢etnom trenutku sustav mirovao,

primijenit ¢e se zakon o odrzanju centra mase (3.51):
> mAx =0,
Sto u ovom primjeru daje:
M, AX, + M,AX, + M,AX, =0,
pri ¢emu su apsolutni pomaci Cestica 1 odnosno 2:
AX, = A%, +h/tan30°, AX, = AX; +h/sin30°
jer je h/tan30° horizontalni pomak Kkoji bi imala Cestica 1 kada bi klin mirovao (relativni

pomak Cestice 1), a h/sin30° horizontalni pomak koji bi imala ¢estica 2 kada bi klin mirovao

(relativni pomak Cestice 2), a pomak klina je za obje Cestice prijenosni pomak.

Slijedi da je
Ax, =M/t 307 m, Sin30%, 4 199.1_ 1199 m..
m, +m, +my
b) Brzina klina. Budu¢i da je zadan pomak i po¢etna brzina Cestica, primijenit ¢e se zakon

o promjeni kineti¢ke energije sustava Cestica (3.62):

E.,—Eo,=W.
Kineticka energija sustava na pocetku gibanja jednaka je nuli tako da gornji izraz, razvijen,
glasi:

1

1 1
> mV; + > m,V5 + > MeVa =Wy +Wg, +Wss  (A)

gdje su v, v, i v, brzine ¢estica 1 i 2, odnosno klina 3 u krajnjem polozaju. Ovdje, medutim,

treba voditi racuna o tome da su svi op¢i zakoni izvedeni za apsolutne pomake, apsolutne brzine
i apsolutna ubrzanja. Tako ¢e brzina klina v, koja jest njegova apsolutna brzina, biti prijenosna
brzina za Cestice 1 1 2. Relativna brzina tih Cestica, zbog veze uZetom, medusobno je jednaka
po iznosu.

a) b)

A
Y

—
r

U

Slika 3.34. Primjer 3.20: apsolutne brzine cestica 1i 2.
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Apsolutne brzine dobiju se vektorskim zbrajanjem prijenosne i relativne brzine (sl. 3.34.a i

3.34.h).

Iz prikazanih slika brzina slijedi:

v, = \jv?f +V2 —2v,v, c0s30° ;

V, =V, —V;.
Radovi vanjskih sila su:

Wg, =mgh=3mgh;  Wg,=0; Wg,
pa jednadzba (A) postaje:

%vaf +% mv5 + % 2mvZ =3mgh
ili nakon mnozenja s 2 i dijeljenja s m:

V2 +Vi+2vi=6gh. (B)

Ocevidno je da ¢e se uvrStavanjem dobivenih izraza za brzine u jednadzbu (B) dobiti jedna

jednadzba s dvije nepoznate veli¢ine: V5 1V, .

Potrebno je, dakle, primijeniti jo§ jedan od op¢ih zakona dinamike sustava Cestica.

Kako je projekcija glavnog vektora sila na os x jednaka nuli, moze se napisati zakon o odrzanju

koli¢ine gibanja u pravcu te osi:

B,—-B,=0 ili B =B, =0,
jer je sustav u pocetku mirovao.
Dalje je:

m\Vy, + MV, —MeVs, =0,

ml(vr cos30° —v3)+ m, (V, —V;)—myvy =0
ili nakon uvrStavanja zadanih vrijednosti:

Bm[vr ?—V3J+m(vr —V;)—2mv; =0,
pa nakon kra¢enja s m i mnoZenja s 2:

33V, =6V, +2v, —2v, —4v; =0

odakle je

12
V. =——V, =1 668v,.
' 3\/§+2 ® ®

Brzine Cestica 112 sada su:
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v, =0,945v;; v, =0,668v;.
Dalje je, iz (B):

3(0,945v, )° +(0,668v;)* +2vZ =6gh, ili 5126v2 =6gh
v;=108,/gh =3,383m-s.
o
Zadatak 3.22. Kov¢eg mase m; =30kg bacen je brzinom v, =4 m/s na kolica mase

m, =80 kg koja su do tog trenutka mirovala (sl. Z.3.22).

Slika Z.3.22. Zadatak 3.22.

Zanemarujuci trenje izmedu kotaca kolica i podloge, odrediti brzinu kovcega i kolica u trenutku

kad se kovceg zaustavi na kolicima.

Odgovor: v; =1,091 m/s.

Zadatak 3.23. Teret mase m; =30 kg nalazi se na kosini prizme mase m, =70 kg koja se s

pomocu kotaci¢a moze kotrljati bez klizanja po horizontalnoj podlozi (sl. Z.3.23).

v
m,

Slika Z.3.23. Zadatak 3.23.

Odrediti pomak prizme u trenutku kad se teret spusti niz prizmu za | =1m. Sustav je u

pocetnom trenutku pridrzavan u stanju mirovanja (poloZaj na slici Z.3.26).

Odgovor: Ax, =0,26 m.

Zadatak 3.24. Kamionet mase m, =2200 kg giba se duz ravnog dijela ceste brzinom
v; =20 m/s i vuée za sobom brod mase m, =800 kg. Masa prikolice (trajlera) na kojoj je
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vezan brod jest m; =130 kg (sl. 3.24). Zbog prepreke uocene na kolniku voza¢ zapocinje

kocenje 1 uspijeva zaustaviti kamionet nakon 60 metara; kocioni sustav na prikolici ne radi.
Izracunati prosjecnu silu kocenja ( Fyy ) i horizontalnu silu na kuku K (Fy ).

K

(O o 0

Slika Z.3.24. Zadatak 3.24.

Q0

Odgovor: a=-3333m/s?, F, =10433 N, F, =3100 N.

Zadatak 3.25. Opruga konstante krutosti ¢ =2000 N/m ¢vrsto je vezana za blok A mase
m, =20 kg . Blokom B mase mg =15 kg radnik je sabio oprugu za 200 mm (sl. Z.3.25). U
jednom trenutku radnik ispusti sustav iz ruku.

Slika Z.3.25. Zadatak 3.25.

Zanemarujudi trenje izmedu blokova i podloge, odrediti brzinu bloka B u trenutku kada izgubi
kontakt s oprugom.

Odgovor: vy =2,606 m/s.

Zadatak 3.26. Strijelac se nalazi na platformi koja se giba po tra¢nicama brzinom v, =2 m/s.
Strijelac gada metu na platformi 1 u jednom trenutku ispaljuje metak mase m, =0,15 kg
brzinom v, =1000 m/s u odnosu na platformu. Izracunati brzinu platforme: a) ako strijelac

pogodi metu koja zaustavlja metak, b) ako strijelac promasi metu, a masa svega $to se na
platformi nalazi iznosi m; =300 kg (sl. Z.3.26).

Slika Z.3.26. Zadatak 3.26.

Odgovor: a) vy =2m/s; b) v, =15m/s.
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3.5. OSNOVE TEORIJE UDARA

3.5.1. Osnovna jednadZba teorije udara
Pri gibanju tijela pod djelovanjem do sada upoznatih sila brzine tocaka tijela mijenjale su se

kontinuirano, tj. funkcija v =v(t) bila je neprekinuta i derivabilna.

Promotri li se promjena koli¢ine gibanja ¢estice u nekom kratkom vremenskom intervalu z, bit

ce:
My, —mv, :jﬁdt; F .7, (3.63)
0

gdje je F, srednjasila u intervalu 7.

Ako je 7 vrlo maleno (reda veli¢ina 1/1000 s) bit ¢e i impuls I =F, -7 mala veli¢ina. To

nadalje znaci da ¢e 1 prirast vektora brzine AV u tom intervalu biti malen (odnosno teziti nuli).

Medutim, ako se u promatranom vremenskom intervalu r pojave jako velike sile (reda veli¢ina

1/7), bit ¢e odgovaraju¢i impuls sile, a prema tome 1 prirast brzine — konac¢na veli¢ina.

Pojava pri kojoj se brzina cestice (tijela) u vrlo malom vremenskom intervalu promijeni za

konacnu velicinu naziva se udar.

Sile koje izazivaju ovakve, konacne promjene brzina u kratkom vremenskom intervalu r

nazivaju se udarne sile.
U daljnjem izlaganju oznacavat ¢e se brzina prije djelovanja udarnih sila s v, a nakon udara s

V.

Pretpostavi li se da na Cesticu za vrijeme udara, osim udarnih, djeluje i niz neudarnih sila, ¢ije

se djelovanje zamjenjuje rezultantom F., ukupni impuls je:

r

O ey

Fdt+ [Edt=T,+(F), . (3.64)
0

gdje je (Ifr) srednja rezultanta neudarnih sila u intervalu z .
sr

Veli¢ina (Ifr) -7 moZe se zanemariti u odnosu na ru, odnosno utjecaj neudarnih sila na

promjenu koli¢ine gibanja za trajanja udara se zanemaruje. Zakon o promjeni koli¢ine gibanja
glasi:
mv'—mv =1, (3.65)

ili u analiti¢kom obliku:

mv,—mv, =l,, mv,-mv =1, mv,—-my,=1,. (3.66)
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Moze se zakljuciti sljedece: Promjena kolicine gibanja Cestice pri udaru jednaka je impulsu

svih udarnih sila koje na Cesticu djeluju.

Jednadzba (3.65) ili (3.66) predstavlja osnovnu jednadzbu teorije udara. Oznaci li se put koji

Ce Cestica prevaliti za vrijeme udara s s, bit Ce:
5, = [vdt=v, 7. (3.67)
0

Budué¢i da je veli¢ina v, konacna veli¢ina, vrijednost s, moze se zanemariti. Uzima se, dakle,

da nema pomaka Cestice za vrijeme udara.

3.5.2. Koeficijent udara

Teorija udara uvodi u razmatranja i elasti¢na svojstva tijela. Uvodenjem elasti¢nih svojstava
tijela odstupa se od hipoteze o apsolutno krutom tijelu i u analizi uvodi ¢vrsto deformabilno
tijelo. U tom smislu proces udara podijeljen je u dvije karakteristi¢ne faze (sl. 3.35):

1) faza kompresije — u kojoj cjelokupna kineticka energija prelazi u potencijalnu energiju
deformiranih tijela;
2) faza restitucije — u kojoj unutarnje elasti¢ne sile nastoje povratiti prvotni oblik tijela.

WYX

neposredno prije faza faza neposredno nakon
sudara kompresije restitucije sudara

Slika 3.35. Faze sudara

U fazi restitucije akumulirana potencijalna energija prelazi ponovno u kineticku, ali samo
djelomi¢no. Naime, dio energije ostaje ,,zarobljen* u trajno deformiranom tijelu, dok se dio
izgubi na zagrijavanje tijela. Prema tome, brzina tijela (Cestice) nakon udara bit ¢e u opéem

slu¢aju manja od njegove brzine prije udara.
Koeficijent udara u teoriju udara uveo je Newton, a definira se na sljede¢i nacin:

Koeficijent udara (restitucije) k predstavija omjer relativnih brzina tocaka koje se sudaraju,
nakon udara i prije udara, u smjeru normale udara:

k=fﬁJ. (3.68)
v N

Ovaj koeficijent odreduje se eksperimentalno, a njime su obuhvacena elasti¢na svojstva tijela.
Iz definicije koeficijenta restitucije slijedi da k poprima vrijednosti:
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0<k<1. (3.69)

Kada je k =0, to znaci da je relativna brzina u pravcu normale nakon udara jednaka nuli — udar

je idealno plastican.

Ako je k =1, iz jednakosti (3.68) slijedi da su relativne brzine prije udara i nakon njega jednake
— udar je idealno elastican.

3.5.3. Udar cCestice o nepomicnu pregradu

3.5.3.1. Normalni udar

Neka se Cestica mase m giba brzinom vV duz normale AN na nepomi¢nu povrsinu (sl. 3.36).
N

m

Vv

Slika 3.36. Udar cestice o nepomic¢nu pregradu

U trenutku dolaska Cestice u polozaj A nastaje udar. Taj udar je normalan zato $to se pravac
brzine poklapa s pravcem normale. Kako je brzina povrsine jednaka nuli, iz (3.68) slijedi:

k=Y
v
pa je:
v'=kv. (3.70)

Ako se odabere pozitivan smjer normale prema gore, jednadzba (3.65), projicirana na normalu,
glasi:

mv'—(-mv)=1,,
odakle slijedi veli¢ina udarnog impulsa:
I, =m(v'+Vv)=(1+k)mv. (3.71)

u

Impuls udarne sile je, prema definiciji:
l,=[ Rdt=(F,), =

pa je srednja vrijednost udarne reakcije povrsine:
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(F). b (3.72)

Gubitak kineti¢ke energije pri udaru jednak je razlici kinetickih energija prije udara i nakon
njega:

AE, =E, —E,, (3.73)
S$to u promatranom slu¢aju iznosi:

AE, =%m(v2—v'2)=%(1— K?)mv?. (3.74)

Rezultati, dobiveni promatranjem normalnog udara ¢estice o nepomic¢nu pregradu, mogu se

iskoristiti za eksperimentalno odredivanje koeficijenta udara k .

Ll

h,

Slika 3.37. Eksperimentalno odredivanje koeficijenta udara

Pusti li se Cestica mase m s visine h; da udari o nepomic¢nu povrsinu, kako je to prikazano na

slici 3.37, njena ¢e brzina neposredno prije udara biti:
v=,/2gh, .

Nakon udara Cestica ¢e dose¢i visinu h, <h,, Sto znaci da je neposredno nakon udara njena

brzina bila:
v'=2gh
Koeficijent restitucije sada je:
A L (3.75)
v hy

Na ovaj nacin odredeni koeficijenti restitucije su: k =8/9 za slonovu kost; k =5/9 za celik,
k =1/2 zadrvo, i tako dalje.
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3.5.3.2. Kosi udar

Ovdje Ce se prouciti takav udar Cestice o glatku nepomic¢nu podlogu kod kojega se pravac brzine
Cestice prije udara V ne poklapa s normalom N u tocki udara, nego s njom gradi kut « (sl.
3.38). Kut o naziva se upadni kut.

N

Slika 3.38. Kosi udar cestice
Nakon udara brzina Cestice bit ¢e V', a njen pravac gradi kut £ s normalom N; naziva se kut

odbijanja i u opéem slucajuje f# .

Osnovna jednadzba teorije udara, projicirana na normalu i tangentu udara, glasi:

mv —(-mvy)=1, ()
mv_—mv; =0, (b)
dok je koeficijent restitucije:
¥
k=-", (3.76)
VN

Budu¢i da su odgovarajuce projekcije brzina:
Vy =VCOsa; V; =vsina; Vy=V'COSB; V,=V'sing,
iz jednadzba (a) i (b) slijedi:
L, =m(vy +Vy ) = (1+k)mv, =(1+k)mvcose;
v =v, ili v'sing=vsina,

tj. kod kosog udara Ccestice o glatku nepomicnu pregradu nema promjene tangencijalne
komponente brzine.

Uvrstenjem posljednje jednakosti u (3.76) dobije se:
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_v'cos S tana
vcosa tanfg’

k (3.77)

0dnosno koeficijent restitucije kod kosog udara cestice o glatku nepomicnu pregradu jednak je
omjeru tangensa kuta upada i kuta odbijanja. Gubitak kineticke energije sada se moze odrediti
prema (3.74).

Primjer 3.21.

Uredaj za ispitivanje kvalitete ¢elicnih kugli ispusta bez pocetne brzine kuglice mase m s visine
od 3 m na idealno glatku kosinu kuta nagiba 45° (sl. 3.39). Koeficijent restitucije izmedu kugle
i kosine je k =0,8. Odrediti:

a) brzinu kojom ¢e kuglica udariti u tocku B,
b) brzinu kojom ¢e se kuglica odbiti od kosine u toc¢ki B,
¢) kut koji ¢e neposredno nakon udara brzina ¢estice zatvarati S horizontalom.

L

3m

Slika 3.39. Primjer 3.21.
Rjesenje:

a) Brzina udara kuglice o podlogu u tocki B slijedi iz zakona o promjeni kineti¢ke energije
danog izrazom (3.27):

%mvé —%mv,i =mg-h,g

Vi =V;+2g-h,; =0+2-9,81-3=58,86, pa je v, =+/58,86 = 7,67 m/s.

b) Budu¢i da se radi o kosom udaru Cestice o glatku podlogu (sl. 3.40), bit ¢e brzine kuglice
u smjeru tangente udara nakon udara i prije njega jednake:

Vgr =Vgr =V, SiN45°=7,672-0,707 =5,424 m/s.
Brzina kuglice u smjeru normale sudara neposredno nakon sudara je (3.76):
Vgy =K -Vgy, =K -V, c0s45°=0,8-7,672-0,707 = 4,339 m/s

pa je brzina kuglice nakon sudara:
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v, = \/(V‘BN )" +(Vir ) =/4,339° +5,424% = 6,946 ms.

Slika 3.40. Brzine kuglice prije udara i nakon njega

¢) Kut ito ga brzina v zatvara s normalom sudara slijedi iz izraza (3.77):

tan g = tan 45 :i=1,25
k 0,8

B =51,34°,

pa je kut $to ga v, zatvara s horizontalom (sl. 3.35):

a, = B—45°=6,34°.

Zadatak 3.27. Cestica mase m=2 kg udara o vertikalni zid brzinom v =12 m/s (sl. Z.3.27).

Poznato je da nakon udara u zid pravac brzine Cestice v' zatvara s horizontalom kut 6 = 45°.

Slika Z.3.27. Zadatak 3.27.

Zanemarujuci trenje na mjestu udara, odrediti: a) koeficijent restitucije, b) gubitak kineticke
energije pri udaru.

Odgovor: a) k=0577; b) AE, =72 N-m.

Zadatak 3.28. Djevojka izbacuje lopticu brzinom v, = 20 m/s s visine 1,5 m iznad tla. Pravac

brzine v je horizontalan (sl. Z.3.28).
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Slika Z.3.28. Zadatak 3.28.

Ako je koeficijent restitucije izmedu loptice i tla k = 0,8, odrediti visinu h koju ¢e loptica
dosegnuti nakon prvog odskoka.

Odgovor: h=0,96 m.

3.5.4. Sudar dviju Cestica

3.5.4.1. Normalni sudar
Neka se dvije Cestice, masa m, i m, gibaju pravocrtno brzinama v, i V, i neka te brzine padaju
u isti pravac. Pod pretpostavkom da je V; >V, nastupit ¢e sudar. Sa slike 3.41.a vidljivo je da

se normala na mjestu udara poklapa s pravcem brzina v, i V,, pa se zato i kaze da je sudar
normalan.

Nakon sudara brzine &estica bit ée V, i V,, a njihov je smjer na slici 3.41.b pretpostavljen.

Cestice djeluju jedna na drugu impulsima jednakog intenziteta, suprotno usmjerenima duz istog
pravca djelovanja.

a) b)

Slika 3.41. Normalni sudar dviju cestica

Zakon o promjeni koli¢ine gibanja za svaku od Cestica glasi:

My, —myy; =, )
MoV, —myv, =1, (b)

a zbrajanjem tih jednadzba dobije se:
MV, + M,V = MV, + MoV, (c)

tj. zbroj koli¢ina gibanja Cestica prije sudara i nakon njega ostaje nepromijenjen. Koeficijent
restitucije jednak je omjeru relativnih brzina Cestica nakon sudara i prije sudara:

113



k :(ﬁJ Vo (3.78)

Vi =V,

Rjesenjem jednadzba (c) i (3.78) dobiju se brzine v, i v, nakon sudara, a zatim se iz (a) ili (b)
odredi impuls udara.

Ako je neka od brzina dobivena s negativnim predznakom, to samo znaci da joj je smjer
pogresno pretpostavljen.

Gubitak kineticke energije kod ovog sudara bit ce:
AE, =E, —E,, (3.79)
gdje je:
E, =%(mlv12+m2v§); E, =%(mlvf+m2v'22).
Primjer 3.22.

Poznate su brzine estica masa m =3 kg i m, =2 kg neposredno prije sudara, te brzina Cestice

1 neposredno nakon sudara (sl. 3.42). Odrediti brzinu ¢estice 2 nakon sudara i gubitak kineticke
energije pri sudaru. Koliki je u zadanom primjeru koeficijent sudara?

m, e
8 m/s 2 m/s

2 m/s

Slika 3.42. Primjer 3.22.
Rjesenje:
Koli¢ina gibanja sustava Cestica je konstantna, a brzina ¢estice 2 nakon sudara mora biti u desno
MV, — MV, =my, +myV,, ili 3.8-2.2=3.2+2-v,
odakle je brzina Cestice 2 neposredno nakon sudara
V,=(3-8-2-2-3-2)/2=7m/s.
Kineti¢ka energija Cestica prije sudara, odnosno nakon njega je

E, :%mlvf+%m2v22 :%-3-82+%-2-22 =100 kg-m?/s* =100 N-m,

1

E, =%mlvf+1m2v'22 =%‘3-22+E~2.72 =55kg-m?/s* =55 N-m,

2
pa je gubitak kineti¢ke energije pri sudaru (3.51)
AE, =E, —E, =100-55=45N-m.
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Koeficijent restitucije dan je izrazom (3.68)

k = Ve =L2=0,5_
Ve )y 8+2

@

Zadatak 3.29. Kuglica A giba se brzinom v, =10 m/s po horizontalnoj podlozi i udara u

kuglicu B koja je do tog trenutka mirovala. Do kuglice B miruje i kuglica C (sl. Z.3.29). Sve
kuglice imaju jednaku masu, a koeficijent restitucije iznosi k =0,85.

A B €

Va

Slika Z.3.29. Zadatak 3.29.

Zanemarujuci trenje izmedu kuglica i podloge, odrediti brzinu kuglice C nakon sudara.
Odgovor: v¢ =8556 m/s.

Zadatak 3.30. Kugla mase m, =10 kg gibajuci se pravocrtno udara brzinom v, =32 m/s u
sanduk s pijeskom ukupne mase mg =150 kg koji je do tog trenutka mirovao. Sanduk je

ovjeSen za strop S pomoc¢u dva tanka uzeta zanemarive mase (Sl. Z.3.30). Ako kugla probije
sanduk i ostane u pijesku, odrediti do koje ¢e se visine podi¢i sanduk nakon tog sudara.

A VA

—

Slika Z.3.30. Zadatak 3.30.

Odgovor: h=0,204 m.

Zadatak 3.31. Cestica A mase m A =2 kg vezana je uzetom zanemarive mase za oslonac O,
dok cCestica B mase mg =3 kg visi na uzetu O2B zanemarive mase (sl. Z.3.31). U jednom se
trenutku Cestica A pusti, dolaskom u vertikalni polozaj udara u Cesticu B. Ako je koeficijent

restitucije k = 0,7, odrediti najveéi kut @ koji ¢e dose¢i uze na kojem je Eestica B nakon sudara.
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Slika Z.3.31. Zadatak 3.31.
Odgovor: @ =39,75°.
3.5.4.2. Kosi sudar

- Sudar glatkih Cestica
Takav sudar prikazan je na slici 3.43.a. Mase Cestica koje se sudaraju su m, i m,, a njihove
brzine v i V,. Vektori V, i V, ne padaju na pravac normale u tocki sudara, ve¢ s njom zatvaraju

kutove o 1 a,.

b)

Slika 3.43. Kosi sudar dviju glatkih Cestica

Na slici 3.43.b prikazane su &estice 1 i 2 s pretpostavljenim brzinama nakon sudara Vj i V, te

odgovaraju¢im udarnim impulsima. Kada je trenje na mjestu sudara zanemarivo, nema impulsa
u smjeru tangente T. Osnovna jednadzba teorije udara, projicirana na tangentu i normalu, za
svaku od Cestica glasi:

leiN —myvyy =—1y, (@
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MYy — MYy =0, (b)
MyVon =MV = 1y, (c)
MVt —MyVyr =0. (d)
Iz jednadzba (b) i (d) slijedi da se projekcije brzina Cestica na tangentu sudara nec¢e promijeniti.
Zbrajanjem jednadzba (a) i (c) dobije se:
MyVi +MaVoy = MV + MV (e)
Sto znac¢i da nema promjene koli¢ine gibanja sustava pri sudaru.
Koeficijent restitucije, prema definiciji, dan je izrazom (3.68):
K = [V_rJ _VonTVin (f)
r )y VN~ Von
1z jednadzba (e) i (f) odreduju se traZene projekcije brzina v;y i V,,, dok se gubitak kineticke
energije racuna prema jednadzbi (3.69), pri ¢emu je:

22 2. o2 2
Vi =Vin VT s Vo =Von +Vor -

Primjer 3.23.
Disk A radijusa r =20 mm i mase m, =1kg klizi po glatkoj horizontalnoj podlozi brzinom
v, iudarau disk B radijusa R =40 mm i mase m; =3 kg koji je do tog trenutka mirovao (sl.

3.44). Ako se nakon sudara disk A giba brzinom v, =1m/s udesno, paralelno s osi x, odrediti

brzinu diska B nakon sudara i koeficijent restitucije k. Trenje pri sudaru moze se zanemariti.

7

N

\
4

&
A

Slika 3.44. Primjer 3.23.

Rjesenje:
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Na slici 3.45 prikazane su brzine diskova prije sudara i nakon njega.

)%

N

Slika 3.45. Brzine diskova prije sudara i nakon njega

Buduc¢i da su poznati pravci brzina prije sudara i nakon njega, moze se pisati:

Vay =VACOSa, Vur =V,SiNa, Vy, =V SiNa, V., =V, CoSa
Ven =Ve:  Ven =Ver =Ver =0,
gdje je sa slike 3.44

sing=—"— =20 _1 naiekut @=19,47°,
(*R 20440 3

Slijedi da je:
V, =4€0819,47°=3,771m/s, v,; =4sin19,47°=1,333m/s

V, =1sin19,47°=0,333m/s, v, =1cos19,47°=0,943m/s.

Za razmatrani se sudar moze postaviti zakon o promjeni koli¢ine gibanja u smjeru normale

sudara:
(—mAv)AN + va'B)— MV, =0,

odakle je
MgVg =MuVay +MaVay, il 3V =1V, +1vy
Vg :w:lﬁw m/s .

Sada se s pomocu izraza (3.68) izra¢unava koeficijent restitucije:
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=0,451.

V, )  Va+Vy  0,333+1,368
N 3,771

VAN

Zadatak 3.32. Dvije Cestice, A mase m, =1kg i B mase mg =2 kg, imaju neposredno prije

sudara brzine v, =8 m/s i vg =4 m/s (sl. 2.3.32).

Slika Z.3.32. Zadatak 3.32.

Koeficijent restitucije je k =0,5. Zanemarujuci trenje pri sudaru, odrediti komponente brzine
Cestice A u smjeru normale, odnosno tangente sudara neposredno nakon sudara.

Odgovor: v, =2,471m/s; Vi, =4m/s.

Zadatak 3.33. Igra¢ biljara udara u kuglicu A koja potom brzinom v, udara u kuglicu B.
Kuglica B je do tog trenutku mirovala na stolu (sl. Z.3.33). Kuglice su jednakih masa.

30°

Slika Z.3.33. Zadatak 3.33.
Koliki bi trebao biti koeficijent restitucije pa da se kuglica A nakon sudara nastavi gibati duz
osi y?

Odgovor: k =1.
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- Sudar Cestica s trenjem

AKo na mjestu sudara postoji i trenje koje se ne moze zanemariti, do¢i ¢e do pojave impulsa
trenja, a samim tim i do promjene projekcija brzina u smjeru tangente sudara. Ovdje ¢e se

razmotriti samo grani¢ni slucaj, kada je trenje na mjestu sudara dovoljno veliko da ne nastupi
klizanje (sl. 3.46.a1 b).

Ako je trenje na mjestu udara dovoljno veliko da ne nastupi klizanje, bit ¢e projekcije brzina

Cestica na tangentu nakon sudara medusobno jednake:
Vir =Vor, (a)
a promjena koli¢ine gibanja obiju Cestica u pravcu tangente je:
leiT —myv,r =1, (b)
m2V'2T —MV,r =—1,. (©)

Rjesenjem tih triju jednadzba dobiju se veli¢ine V,;, V,; i I,. Sve ostale nepoznate veli¢ine

odreduju se na prethodno opisan nacin.

Slika 3.46. Kosi sudar dviju Cestica s trenjem
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4. KINEMATIKA KRUTOG TIJELA

4.1. OSNOVNI ZADATCI KINEMATIKE KRUTOG TIJELA. STUPNJEVI
SLOBODE GIBANJA KRUTOG TIJELA

Pod krutim tijelom u mehanici se razumijeva tijelo koje ne mijenja svoj geometrijski oblik niti
volumen, tj. udaljenost se izmedu dviju po volji odabranih tocaka tog tijela ne mijenja. Pri
op¢em gibanju krutog tijela sve njegove tocke opisuju razli¢ite putanje i imaju u svakom
trenutku razli¢ite kinematicke znacajke. Postoje medutim i kinematicke znacajke koje su
zajednicke, kako za kruto tijelo, tako i za svaku njegovu tocku.

Polozaj tocke u prostoru jednoznac¢no je odreden s tri pravokutne koordinate X, y i z, tj. S tri
nezavisna podatka. lako se kruto tijelo sastoji od beskonacno mnogo tocaka, lako je dokazati

da je njegov poloZaj u prostoru potpuno odreden sa Sest nezavisnih podataka.

Slika 4.1. Polozaj krutog tijela u prostoru

Uoce li se tri tocke krutog tijela A, B 1 C, koje ne leZe na istom pravcu, njihov polozaj odreden
je s devet podataka (sl. 4.1). Budu¢i da je, prema definiciji, udaljenost medu to¢kama
nepromjenljiva veli¢ina, koordinate odabranih toc¢aka moraju zadovoljiti tri jednakosti (4.1):

2 2 2 —=2
(XB_XA) +(yB_yA) +(ZB_ZA) =AB
2 2 2 =2
(% —Xg) +(Ye—Vs) +(2c—25) =BC (4.1)
2 2 2 —=2
(% =%a) +(Ye —¥a) +(zc—24) =AC.
Odatle slijedi da je samo Sest od devet zadanih podataka nezavisno. Odabere li se jo§ jedna
tocka, npr. D, pojavljuju se i tri nova podatka koja odreduju njen poloZaj, ali koja takoder
moraju zadovoljiti sustav (4.1) kojim se izrazava osnovno svojstvo krutog tijela izre¢eno u

gornjoj definiciji. Prema tome, pri gibanju krutog tijela polozaj svih njegovih to¢aka u odnosu
na tocke A, B i C jednoznacno je odreden, odakle slijedi, uzimajuci u obzir jednakost (4.1), da
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je polozaj krutog tijela u prostoru u proizvoljnom sustavu referencije potpuno odreden sa Sest
nezavisnih parametara.

Broj nezavisnih parametara, s pomocu kojih je jednoznacno odreden polozaj krutog tijela u
prostoru u odnosu na proizvoljno odabrani koordinatni sustav, naziva se broj stupnjeva slobode
krutog tijela.

U kinematici se proucavaju gibanja ne samo slobodnih nego i djelomi¢no vezanih krutih tijela
pa je odredivanje broja stupnjeva slobode gibanja od velikog znacaja pri definiranju gibanja
tijela ili sustava tijela u prostoru.

Dva su osnovna zadatka koja rjesava kinematika krutog tijela:

1. utvrdivanje matematickih metoda za definiranje polozaja krutog tijela pri gibanju u
prostoru, a u donosu na odabrani referentni sustav;
2. odredivanje kinematickih znacajka krutog tijela u cijelosti 1 svake njegove tocke

posebno, a na osnovi poznatih jednadzba gibanja.

4.2. ELEMENTARNA GIBANJA KRUTOG TIJELA

Elementarna gibanja krutog tijela su translatorno i rotacijsko gibanje i iz njih se mogu izvesti

sva ostala gibanja djelomi¢no vezanih krutih tijela.

4.2.1. Translatorno gibanje krutog tijela

Translatornim gibanjem krutog tijela naziva se takvo gibanje pri kojem spojnica dviju po volji
odabranih tocaka tijela ostaje sama sebi paralelna u tijeku cijelog perioda gibanja.

Slika 4.2. Translatorno gibanje krutog tijela

Translacija krutog tijela moze biti pravocrtna ili krivocrtna u zavisnosti od oblika putanje koju
izvodi jedna njegova tocka, a pri translatornom gibanju sve tocke krutog tijela opisuju identi¢ne
putanje.

Veze li se zatijelo, koje se giba translatorno u odnosu na odabrani koordinatni sustav referencije
Oxyz, pokretni koordinatni sustav A&np i na tijelu uoce dvije tocke A i B (sl. 4.2), onda je

polozaj tih to¢aka u odnosu na nepomi¢ni koordinatni sustav odreden radijus vektorima T, i Ig.
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PolozZaj to¢ke B u odnosu na to¢ku A u pokretnom sustavu referencije odreden je vektorom

polozaja p. S obzirom na definiciju translatornog gibanja ocito je da je vektor p konstantnog
intenziteta i pravca, tj. to je konstantan vektor.
Prema slici 4.2 moze se pisati:
=M +p, 4.2

dok je, prema definiciji, vektor brzine to¢ke B odreden prvom derivacijom vektora Iy po
vremenu, pa slijedi:
_dr, d, ., ., drf, dp dr,
V,.=—B =" (FL+p)=-A+ L _"A
° dt dt(A ) dt  dt dt
jer je derivacija vektora p po vremenu jednaka nultom vektoru. Dalje je

Vg =V,. 4.3)

Deriviranjem jednadzbe (4.3) po vremenu dobije se:

W, _ Vg
dt ot
il
8, =4, (4.4)

na osnovi ¢ega se zakljucuje da se pri translatornom gibanju krutog tijela sve to¢ke gibaju na

isti nain, imaju identi¢ne putanje, vektore brzina i vektore ubrzanja.

4.2.2. Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi

Rotacijom krutog tijela oko nepomicne osi naziva se takvo gibanje tijela pri kojem bilo koje
dvije tocke tijela, po volji odabrane na toj osi, ostaju stalno nepomicne (sl. 4.3).

Slika 4.3. Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi
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Pravac koji prolazi tim dvjema tockama naziva se 0S rotacije. Budu¢i da je udaljenost izmedu
tocaka krutog tijela nepromjenljiva, ocito je da ¢e pri rotaciji sve to¢ke koje pripadaju osi
rotacije mirovati, dok ¢e sve ostale tocke opisivati kruzne putanje u ravninama okomitim na os

rotacije, a sa srediStem upravo na toj osi.

To je dakle tipican primjer gibanja djelomi¢no vezanog krutog tijela Cije je pomicanje u

prostoru ograniceno postojanjem dviju nepomicnih toc¢aka (A i B).

Polozaj tijela pri rotaciji oko nepomicne osi odreden je kutom rotacije ¢, koji se mjeri od
nepomicne referentne ravnine 7, koja prolazi kroz os AB tijela. Istovremeno, za os AB vezana
je 1 pokretna ravnina 7,, ¢vrsto vezana za kruto tijelo tako da rotira zajedno s njim. Ta se
ravnina u po¢etnom trenutku (tO = 0) poklapas 7, au trenutku t zatvara s njom kut ¢ koji se

mjeri u radijanima. OCcito je da se i svaka druga ravnina ¢vrsto vezana za Kruto tijelo zakrenula
za kut @ od svog pocetnog polozaja u promatranome vremenskom intervalu. Jednadzba:

p=0p(t) (4.5)
izrazava prema tome zakon rotacije krutog tijela oko nepomicne osi. S obzirom na prirodu

gibanja mora ova funkcija biti neprekinuta i najmanje dvaput derivabilna.

Polozaj krutog tijela pri rotaciji oko nepomic¢ne osi odreden je dakle samo jednim nezavisnim
parametrom, kutom ¢, Sto znaéi da tijelo u tom slu¢aju ima samo jedan stupanj slobode

gibanja.
4.2.2.1.  Kutna brzina i kutno ubrzanje
Proucavanje gibanja krutog tijela kao cjeline provodi se na osnovi analize promjene kuta
rotacije ¢ .
Srednjom kutnom brzinom @, tijela naziva se omjer izmedu prirasta kuta rotacije A@p =@, —¢,
i vremenskog intervala At =t, —t;:
Ap
a,. = E . (46)
Kutnom brzinom @ tijela naziva se velicina kojoj tezi srednja kutna brzina kada vremenski

interval At tezi nuli;

Ao _do_, (4.7)

o= lim
At—0 At dt

t]. kutna brzina tijela koje rotira oko nepomicne osi jednaka je po intenzitetu prvoj derivaciji
kuta rotacije po vremenu.

Kutna brzina mjeri se u radijanima po sekundi ili kraée 1/s, tj. . Promjenu kutne brzine
tijekom vremena karakterizira fizikalna veli¢ina koja se naziva kutno ubrzanje tijela.
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Srednjim kutnim ubrzanjem &, tijela naziva se omjer izmedu prirasta kutne brzine
Aw =, —w, i vremenskog intervala At=t, -t :

_do

Eg = A (4.8)

Kutnim ubrzanjem & tijela naziva se velicina kojoj tezi srednje kutno ubrzanje kada vremenski
interval At tezi nuli:

2
g =lim20_de 09

WA e Y (49)

tj. kutno ubrzanje tijela koje rotira oko nepomicne osi jednako je po intenzitetu prvoj derivaciji
kutne brzine, odnosno drugoj derivaciji kuta rotacije po vremenu.

Kutno ubrzanje mjeri se u radijanima po sekundi na kvadrat ili kraée 1/s? (odnosno s?).

Kutna brzina i kutno ubrzanje tijela koje rotira oko nepomicne osi jesu vektorske veli¢ine.

Pravac vektora kutne brzine @ poklapa se s osi rotacije, a usmjeren je tako da promatrac s
njegova vrha vidi zakretanje krutog tijela u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu
(pravilo desne ruke), dok mu je intenzitet odreden izrazom (4.7).

Pravac vektora kutnog ubrzanja poklapa se s pravcem kutne brzine, dok mu smjer zavisi od
predznaka intenziteta (izraz 4.9) i bit ¢e jednak smjeru vektora kutne brzine ako je ¢ >0.

Jednolikom rotacijom naziva se takva rotacija krutog tijela oko nepomiéne osi pri kojoj je
intenzitet kutnog ubrzanja jednak nuli, tj. £ =0. Tada je:

® = @), = Const.
=@, =ot. (4.10)
Ako je za t=t, kut ¢, =0, bit ¢e: p=wt, odakle je
=

2,
t

Kut rotacije (u jedinici vremena) moze se izraziti i u funkciji brzine vrtnje n krutog tijela (raniji
naziv bio je broj okretaja), pa ¢e za tijelo, koje se okrene oko osi n puta u minuti, biti:

rad
Prin = 27N o
min
pa je kutna brzina tijela:
o= _N o (4.11)
60 30

Jednoliko promjenljivom rotacijom naziva se rotacija krutog tijela oko nepomiéne osi pri kojoj
je
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g=const.=0
pa je:

W=, +&t
1 .
(p=(/)0+a)t+§8t . (4.12)

Rotacija kod koje je &£ >0 naziva se jednoliko ubrzana, a kod koje je ¢ <0 jednoliko usporena.
Ako je e=¢g(t)=const., kaze se da je rotacija tijela oko nepomi¢ne osi nejednoliko
promjenljiva.

4.2.2.2.  Brzina i ubrzanje tocaka tijela pri rotaciji oko nepomicne osi

U prethodnom dijelu odredene su znacajke rotacije tijela kao cjeline, dok ¢e se u ovom dijelu
promatrati kinemati¢ke znacajke pojedinih tocaka tijela.

r
M 0?'“"7““@"“": ¥

&

Uo¢i li se neka tocka M na udaljenosti r od osi rotacije (sl. 4.4), oCito je da ta udaljenost
predstavlja ujedno i radijus kruzne putanje po kojoj ¢e se toc¢ka gibati. Zakon gibanja tocke M
po putanji glasi:

s=ro(t) (4.13)
pa je intenzitet brzine tocke:
ds de .
V=—=r—=rp=ro, 4.14
ot dt (4149

t]. intenzitet brzine tocke M krutog tijela, koje rotira oko nepomicne osi, jednak je umnosku iz

udaljenosti r te tocke od osi rotacije i kutne brzine wtijela.

Kutna brzina w jest kinemati¢ka znacajka tijela kao cjeline, pa su brzine pojedinih to¢aka tijela
pri njegovoj rotaciji oko nepomicne osi proporcionalne udaljenosti tih to¢aka od osi rotacije (sl.
4.5). Budu¢i da su putanje tocaka tijela koje rotira kruzne, ubrzanje po volji odabrane tocke M
izrazava se preko prirodnih komponenata ubrzanja (sl. 4.6).

Intenzitet tangencijalne komponente ubrzanja dan je izrazom:

dv dw .
a. =—=r—=re=rp, 4.15
T gt at s=ro ( )
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dok je normalno ubrzanje:

= = =re’. (4.16)

0s
rotacije
Slika 4.5. Brzine tocaka krutog tijela pri rotaciji oko nepomicne osi

Tangencijalno ubrzanje uvijek je usmjereno duz tangente na putanju, dok je normalno
usmjereno duz radijusa I’ putanje ka osi rotacije (sl. 4.6).

Ukupno ubrzanje bit ce:

az\/ai +a2 =\r’g? +r’e*
ili

a=rJe’+a’ . (4.17)

0s

Slika 4.6. Prirodne komponente ubrzanja tocke

Kut $to ga vektor ubrzanja zatvara s radijusom I' odreden je izrazom:

tana =l 17 (4.18)
a, o '

I mjeri se od radijusa I' u suprotnom smjeru od smjera & .

S obziromnato dasu & i @ zajednicke znacajke svih tocaka rotirajuceg tijela, to iz (4.17) i
(4.18) proizlazi da ¢e ukupna ubrzanja svih toCaka tijela biti proporcionalna njihovim
udaljenostima od osi rotacije te da ¢e graditi isti kut & s radijusima rotacije kruznih putanja
koje te tocke opisuju (sl. 4.7).
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rotacije

4.2.2.3. Vektorski izrazi za brzinu i ubrzanje tocaka pri rotaciji tijela oko nepomicne
osi

Neka kruto tijelo prikazano na slici 4.8 rotira kutnom brzinom @ i kutnim ubrzanjem & . Tada
su vektori @ i & usmjereni od tocke 0 ka to¢ki B.

B 1[I

B A

Slika 4.8. Vektor kutne brzine i vektor kutnog ubrzanja

Radijus vektor ', s po¢etkom u nepomi¢noj tocki 0, koji odreduje polozaj promatrane tocke
M u prostoru, pomnoZen vektorski slijeva s vektorom kutne brzine @, daje vektorski izraz za
brzinu to¢ke M (Eulerova formula):

V=wmxT. (4.19)
Deriviranjem tog izraza po vremenu dobije se:
d=&xF+ax(axr). (4.20)
U izrazu (4.20) prvi ¢lan na desnoj strani € xT jest tangencijalna, a drugi @ x (@x F) normalna

komponenta vektora ubrzanja.

Lako je pokazati da su intenziteti brzine i ubrzanja koji se dobiju prema izrazima (4.19) i (4.20)
identi¢ni onima dobivenima s pomocu izraza (4.14), (4.15) i (4.16).
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Primjer 4.1.

Zamasnjak, koji je imao brzinu vrtnje n=180 min™, rotira jednoliko usporeno po iskljudivanju
motora i zaustavi se nakon t, =60s. Odrediti broj okretaja koje je za to vrijeme napravio
zamasnjak.

Rjesenje:

Budu¢i da zamasnjak rotira jednoliko usporeno, bit ¢e (uzimajuci da je ¢, =0):
1 .
=t +—¢t
® =y 5

w=wo,+&t.
Pocetna kutna brzina iznosi:

zn  7-180 rad
Oy =——= =6r —
30 30 S

dok je u trenutku t, =60s kutna brzina @ jednaka nuli, tj.:
0=6r+et, =67+60¢,

pa je:
7 rad

10 s* °

Ukupni kut koji ¢e opisati jedan radijus zamasnjaka za perioda zaustavljanja jest:
1
o =(t) = et + &t =67-60— - 1-60° 1807 rad.

Dijeljenjem ukupnog kuta ¢, s 27 dobit ¢e se ukupni broj okretaja koji ¢e naciniti zamasnjak
pri zaustavljanju:
N=2 -90.
2
Primjer 4.2.

Teret B visi na kraju nerastezljiva uZeta koje je namotano na bubanj radijusa R. Bubanj je
povezan s remenicom radijusa I' s kojom rotira oko nepomicne osi kroz A. Remenicu pogoni

remen kojemu tocka C ima u podetnom trenutku brzinu 2 M/S$ i ubrzanje 0,5m/s’ (sl. 4.9).

Brzina to¢ke C remena usmjerena je udesno, tako da se teret B podize, a vektor ubrzanja tocke
C usmijeren je u istom smjeru kao i njena brzina.

Odrediti brzinu i ubrzanje tocke D na remenici te brzinu i ubrzanje tereta B u poc¢etnom trenutku
ako je zadano: R=0,5m; r=0,3m,
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Slika 4.9. Primjer 4.2.

Rjesenje:

Brzina to¢ke D na remenici mora biti jednaka brzini tocke C na remenu jer bi u suprotnom

nastupilo klizanje na mjestu dodira remena i remenice (sl. 4.10):
Vp =V., odakle nakon deriviranja slijedi al =a.,

dok je

- |

ap =

U pocetnom trenutku bit Ce:

2 2
Vp=V.=2m/s, al=a.=05m/s> a) :V—Dz%:li%,?,?,m/s2
r k)

a, =J(ag)2 +(ay) =/0,5?+13,33 =13,34 mis?

Kutna brzina i kutno ubrzanje koloture, odnosno bubnja je

(@)
(&)

vV, 2 al o, )
w=-2=—=6,671s, ¢=—= =1,671/s",
r 0,3 r

o
w

pa su brzina i ubrzanje tereta (koji moraju biti jednaki brzini, odnosno tangencijalnom ubrzanju

toc¢ke na obodu bubnja — sl. 4.10):
Vs =R®w=0,5-6,67=333m/s, a,=Re=0,5-1,67=0,83m/s*,
a) b)

VL"T » R , (IBT R
°B °B

Slika 4.10. Primjer 4.2. a) brzine tocaka, b) ubrzanja tocaka.



Zadatak 4.1. Rotacija zamasnjaka oko osi definirana je izrazom:
¢:%t3 ~-3-t? +5-1,

gdje je kut rotacije ¢ dan u radijanima, a vrijeme t u sekundama. Odrediti kut rotacije, kutnu

brzinu i kutno ubrzanje u trenutku t; =35.
Odgovor: @, =-3rad; w, =-41/s, & =01/s* .

Zadatak 4.2. Elektromotor postize maksimalnu brzinu vrtnje od 3600 okretaja po minuti 6
sekunda nakon pokretanja. Nakon isklju¢ivanja strujne sklopke motoru je trebalo 80 sekunda
da se zaustavi. Uzimajuci da je i u fazi pokretanja i u fazi zaustavljanja ubrzavanje odnosno
usporavanje bilo jednoliko, odrediti koliki je broj okretaja napravio elektromotor u pojedinoj
fazi.

Odgovor: N, =180 okretaja; N, =2400 okretaja.

Zadatak 4.3. Zemlja napravi jedan puni okret oko Sunca za 365,24 dana. Pretpostavljajuci da
se Zemlja oko Sunca giba po kruznoj putanji radijusa R =1,415-10* m, odrediti brzinu i
ubrzanje Zemlje.

Koliki je omjer kutnih brzina rotacije Zemlje oko Sunca i rotacije Zemlje oko vlastite 0si?

Odgovor: V, = 2817,7 m/s; a, =0,00561m/s’ ; o, /@, =0,00274,

Zadatak 4.4. Teret A se spustao brzinom od V4 =5 m/ S kad se ukljucila automatska koc¢nica
na bubnju (sl. Z.4.4).

Slika Z.4.4. Zadatak 4.4.

Ako se od trenutka uklju¢ivanja koc¢nice do zaustavljanja teret spustio za 10 metara, 1 uz
pretpostavku jednolikog usporavanja, odrediti vrijeme zaustavljanja i kutno ubrzanje bubnja.

Odgovor: t, =4s; g, =-3125s7.
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4.3. RAVNINSKO GIBAN]JE KRUTOG TIJELA

4.3.1. JednadZbe ravninskog gibanja krutog tijela

Gibanje krutog tijela pri kojem se sve njegove tocke pomicu paralelno prema nekoj nepomicnoj
ravnini 7, odnosno kad su brzine svih tocaka tijela paralelne nepomicnoj ravnini 7 , naziva
se ravninsko (planarno) gibanje krutog tijela.

Ravninsko gibanje vrse mnogi dijelovi mehanizama (npr. kola, koloturnici, stap i stapajica,
dijelovi kulisnog mehanizma kod glodalica itd.). Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi
poseban je slucaj ravninskog gibanja.

Pri ravninskom gibanju sve tocke tijela koje leze na pravcu TT1 T2, okomitom na ravninu 7z (sl.
4.11.a), gibaju se na isti nacin. Stoga je za proucavanje gibanja krutog tijela kao cjeline dovoljno
prouciti gibanje presjeka 7 tijela s ravninom Oxy paralelnom s nepomi¢nom ravninom 7z . U
daljnjem radu podudarat ¢e se ravnina OXy s ravninom crtanja pa ¢e se umjesto cijelog tijela
crtati samo njegov presjek 7 (sl. 4.11.b).

a) 4 b)

o
=
\ 4

Slika 4.11. Ravninsko gibanje krutog tijela: a) definicija, b) jedan presjek tijela .

Polozaj presjeka 7 u ravnini Oxy potpuno je odreden poznavanjem poloZaja dviju njegovih
tocaka (npr. to¢ke A i B) u odnosu na nepomiéni pravokutni koordinatni sustav. To znaci da je

potrebno poznavati Getiri koordinate (X, , Xz, Yo | Yg). S obzirom na to da je udaljenost |

izmedu toCaka A 1 B konstantna, $to slijedi iz osnovnog svojstva krutog tijela, bit Ce:
2 2 2
(XA_XB) +(yA_yB) =1°.

To nadalje znaci da su od Cetiriju navedenih koordinata samo tri neovisne, a ¢etvrta se moze
odrediti iz gornjeg izraza.
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Prema tome, gibanje tijela u ravnini odredeno je s tri neovisna parametra, tj. tijelo pri planarnom
gibanju ima tri stupnja slobode gibanja i to: dvije translacije duz osi X i y te jednu rotaciju
oko osi okomite na presjek 7 tijela.

Polozaj presjeka 7 odreduje se, umjesto s tri neovisne pravokutne koordinate, polozajem
proizvoljno odabrane tocke A (X, , Y4 ), koja se naziva pol, i kutom ¢ koji zatvara spojnica
ABsosi X (sl. 4.12).

AV

‘X

Slika 4.12. Uz jednadzbe ravninskog gibanja krutog tijela

Na taj nacin tri jednadzbe:

Xa = Xa (1)
Ya=Ya (t) (4.21)
p=0(t)

potpuno odreduju polozaj presjeka 7 U ravnini i nazivaju se parametarskim jednadzbama
ravninskog gibanja krutog tijela.

Prve dvije jednadzbe odreduju translatorna gibanja presjeka 7 s kinematickim znacajkama
tocke odabrane za pol, dok tre¢a prikazuje rotaciju presjeka oko osi okomite na 7, a koja
prolazi kroz taj odabrani pol.

Jednadzbe gibanja tocke M ravne figure 7, odredene vektorom polozaja p u pokretnom

sustavu Acn, bit ce:
Xy = Xa + AM oS (a + @)

Yu = Ya +AMsin(a +¢). (4.22)
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4.3.2. Rastavljanje ravninskog gibanja krutog tijela na translatorno i rotacijsko
gibanje

Ravninsko gibanje krutog tijela moze se uvijek prikazati S pomocu dva osnovna gibanja: jedne
translacije i jedne rotacije oko osi koja prolazi kroz proizvoljno odabranu toc¢ku (pol) u ravnini
presjeka 7 . Uoce li se dva uzastopna polozaja presjeka 7 (I i II), odredena vremenima T, i
t, =t +At (sl. 4.13), vidljivo je da se promatrani presjek moze dovesti iz polozaja I u polozaj
I1, bilo da se pomakne translatorno u pol A, a zatim zakrene oko pola za kut A¢g, bilo da se
translatorno pomakne u pol B, a onda zakrene za isti kut A¢g i u istom smjeru.

Slika 4.13. Rastavljanje ravninskog gibanja na translatorno i rotacijsko gibanje

ZakljuCuje se da je ravninsko gibanje krutog tijela potpuno odredeno gibanjem pola A i
rotacijom presjeka 7 oko tog pola, pa su kinemati¢ke znacajke ravninskog gibanja krutog
tijela: brzina i ubrzanje pola A te kutna brzina i kutno ubrzanje tijela.

Promjenom pola mijenjaju se kinemati¢ke znacajke translatornog gibanja, dok znacajke
rotacijskog gibanja ostaju nepromijenjene, tj. one ne ovise o0 odabiru pola.

4.3.3. Brzine tocaka tijela pri ravninskom gibanju

Polozaj po volji odabrane tocke M, koja lezi u presjeku t, potpuno je odreden, u koordinatnom
sustavu Oxy, vektorskom jednadzbom (sl. 4.14):

=M+p. (4.23)
Deriviranjem te jednadZzbe po vremenu dobije se:

dr, _dr, , dp

dt dt dt

U dobivenoj jednadzbi ¢lan na lijevoj strani predstavlja brzinu tocke M; prvi ¢lan na desnoj
strani brzinu pola A, dok je drugi ¢lan na desnoj strani brzina koju bi imala tocka M pri rotaciji

oko pola A, kada bi taj pol bio nepomican, i oznacava se s Vy, .
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O >
Slika 4.14. Vektor polozaja tocke M pri ravninskom gibanju
Konacno je:
Vy =V, +Vya (4.24)
pri ¢emu je

Slika 4.15. Vektor brzine tocke M pri ravninskom gibanju

Prema tome, brzina po volji odabrane tocke M presjeka jednaka je vektorskom (geometrijskom)
zbroju brzine tocke A, Koja je uzeta za pol, i brzine rotacije tocke M oko pola A pri rotaciji

presjeka 7 oko tog pola (sl. 4.15).
Primjer 4.3.

Kruzni disk radijusa R =0,5 m kotrlja se bez klizanja po horizontalnoj podlozi. Brzina sredista

diska mijenja se prema zakonu: v, =0,5t> m-s™.

Odrediti brzine to¢aka A i B na obodu diska u trenutku t, =25, kad se te tocke nalaze u

polozaju kako je to prikazano na slici 4.16.
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30°

\C/J

Slika 4.16. Primjer 4.3.
Rjesenje:
U trenutku t, =2 brzina sredista diska iznosi: v, = 0,5-22 =2 m-s™. Trazene brzine to¢aka
A i B odredit ¢e se zbrajanjem translacije s polom u tocki S diska i rotacije oko S.

Koristit ¢e se izraz (4.22), prema kojem je:

— — — . —

Vo=V +V,g, Vg =Vg+Vgg; Vp=Vg+Vg,

pri ¢emu su intenziteti vektora V,g, Vgs i Vg jednaki jer se tocke A, B i D nalaze na jednakoj

udaljenosti R od tocke S.

translacija + rotacija = ravninsko gibanje

Ai v

Vbs : Vs
vp=0!

)
V DS

Slika 4.17. Odredivanje brzina superpozicijom translatornog i rotacijskog gibanja

Na slici 4.17 prikazana je superpozicija translacije brzinom vs i rotacije oko pola S. Toc¢ka D
razmatra se zbog toga Sto iz uvjeta kotrljanja bez klizanja slijedi da je njena brzina jednaka nuli,
te je:

Vg—Vps =0ili v

_ _ _ _ -1
ps = Vs =Vas _VBS_Zm'S '

Sada je:

Vo =Vg +Vye =4m-s;

Vg =V + Vg +2VgVgg COSB0° =27 +22+2.2-2.0,5=3,464m-s ™.
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Ocito je da nije bilo potrebe za izraCunavanjem kutne brzine diska, koja je jednaka:

a):vlszi=4371
R 05

Primjer 4.4.

Pravokutna plo¢a ABCD giba se u horizontalnoj ravnini. Poznata je brzina to¢ke B ploce,
Vg =4 M/s te pravac brzine tocke A (sl. 4.18).

Odrediti brzinu to¢ke A i kutnu brzinu ploce ako je AB=1m,a AD=0,5m.

A pravac v, B
Slika 4.18. Primjer 4.4,

Rjesenje:
Brzina tocke A je prema (4.24):

—

Vy=Vg+Vyg
pri éemu je V,, 1 AB i v,, = AB- w. Ta se vektorska jednadzba moze prikazati graficki kako

je to prikazano na slici 4.19, na kojoj je smjer vektora V,; pretpostavljen.

y C _x
vap  Pravac v, 0
-
)
o
A Vg B

Slika 4.19. Primjer 4.4: slaganje vektora brzina.

Sa slike 4.19 slijedi:
Vy =V =Vg - 00Sa+V,5 - SiNe
Vay =—Vg -SiNa +V,g -COsax =0.

Budu¢i da je

tana =

%8|
l\)lllH

to je a=26,57°, pa je
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sing \Y;
Vpg =Vg —— =V, -tana=-2=2m/s,
cosa 2
\Y; 2 _
w==8="=2g71
AB 1

te konacno
V, =Vg -C0SQ +V,5 -Sina =4-00526,57°+2-5in 26,57° = 4,472 m/s |

Zadatak 4.5. Stap AB duljine | =1M krajem A kliZe po horizontalnoj podlozi, a krajem B po
kosini.
B
l
s Ao L) 450

Slika Z.4.5. Zadatak 4.5.
Odrediti brzinu toc¢ke B i kutnu brzinu $tapa u polozaju prikazanom na slici Z.4.5 u kojemu je
brzina togke A V, =2m/s.

Odgovor: Vg =1793m/s; m,, =1464s™.

Zadatak 4.6. Kliza¢ A giba se po horizontalnoj vodilici brzinom V, =3 m/s. Poluga AB duljine
I=1m, koja je zglobno vezana za klizag, rotira u vertikalnoj ravnini konstantnom kutnom

brzinom w=4s".

Slika Z.4.6. Zadatak 4.6.

Odrediti brzinu tocke B poluge u polozaju prikazanom na slici Z.4.6.

Odgovor: Vg =2,053 m/s.

Zadatak 4.7. Disk polumjera 0,3 m rotira konstantnom kutnom brzinom @ =4s" oko osi kroz

oslonac O. U toc¢ki A diska zglobno je vezan stap AB duljine |=0,7m, koji je drugim krajem
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zglobno vezan za kliza¢ B. Odrediti brzinu kliza¢a B i kutnu brzinu $tapa u poloZaju prikazanom
naslici Z.4.7.

A
Y

Slika Z.4.7. Zadatak 4.7.
Odgovor: Vg =1,225m/s: w,, = 2,449s™.

Zadatak 4.8. Kliza¢ A giba se po horizontalnoj vodilici, a kliza¢ B po vertikalnoj. Kliza¢i su

medusobno povezani Stapom AB duljine l=1m.u polozaju prikazanom na slici Z.4.8. brzina

klizaca A je V, =3 m/ §. Odrediti brzinu klizaca B i kutnu brzinu Stapa AB.

Slika Z.4.8. Zadatak 4.8.

Odgovor: Vg =5196 M/s; @w,, =65s™.

4.3.4. Ubrzanja tocaka tijela pri ravninskom gibanju
Ubrzanje tocke M (slika 4.14) prva je derivacija vektora brzine po vremenu, pa se deriviranjem
izraza (4.24) dobije:
av av,
a,=—"=3, +—
Moodt Y dt

pri ¢emu drugi ¢lan na desnoj strani predstavlja ubrzanje tocke M zbog rotacije presjeka oko
tocke A 1 obi¢no se prikazuje s pomocu prirodnih komponenata ubrzanja:

dy =8, + #|\I>|IA +a|\T/|A (4.25)
gdje je:
a,, =AM®” - normalna komponenta ubrzanja to¢ke M zbog rotacije oko A i

usmjerena je duz spojnice AM od M do A;
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T =AMsg - tangencijalna komponenta ubrzanja tocke M zbog rotacije oko A,

okomita je na spojnicu AM i usmjerena u smjeru kutnog ubrzanja &
presjeka.

ZakljuCuje se sljedece: Ubrzanje po volji odabrane tocke M presjeka tijela jednako je
vektorskom (geometrijskom) zbroju ubrzanja tocke A, koja je uzeta za pol, i ubrzanja tocke M
oko pola A pri rotaciji presjeka z oko tog pola (sl. 4.20).

=

a,

Slika 4.20. Vektor ubrzanja tocke M pri ravninskom gibanju
Primjer 4.5.
Kruzni disk radijusa R=0,5M kotrlja se bez klizanja po horizontalnoj podlozi. Kutna brzina

diska mijenja se prema zakonu: @=t*s™,

Slika 4.21. Primjer 4.5.

Odredite ubrzanja to¢aka A i B na obodu diska u trenutku t, =25, kad se te to¢ke nalaze u
polozaju kako je to prikazano na slici 4.21.
Rjesenje:
Kutno ubrzanje diska je
do
E=—=
dt
pa ¢e utrenutku t, =2 biti:

2-t,

w =4s", g =457,
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Budu¢i da se disk kotrlja bez klizanja, brzina tocke C (to¢ke diska u dodiru s podlogom) jednaka
je nuli, a brzina sredista diska S, koje vr$i pravocrtno gibanje, jest:

Vg =V¢ + Vg =Vge
Vi =R-©=0,5-1?,

pa je ukupno ubrzanje te tocke jednako njezinu tangencijalnom ubrzanju:

dvg
=—3 =t
S odt

i utrenutku t, =2 iznosi:
a;=2m-s>.

Slicno kao kod odredivanja brzina u primjeru 4.3, i ubrzanja toCaka A i B odredit ¢e se
zbrajanjem translacije s polom u tocki S diska i rotacije oko S (sl. 4.22):

= = = = , =N |, =T
8, =8g t8ps =8g +axs +axs
= = = = , =N | =T
dg =ag +dgg =ag +aAgg +aAgg-

translacija + rotacija = ravninsko gibanje

A ag A a)l Aias a

Slika 4.22. Odredivanje ubrzanja superpozicijom translatornog i rotacijskog gibanja

Tocke A 1 B nalaze se na jednakoj udaljenosti R od srediSta S, pa ¢e i ubrzanja tih to¢aka zbog
rotacije tijela oko S biti jednaka po intenzitetu. Normalne komponente su:

ays =ay; =Rw’ =0,5-4°=8m-s?,
1 usmjerene su radijalno od A, odnosno B, ka tocki S. Za odredivanje tangencijalnih
komponenata potrebno je poznavati kutno ubrzanje ¢ diska.
Trazene tangencijalne komponente iznose:

s =ag,=R-£=0,5-4=2m-s?.

Ubrzanje to¢aka A i B sada je (sl. 4.23):

a, z\/(as+a,18)2 +(al) =\(2+2) +8 =8,944m s
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8, =4[a3, +aj, =+/3,928° +5,732° =6,949 m-s?,

gdje je:
a,, = a, +ag cos60° —aj, cos30° =2+2-0,5-8-0,866 =—3,928 m-s™>
8, =855 SiN60° —agssin30° =—2-0,866-8-0,5=-5,732m-s .
ubrzanje tocke A: ubrzanje tocke B:
A a; ay
N
a,
a/\ AS
Slika 4.23. Ukupna ubrzanja tocaka Ai B
Primjer 4.6.
Stap AB duljine |=08M ima na svojim krajevima kotaCi¢e zanemarivih dimenzija. U

polozaju na slici poznati su brzina i ubrzanje tocke B: Vg =4 m/ Siag=4 m/sz.

9 B v

Slika 4.24. Primjer 4.6.

Odrediti ubrzanje tocke A u prikazanom polozaju.

Rjesenje:

Ako se za pol odabere tocka B (tocka s ¢ijim se kinemati¢kim karakteristikama Stap translatira),
ubrzanje tocke A dano je izrazom (4.25)

8p =8g +dpg =8g +8ag +8ag-
Ubrzanje tocke B je zadano, dok se pravac ubrzanja tocke A poklapa s pravcem kosine duz koje
se tocka A giba.

Pravac ubrzanja ay; poklapa se sa spojnicom AB, smjer mu je od A prema B, a iznos

ang =AB-0” =1-w?.
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Pravac ubrzanja a,, okomit je na spojnicu AB, smjer mu nije poznat, a iznos mu je
ag =AB-g=1-¢.
Kutna brzina Stapa jednaka je @ =Vug / |, a odreduje se slaganjem vektora brzina (4.24)

VA :VB +VAB'

U gornjoj je jednadzbi poznat vektor brzine tocke B te pravci brzina Vp 1 Vg (Slika 4.25).

45° v
A ﬁ g L - pravac v, A B

Slika 4.25. Brzina tocke A: a) plan polozaja, b) slaganje brzina.
Sa slike 4.25. slijedi:

a) b)
B v
O—> 5 X
in 60°; ¥ A B i pravac v,
) \75‘:/ \\_\ 60°
AN Vv

Vp =Vay =Vg - 00S60°+V,g - COS 75°
Vpy =—Vp -SIN60° +V,g -SiN75° = 0.

Iz druge od jednadzba dobije se
sin60°

Vap-=Vg -— =3,586 m/s,
AB B sin75° /
pa je
p=Yae 3986, he3q1,
,8
odnosno

aps =1-®® =0,8-4,483% =16,08 m/s? .

a) b)
4%_@1; pravaca, X
i [¢]
4 B\ s
\ a P
\.75°/4 AB /N
3()° 45° Aap

aB‘W‘ pravac a, g e

Slika 4.26. Ubrzanje tocke A: a) plan polozZaja, b) slaganje ubrzanja.
Slijedi slaganje vektora ubrzanja (sl. 4.26):

a, =a,, =—ag -SiN30°+ayg - C0s15°+ aLg - C0s 75°
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0=a,, =ag -€0s30°—apg -Sin15°+aLg -sin 75°.

Iz druge od tih jednadzba je
apg -SIN75° = —ag - 0 30° + ang - SiN15° = —4 - cos 30° 416,08 - sin15° = 0,697
arg = 0,697/sin 75° = 0,721 m/s?

pa iz prve slijedi

a, =a,, =—ag -SiN30°+ang -C0s15° +a g - C0S 75° =
=—4-sin30°+16,08-cos15°+0,721-sin15° =13,72 m/s2 :

Zadatak 4.9. Kruzni disk radijusa R=0,4M giba se u horizontalnoj ravnini. U poloZaju
prikazanom na slici poznato je ubrzanje tocke A a, =3 m/ s? , pravac ubrzanja tocke B i kutna

brzina diska @ =2s".

pravac ay

B -

a, A
Slika Z.4.9. Zadatak 4.9.

Odrediti ubrzanje tocke B diska i njegovo kutno ubrzanje.
Odgovor: a; =0,2m/s”; §=35s?.
Zadatak 4.10. U polozaju prikazanom na slici poznato je ubrzanje tocke A a, =3 m/ s? kutna

brzina @ =2 s i kutno ubrzanje & =357 trokutaste ploce (sl. Z.4.10).
C

Slika Z.4.10. Zadatak 4.10.

Odrediti ubrzanja to¢aka B i C ploce.
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Odgovor: a, =1398m/s’, a. =3162 m/s”,

4.3.5. Teorem o projekcijama vektora brzina toc¢aka ravne figure

Teorem o projekcijama vektora brzine dviju tocaka ravne figure glasi: projekcije brzina dviju

tocaka ravne figure na pravac koji prolazi tim dvjema tockama medusobno su jednake.

Ovaj teorem dade se lako dokazati s pomocu ranije dobivene jednadzbe:

—

Vi =Va +Vya -

Uzimajuéi u obzir da je V,,, 1AM, projekcijom gornje jednadzbe na pravac AM (sl. 4.27)
slijedi:

V), COs S =V, COScr ,
¢ime je teorem dokazan.

Jednakost projekcija brzina dviju to¢aka ravne figure slijedi i iz osnovnog svojstva krutog tijela
— nepromjenljivosti udaljenosti izmedu dviju njegovih tocaka. Tako, kada bi projekcije
promatranih brzina na pravac AM bile razliéite, to bi znacilo da se ili tocka A priblizava to¢ki
M ili pak da se tocka M udaljava od toc¢ke A, $to prema definiciji krutog tijela nije moguce.

Slika 4.27. Projekcija vektora brzina dviju tocaka ravne figure

Iz gornjeg teorema slijedi poznata iako malo upotrebljavana metoda koja sluzi za odredivanje
brzina tocaka ravne figure — metoda projiciranih brzina.

pravac v,

Slika 4.28. Metoda projiciranih brzina

Naime, ako je poznata brzina tocke A po intenzitetu, pravcu i smjeru te pravac brzine tocke M,

moguce je s pomocu teorema o projekcijama brzina odrediti intenzitet i smjer brzine tocke M
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na nacin da se projekcija brzine tocke A na pravac AM prenese u tocku M, a zatim iz vrha

projekcije podigne okomica do pravca brzine V,, (sl. 4.28).

4.3.6. Trenutni pol brzina

Trenutnim polom brzina Py naziva se tocka u ravnini presjeka tijela cija je brzina u
promatranom trenutku jednaka nuli.

Ta tocka moze lezati na samom presjeku ili pak izvan njega, no smatrat ¢e se da je uvijek vezana
uz tijelo. S obzirom na izrecenu definiciju i izraz (4.22) bit ¢e prema slici 4.29:

—

Vo, =Va +Vpa = 0
ili

— —

pa = Va-

<

Budu¢i da je V, , L AP, , o&ito je da se trenutni pol brzina mora nalaziti na praveu koji prolazi

tockom A i okomit je na brzinu V, .
Intenzitet brzine V,,, dan je izrazom:
Voun = AP, - @,

i jednak je intenzitetu brzine V, pa je udaljenost pola od tocke A:

AP, = e _Ya (4.26)

w ()

Slika 4.29. Trenutni pol brzina

4.3.6.1. Odredivanje brzina toc¢aka s pomocu trenutnog pola brzina

Usvoji li se trenutni pol brzina Py za pol presjeka tijela, tada ¢e u odabranom trenutku vremena
brzina to¢ke A presjeka biti:
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—

odakle, s obzirom na to da je V,, =0, slijedi:

|

Va =V, s
tj. brzina po volji odabrane tocke tijela u proizvoljnom trenutku vremena jednaka je brzini
rotacije koju ta tocka ima pri rotaciji presjeka oko trenutnog pola brzina:

VA:EV'(O
VB =@v'a)
VT—ﬁv  ,

tj. intenzitet brzine bilo koje tocke presjeka t jednak je produktu izmedu kutne brzine tijela i
udaljenosti promatrane tocke od trenutnog pola brzina. Navedena udaljenost naziva se jo$ i
trenutni radijus rotacije.

Iz gornjih izraza slijedi:

Va Ve o 2V, (4.27)
AP, BP, TPy

tj. intenziteti brzina tocaka presjeka proporcionalni su njihovim udaljenostima od trenutnog

pola brzina (sl. 4.30).

Slika 4.30. Odredivanje brzina tocaka s pomocu trenutnog pola brzina
4.3.6.2. Posebni slucajevi odredivanja trenutnog pola brzine

AKO su poznati pravci brzina dviju tocaka presjeka, koji nisu medusobno paralelni, tada se pol
brzina nalazi u presjecistu okomica podignutih na pravce brzina kroz te tocke (sl. 4.31.a).

Ako je poznat vektor brzine jedne tocke presjeka (npr. V,) i kutna brzina @ presjeka, tada se

trenutni pol brzina nalazi na okomici podignutoj na tu brzinu u smjeru @, a na udaljenosti
AP, =v, /o (sl. 4.31.b).
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Trenutni pol brzina presjeka nalazi se u beskonacnosti ako su brzine dviju tocaka presjeka
paralelne, a spojnica tih dviju to¢aka nije okomita na pravce brzina.

Tijelo tada vrsi translatorno gibanje, a taj je slucaj prikazan na slici 4.31.c.

Slika 4.31. Posebni slucajevi odredivanja trenutnog pola brzina

Neka su poznate brzine dviju toCaka presjeka, neka su medusobno paralelne 1 okomite na
spojnicu tih dviju to¢aka; trenutni pol brzina nalazi se u sjecistu pravca koji prolazi tim tockama
I pravca koji prolazi vrhovima njihovih brzina (sl. 4.31.d).

Kad se jedno tijelo kotrlja bez klizanja po povrsini drugoga, nepomicnog tijela, tada je tocka
dodira ujedno i trenutni pol brzina jer iz uvjeta kotrljanja slijedi da su brzine tocaka na mjestu
dodira tijela koja ostvaruju kotrljanje medusobno jednake (sl. 4.31.e).

Primjer 4.7.

Kolo sastavljeno od dvaju kruznih diskova radijusa F=03m i R=05m kotrlja se bez

klizanja po horizontalnoj podlozi. Brzina sredista diska je konstantna i iznosi Vg =6m st

Slika 4.32. Primjer 4.7.
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Odrediti s pomocu trenutnog pola brzina brzine to¢aka A, B i C na obodu diska u trenutku kad

se te tocke nalaze u polozaju kako je to prikazano na slici 4.32.

Rjesenje:

Buduc¢i da se kolo kotrlja bez klizanja po horizontalnoj podlozi, mora trenutni pol brzina biti u
tocki koja je u razmatranom trenutku u dodiru s podlogom (sl. 4.31.e); tocka D na slici 4.33.

Slika 4.33. Odredivanje brzina s pomocu trenutnog pola brzina
Iz poznate brzine tocke S kola slijedi njegova kutna brzina:

Vs Vs _ 6 o4
SP, r 0,3

(4

Brzine to¢aka A, B i C kola proporcionalne su udaljenosti tih to¢aka od trenutnog pola brzina:
V, =AP, - ®=0,6-20=12m-s™
Vg =BPv-©=0,7-20=14m-s™
Vo =CP, - ®=0583-20=11,66 m-s™

jer je (sl. 4.33):

AP, =2.r=0,6m

BP, =+/(r + R-sin30°) +(R-cos30°) =4/(0,3+0,5-0,5)* +(0,5-0,866) =0,7m

CP, =r’ +R? =,/0,3% +0,5* =0,583 m.

Primjer 4.8.

Ravninski mehanizam sastavljen je od triju $tapova: O1A, AB i O,B. Stap O:A rotira
konstantnom kutnom brzinom @ =4s™. Odrediti s pomocu trenutnog pola brzina brzinu tocke

B u polozaju prikazanom na slici 4.34. Kolike su u tom trenutku kutne brzine Stapova AB i

O:B. Zadano: 0,A=05m, AB=1m, 0,8=04m, h=06m 1=04m,
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Slika 4.34. Primjer 4.8.
Rjesenje:
Brzina tocke A okomita je na Stap O1A, dok je brzina tocke B okomita na stap O2B. Budu¢i da
tocke A 1 B pripadaju i Stapu AB, trenutni pol brzina toga Stapa nalazi se u presjecistu okomica

na pravce brzina u tockama A i B (slucaj prikazan na slici 4.31.a), kako je to prikazano na slici
4.35.

Brzina tocke A je
Vo =0,A-0=05-4=2m/s,
a kako ta toc¢ka pripada i Stapu AB, to je

Va =Ny =06 0y

Slika 4.35. Primjer 4.8: Odredivanje brzina s pomocu trenutnog pola brzina.

Slijedi kutna brzina Stapa AB:

On :%20_26:3’335_1’

odnosno brzina to¢ke B:
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Vg =(1+0,B) 5 = (0,4+0,4)-333 = 2,67 m/s.
Kutna brzina $tapa O2B sada je
Vg 2,67

Opg === =" =6,675".
* 0o,B 04

Zadatak 4.11. Rijesiti zadatak 4.5 (str. 138) s pomocu trenutnog pola brzina.
Odgovor: Vg =1,793m/s; w,, =1,464s™.

Zadatak 4.12. Rijesiti zadatak 4.8 (str. 139) s pomocu trenutnog pola brzina.
Odgovor: Vg =5196 m/s; w,, =65,

Zadatak 4.13. Poluga OA mehanizma prikazanog na slici Z.4.13. rotira konstantnom kutnom
brzinom »=10s"1 i s pomocu Stapa AB pomice kliza¢ B duz horizontalne vodilice.

Odrediti brzinu klizata B u polozaju u kojem je ¢ =0.

0,5m B

Slika Z.4.13. Zadatak 4.13.

Odgovor: Vg =1125m/s.

Zadatak 4.14. Vodilice I i 11 gibaju se konstantnim brzinama vV, =2m/s i v;, =4 m/s, a po
njima se kotrlja bez klizanja disk radijusa R=0,25m.

v I

11 Vi
Slika Z.4.14. Zadatak 4.14.

Odrediti kutnu brzinu diska te brzine to¢aka S 1 A u poloZaju prikazanom na slici Z.4.14.

Odgovor: w,, =11,98s™, vo =1m/s; v, =3155m/s.
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Zadatak 4.15. Poluga O1A mehanizma prikazanoga na slici rotira oko oslonca O1 konstantnom
kutnom brzinom » =10s"*. Odrediti brzinu tocke B u zadanom polozaju.
B 0,4m e 0,4m
B | A

0,5m

0.3m

Slika Z.4.15. Zadatak 4.15.
Odgovor: V5 =10,236 m/s.

4.3.7. Trenutni pol ubrzanja

Trenutnim polom ubrzanja Pa naziva se tocka u ravnini presjeka tijela cije je ubrzanje u
promatranom trenutku jednako nuli.

Ubrzanje trenutnog pola brzina, prema (4.25), iznosi:

ap, =8, + a.g\l/A + égvA
i u opéem slucaju ravninskog gibanja nije jednako nuli, pa trenutni pol brzina nije ujedno i
trenutni pol ubrzanja.

Slika 4.36. Trenutni pol ubrzanja

Tocka P, mora zadovoljiti sljedeci uvijet:

= _ = = =T _ A
a,, =8, +ap,, +ap, =0
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ili
aF"\laA + aFTaA =—d,-
Ta vektorska jednakost prikazana je graficki (sl. 4.36).

Kut 5, Sto ga vektor ubrzanja toc¢ke A zatvara s pravcem na kojem se nalazi pol ubrzanja,

odreden je izrazom:

T

tany = 2ean _ & (4.28)
PaA

Taj kut se nanosi od vektora ubrzanja d, usmjeru & .
Budud¢i da je:
a =AP.-w’;  al,=APa-e,
bit ¢e intenzitet ubrzanja d,,,
A\ = APa -N&? + o' =a,,

odakle slijedi udaljenost pola ubrzanja od tocke A:

APy——_2a -, (4.29)
Vel + o'
4.3.7.1. Odredivanje ubrzanja to¢aka pomoc¢u trenutnog pola ubrzanja

Usvoji li se trenutni pol brzina P, za pol presjeka tijela, tada ¢e u odabranom trenutku vremena

ubrzanje tocke A presjeka biti:

tj. ubrzanje po volji odabrane tocke tijela u proizvoljnom trenutku vremena jednako je ubrzanju

koju ta tocka ima pri rotaciji presjeka oko trenutnog pola brzina:

Iz gornjeg izraza slijedi:

i* 9 —...=iT =Jel+w', (4.30)
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t]. intenziteti ubrzanja tocaka presjeka T proporcionalni su njihovim udaljenostima od
trenutnog pola ubrzanja (sl. 4.37).

b p.
Slika 4.37. Odredivanje ubrzanja tocaka s pomocu trenutnog pola ubrzanja

Pravac vektora ubrzanja pojedine tocke (npr. tocke A) zatvara sa spojnicom te tocke s polom
ubrzanja kut » :

&
y =arctan —;
[0
koji se mjeri od spojnice u smjeru suprotnom od smjera & .

Primjer 4.9.

Kvadratna ploca giba se u horizontalnoj ravnini. Poznata je kutna brzina plo¢e @, njeno kutno
ubrzanje & iubrzanje tocke A. Odrediti ubrzanja toc¢aka B, C i D ploce u polozaju na slici 4.38
s pomocu trenutnog pola ubrzanja.

Zadano: b=1m, w=2s"1, =487, a=4J/2 m/s?.

Do » C
S\, b
W, €
ap
A ¢ o B

Slika 4.38. Primjer 4.9.
Rjesenje:
Kut §to ga vektor ubrzanja tocke A zatvara sa spojnicom te tocke s trenutnim polom ubrzanja
ploce dan je izrazom (4.28):
4 .
tan y L =1, odakle je y =45°;

2 2
1) 2

a mjeri se od vrha vektora 8, u smjeru kutnog ubrzanja ¢.
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Udaljenost trenutnog pola ubrzanja od tocke A dana je izrazom (4.29):

AP, = A 42 =4\/§:1m.

Je?+ot 422t 42
Zakljucuje se da se trenutni pol ubrzanja poklapa s tockom B ploce te da je ubrzanje tocke B u
razmatranom trenutku jednako nuli.

Pravac ubrzanja tocke C zatvara kut y =45° sa spojnicom tocke C s tockom B (trenutnim

polom ubrzanja) mjereno u smjeru suprotnom od smjera kutnog ubrzanja ¢ (sl. 4.39). Na isti se
nacin dolazi i do pravca ubrzanja tocke D.

ap

*B, P,
Slika 4.39. Primjer 4.9: Odredivanje ubrzanja s pomocu trenutnog pola ubrzanja.

Intenziteti ubrzanja to¢aka C 1 D su

ac =CPave? +w* =1-442 =42 m/s?
ap =DPave? +0* =2 -4J2=8m/s? .

Zadatak 4.16. Kolo sastavljeno od dvaju diskova radijusa R=0,5m i r =0,2 m kotrlja se bez
klizanja po horizontalnoj podlozi (sl. Z.4.16). Na manji disk kola namotano je uze koje se

povlagi konstantnom brzinom V=4 m/s.

Slika Z.4.16. Zadatak 4.16.

Odrediti ubrzanja tocaka A i B s pomocu trenutnog pola ubrzanja.

Odgovor: a, =6,53m/s”; a, =16,33m/s’.
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4.3.8. Plan brzina i plan ubrzanja

Vektori brzine i ubrzanja Cesto se U analizi ravninskih mehanizama odreduju analiticki ili
graficki s pomocu plana brzina i plana ubrzanja. Kod ravninskog gibanja tijela obi¢no je
poznata brzina jedne njegove tocke i pravac brzine neke druge. Tijelo koje vrsi ravninsko

gibanje crta se u odgovaraju¢em myjerilu duljina, a ta se slika naziva plan polozaja.

Neka je poznat vektor brzine tocke A tijela (V, ) i pravac brzine tocke B (sl. 4.40.a).

a) b)
Plan polozaja: Plan brzina:
m/
m=L en m=V %

pravac
v
B

Slika 4.40. Metoda plana brzina: a) plan polozaja, b) plan brzina.
Sa strane plana poloZaja odabere se tocka Oy i iz te se toke nanosi vektor V, u odabranom

mjerilu brzina m, . Takoder se, iz tocke Oy, nanese i pravac paralelan s pravcem brzine tocke

B. Osnovna vektorska jednadzba, koja sluzi za crtanje plana brzina, jest (4.24):

Vg =V, +Vg,.
Buduéi da je pravac vektora V,, poznat (VBA J_ATB), povlaci se iz vrha A, u planu brzina
pravac okomit na spojnicu AB. Na taj na¢in dobiva se tocka B, koja predstavlja vrh brzine

Vg . Iz trokuta O,A,B odreduju se intenziteti V i Vg,. Intenzitet i smjer vektora Vy, mogu

posluziti za izraCunavanje veli¢ine 1 smjera kutne brzine:

a smjer joj slijedi smjer vektora Vg, .

Brzina proizvoljno odabrane tocke C tijela moze se sada odrediti na dva nacina. Prvi
podrazumijeva koriStenje dviju vektorskih jednadzba:

—

Vo=V, +Vo, i

1

<

c=Vgt+Ves-

Na taj nacin dobiju se u planu brzina (sl. 4.40.b) dva pravca u ¢ijem je presjeciStu tocka C, —

vrh vektora brzine toc¢ke C.
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Brzina to¢ke C moze se odrediti i s pomocu gore izra¢unane kutne brzine @ tijela:

—

Ve =Va +Vea
pri cemu je
vy =AC- 0.
Brzina neke tocke D, koja lezi na pravcu koji prolazi tockama A i B, moZze se odrediti i na
sljede¢i nacin:

— — —

Vp=Vy+Vpa 1 Vy=Vg+Vy,

4

a, budu¢i da je v, =AD-w, te v, =BD-w, vrijedit ¢e omjer:
Vpa -AD =V, :BD,
ili
AD.:AD-B.D, :BD,
tj. vrh brzine tocke D (Dy) lezi na pravcu koji prolazi tockama Ay i By u planu brzina i dijeli tu
duljinu u istom omjeru kao 1 tocka duljine AB u planu polozaja.

Ne treba posebno dokazivati da je trokut ABC sli¢an trokutu AyB\Cy (to su dva trokuta s
medusobno okomitim stranicama), te da je trokut AyByCy zakrenut za 90° u odnosu na trokut
ABC i to u smjeru kutne brzine o.

Za konstrukciju plana ubrzanja potrebno je poznavati ubrzanje jedne tocke tijela, njegovu kutnu
brzinu (odreduje se pomocu plana brzina) i pravac ubrzanja druge tocke tijela.

Neka je poznato ubrzanje tocke A, kutna brzina tijela @ i pravac ubrzanja tocke B (sl. 4.41.a).

Sa strane plana polozaja odabire se to¢ka Oa iz koje se u mjerilu ubrzanja nanosi @, , te pravac
ubrzanja to¢ke B. Za pronalaZenje ubrzanja dg koristi se vektorska jednadzba (4.25):
Ay =8, + g, =8, +8ps +85u-

Vektor (éE'jA) pada u pravac AB i usmjeren je od B ka A, dok mu je intenzitet:

N 2
g, =AB-o°.

Ta se komponenta nadovezuje, u mjerilu, na ubrzanje a,, dok se na nju nadovezuje pravac

ubrzanja a;, koji je okomit na spojnicu AB. U presjeciStu tog pravca s pravcem ubrzanja &g
nalazi se vrh Ba (sl. 4.41.b).

Mjerenjem, i mnozenjem s mjerilom ubrzanja, odreduju se zatim intenziteti vektora ag i a7,

te smjer 1 veli¢ina kutnog ubrzanja:
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Plan polozaja: Plan ubrzanja:
B m pravac m/s’
m=L o a,

Slika 4.41. Metoda plana ubrzanja: a) plan polozaja, b) plan ubrzanja.

Za odredivanje ubrzanja tocke C mogu se koristiti jednadzbe:

8 =8, +ac, =8, +8cs +8ca

8, =85 +85 =85 +a5 +ac
ili samo prva jednadzba koriStenjem gore izraCunanog kutnog ubrzanja & :

al —AC-z.

Sli¢no kao kod plana brzina moze se pokazati da vrh ubrzanja to¢ke D, koja lezi na spojnici
AB, leZi i na spojnici AaBa te da ju sijece u istom omjeru u kojem tocka D sijece duljinu AB.
I ovdje se moze pokazati da je trokut AaBaCa slican trokutu ABC.
Primjer 4.10.

Poluga OA mehanizma rotira oko nepomiéne osi kroz zglob O konstantnom kutnom brzinom

@=5s". Odrediti analiti¢ki brzinu i ubrzanje klizac¢a B te kutnu brzinu i kutno ubrzanje poluge

AB s pomocu plana brzina, odnosno plana ubrzanja u polozaju prikazanom na slici 4.42.

Slika 4.42. Primjer 4.10.

Zadano: OA=0,4m, AB=0,6m.
Rjesenje:

Brzina to¢ke A okomita je na spojnicu OA i iznosi:
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V,=OA-0=04-5=2m/s.
Brzina tocke B dobit ¢e se s pomocu vektorske jednadzbe:

Vg =V, +Vg,

u kojoj je poznato da je pravac vektora Vi horizontalan te da je pravac vektora Vg, okomit na

spojnicu AB (sl. 4.43.a). Slaganjem vektora V,, V5 i V3, dobije se plan brzina prikazan na

slici 4.43.b.

Trenutni pol brzina poluge AB dobije se kao presjeciste okomica na pravce brzina dviju to¢aka

poluge, A i1 B (sl. 4.29), jer je brzina tocke A okomita na spojnicu OA, dok je brzina tocke B

jednaka brzini klizaca koji se giba pravocrtno 1 horizontalna je.

a) b)
VA XA
v pravac || Vg,
\ /
O 45° ) C [0 =

o | wom

pravac Vg

Slika 4.43: a) plan polozaja; b) plan brzina.
Sa slike 4.43.a slijedi:

AC =0OA-sin45°=0,4-0,707 = 0,283 m

. AC 0,283 .
sin 3=—==""""_0,4717, paje [=2814°,
=28 06 paje /

Sada je iz plana brzina (sl. 4.43.b):

Vga -€OS =V, Sin45°, odnosno

sin45° 5 sin 45°

Vv =2 =1,604 m/s,
BA A cosp Cc0s 28,14° /

paje
Vg =V, C0545°+Vg, sin f=2-c0545°+1,604-sin 28,14°=2,17 m/s .

Slijedi kutna brzina Stapa AB kojoj se smjer poklapa sa smjerom kazaljke na satu:

" :&zwz 2,673s .
AB 0,6
Ubrzanje tocke B odredit ¢e se s pomocu plana ubrzanja koriStenjem vektorske jednadzbe:

8, =8, +8,, =4d, +a, +a.,.
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Budu¢i da je kutna brzina poluge OA konstantna, njeno je kutno ubrzanje jednako nuli, pa je

ubrzanje tocke A jednako njenom normalnom ubrzanju:
a, =aN =0A-w? =0,4-5% =10m/s?.

Pravac ubrzanja tocke B je horizontalan, pravac normalnog ubrzanje to¢ke B u odnosu na tocku
A poklapa se sa spojnicom AB, a smjer tog ubrzanja je od A ka B, dok je pravac tangencijalnog
ubrzanja tocke B u odnosu na to¢ku A okomit na spojnicu AB (sl. 4.44.a).

Intenzitet ubrzanja a5, je
ap, = AB- w2, =0,6-2,673% = 4,284 m/s?.

Slaganje vektora ubrzanja u plan ubrzanja prikazano je na slici 4.44.b.
a)
A

a A:aV pravac || agy
/ aLTA B
O 45°\ |c 3 -}t@

[ K
/

pravac dy

Slika 4.44: a) plan polozaja; b) plan ubrzanja.
Sa slike 4.44.b slijedi:

al, cos B +aj, sin f=a, sin45°
a, =a, c0s45°+aj, cos f—al,sin 3.
Iz prve od tih jednadzba dobije se:

o7 _ 2asind5e— apa Sin B 10-sin 45° — 4,284 -sin 28,14°
BA cos /8 cos 28,14°

=5,728 m/s?,

pa iz druge slijedi:
ag =10-c0s45°+ 4,284 - cos 28,14° — 5,728 5in 28,14° =815 m/s? .
Kutno ubrzanja ¢, sada je

B @ 5728
AB 06

a smjer mu je suprotan od smjera kazaljke na satu.

=9,547s7%,

AB

Primjer 4.11.

Odredite brzine i ubrzanja to¢aka A, B, C i D mehanizma, u poloZaju prikazanom na slici 4.45,

koriStenjem metoda plana brzina i ubrzanja. Zadano: O_A=ATB=O,4 m; A_C=0,6 m;

CD=0,4m; h=0,5m; h,=0,35m; R=0,35m; ®=5s".
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Plan polozaja:

m
=0 o

Slika 4.45. Primjer 11.
Rjesenje:
Zadani mehanizam prikazan je na slici 4.45 u mjerilu duljina:

~0,Im

' om
Na slici 4.46.a prikazan je plan brzina u mjerilu brzina:

0,5m/s
m, = )
cm

Brzine karakteristi¢nih tocaka mehanizma, prikazane na tom planu brzina, odredene su na
sljede¢i nacin:

Brzina tocke A: To¢ka A zajednicka je ¢lanovima OA 1 ABC mehanizma. Njena brzina okomita
je na spojnicu OA i slijedi smjer kutne brzine w, dok joj je intenzitet:

V,=OA.-»=0,4-5=2m-s*

Brzina tocke B: Poznat je pravac brzine tocke B (tocka B vrsi pravocrtno gibanje). S pomocéu

—

osnovne vektorske jednadzbe: Vg =V, +Vg,, pri emu je V,, L AB, dobije se u planu brzina
tocka By kao sjeciste pravca Vg, nanesenog iz tocke Oy, i pravca Vy,, nanesenog iz vrha Ay

brzine V, . Mjerenjem i mnoZenjem s mjerilom brzina dobije se:

Vs =0,B,-m,=2,6-0,5=1,3m-s™;
Vga =AB,-m, =2,2.0,5=11m-s™,

pa je kutna brzina ¢lana ABC, kojoj se smjer poklapa sa smjerom kazaljke na satu:

<

_ _BA _ -1
Oppe = =2,8s5".

Zl
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a)

Plan brzina:
m/s

m=0,5 ——

cm

Slika 4.46. Primjer 4.11: a) plan brzina; b) plan ubrzanja.

Brzina tocke C: Vrh brzine tocke C lezi na istom pravcu na kojem se nalaze vrhovi Ay i By, pri

¢emu vrijedi omjer:

C,:A,B,=AC:AB=0,6:0,4=15,

v

>

Vv

odnosno:

>

C, =1

,.C,=L5-AB,=15-2,2=33cm,
pa je:
v.=0,C,-m, =6,8-05=34m-s™
Brzina tocke D: Poznavanjem pravca brzine tocke D (tangenta na kruznu putanju) i s pomocu

vektorske jednadzbe:

b =V + Ve, Vpe LCD

!

<l

dobiju se u planu brzina dva pravca, ¢ije je sjeciste vrh brzine V. Sada se mogu odrediti brzina

tocke D, brzina to¢ke D u odnosu na C i kutna brzina Stapa CD kojoj se smjer poklapa sa
smjerom kazaljke na satu:

V,=0,D,-m,=4,6-0,5=2,3m-s™; v,.=C,D,-m, =7,0-0,5=35m-s™;

VTV

Plan ubrzanja prikazan je naslici 4.46.b, a uz mjerilo ubrzanja:

m/s®
cm

=5 =2,3m-s™

a
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konstruiran je na dalje opisan nacin.

Ubrzanje tocke A: ToCka A vrsi kruzno gibanje pa joj je ubrzanje prikazano s pomocu prirodnih
komponenata:

a,=ay+a,.

Tangencijalna komponenta ubrzanja tocke A jednaka je nuli (jer je €= da)/dt =0), pa je:
a,=ay =0A ¢’ =0,4-5 =10m-s~,

a usmjereno je radijalno od O ka A.

Ubrzanje tocke B: Vektor ubrzanja tocke B pada u pravac njene putanje, a za odredivanje
intenziteta koristit ¢e se i vektorska jednadzba:

ag :aA+agA+a;A
gdje je:
aQA :A_B'a)f\Bc :0,4.2,82 =3,1m.5*2

i usmjereno je od B ka A, dok je aj, L AB, pa se u presjecistu pravca ubrzanja tocke B i pravca

a;, nalazi vrh Ba. Dalje je:

pri ¢emu je smjer kutnog ubrzanja &,5- suprotan od smjera kazaljke na satu.

Ubrzanje tocke C: Vrh ubrzanja tocke C leZi na istom pravcu na kojem su i1 vrhovi ubrzanja
tocaka A 1 B, a poloZaj mu se odreduje iz omjera:

AC :AB =AC:AB=0,6:0,4=15

a a—a

pa je:

A,C,=15AB,=15-2,25=3,4cm .
Ubrzanje tocke C iznosi:
a.=0,C,-m_ =4,6-5=23m-s>,

Ubrzanje tocke D: Za izraCunavanje ubrzanja tocke D koriStene su vektorske jednadzbe:

i aD:ac+agc+ggc'

vl
o+

=N =
o —adp +4&
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Intenzitet komponente &) je:

a usmjerena je radijalno ka srediStu S putanje tocke D.

Pravac d] okomit je na &) . Intenzitet ubrzanja &Y. iznosi:
N N 2 2 -2
ay. =CD -, =0,4-8,8 =31m-s™,

a sam vektor usmjeren je duz spojnice CD od D ka C. Imaju¢i u vidu da je &, 1 CD, dolazi

T

W : N =T 1 =
se do tocke D, kao sjecista pravaca a7 i & .

Dalje je:

a, =0,D,-m_=10,4-5=52m-s?,
al.=CD,-m_=2,7-5=13,5m-s7,

)
g =0c 135 3847,
CD 04

pri ¢emu je smjer kutnog ubrzanja &, suprotan od smjera kazaljke na satu.

Zadatak 4.17. Ploca oblika istostrani¢nog trokuta vezana je zglobom A za horizontalni klizac,
a zglobom B za vertikalni. U polozaju prikazanom na slici Z.4.17, kada je stranica AC
vertikalna, poznata je brzina i ubrzanje klizaca A. Odrediti brzine i ubrzanja tocaka B i C ploce

ako je zadano: b=0,4m, V, =2m/sa, =2m/s”.

Vie—— A
™

Slika Z.4.17. Zadatak 4.17.
Odgovor: Vg =3,464 m/s, v. =2m/s, a, = 7653 m/s’, a. = 78,28 m/s’.
Zadatak 4.18. Stap ABC vezan je zglobovima A i B za horizontalni, odnosno vertikalni klizag.

Brzina klizaca A je konstantna i iznosi V, =4 M/s. Zadano: AB= AC =0,5m. Odrediti brzine

1 ubrzanja to¢aka B i C Stapa.
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Slika Z.4.18. Zadatak 4.18.
Odgovor: Vg =5333m/s, v, =1139m/s, a, =1481m/s’, a, =296,2m/s’.

Zadatak 4.19. Disk radijusa 2r kotrlja se bez klizanja po podlozi. Brzina sredista diska je
konstantna. U to¢ki B zglobno je vezan Stap AB koji je zglobom A vezan za polugu OA. Poluga
moze rotirati oko oslonca O. Odrediti brzine i ubrzanja to¢aka A i B u polozaju prikazanom na

slici Z.4.19 ako je zadano: Vo =2m/s, r=0,25m.

Slika Z.4.19. Zadatak 4.19.

Odgovor: V, =1106 m/s, v, =2,236 m/s, a, =6,248m/s*, a; =4 m/s’ .

Zadatak 4.20. Kliza¢ A giba se po vertikalnoj vodilici konstantnom brzinom V, =2m/S, a
kliza¢ B po kruznoj radijusa R=1m (sl. Z.4.20). Kliza¢i su povezani $tapom AB duljine

I =1 m . Odrediti brzinu i ubrzanje klizac¢a B u polozaju na slici.

30° &

4

X

Slika Z.4.20. Zadatak 4.20.
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Odgovor: Vg =2M/s, a, =8 m/s’.

Zadatak 4.21. Ravninski mehanizam sastoji se od stapova OA i AB te kruznog diska radijusa
R (sl. Z.4.21). Stap OA rotira konstantnom kutnom brzinom @ oko oslonca O. U to&ki B toga
Stapa zglobno je povezan Stap AB koji je zglobom B vezan za srediSte kruznog diska. Disk se
po horizontalnoj podlozi kotrlja bez klizanja. Odrediti brzinu i ubrzanje to¢ke B te kutnu brzinu

i kutno ubrzanje diska u polozaju prikazanom na slici ako je zadano: @ =4s", OA=04m,

AB=08m, R=0,25m.

A

Slika Z.4.21. Zadatak 4.21.
Odgovor: Vg =1m/s, a, =4,509 m/s’, w, =4s™, &, =18,04572,

Zadatak 4.22. Ravninski mehanizam prikazan na slici Z.4.22 sastavljen je od triju Stapova:
01A, O2B i ABCD. Stap O1A vezan je zglobom O, a §tap O2B zglobom O za podlogu. Kutna
brzina @ stapa O:1A je konstantna. Odrediti brzine tocaka B, C i D te ubrzanje tocke B

mehanizma u prikazanom polozaju.

Zadano: w=5s", 0,A=06m, 0,B=08m, AB=08m, BC=04m, CD=04m.
D

I m

Slika Z.4.22. Zadatak 4.22.

Odgovor: Vg =21m/s: Vo =19m/s, vy =115m/s, ag =14,3m/s?.
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5. SLOZENO GIBAN]JE CESTICE

5.1. RELATIVNO, PRIJENOSNO I APSOLUTNO GIBAN]JE

U svim dosada$njim razmatranjima proucavana su gibanja Cestice ili tijela u odnosu na jedan,
odabrani, uvjetno nepomicni referentni sustav. Medutim, u nizu problema koji se pojavljuju u
mehanici korisno je, a ponekad i neophodno, da se gibanje cestice ili tijela istovremeno
promatra u odnosu na dva koordinatna sustava: jedan nepokretan, a drugi pokretan pri ¢emu je
gibanje pokretnog sustava u odnosu na nepomic¢ni odredeno. Gibanje koje pritom vrsi Cestica i
tijelo naziva se slozeno gibanje.

Kao najjednostavniji primjer slozenog gibanja moze se razmotriti gibanje ¢ovjeka po palubi
broda koje se sastoji od gibanja covjeka u odnosu na brod (u ovom slu¢aju pokretni koordinatni
sustav) i njegova gibanja zajedno s brodom u odnosu na obalu (nepomi¢ni sustav).

Moguénost rastavljanja slozenog gibanja na dva jednostavnija komponentna gibanja koristi se
mnogo, kako u kinematici tako i u dinamici Cestice i tijela.

Neka se ¢estica P giba u odnosu na pokretni koordinatni sustav 01 £n¢; koji se pak giba u odnosu
na nepomicni sustav Oxyz (slika 5.1).

Slika 5.1. SloZeno gibanje cestice
Gibanje cestice P u odnosu na pokretni koordinatni sustav naziva se relativno gibanje; putanja
AB koju pritom opisuje naziva se putanja relativnog gibanja; brzina cestice u odnosu na
pokretni koordinatni sustav naziva se relativna brzina V. (to je brzina koju bi ¢estica imala kada
bi pokretni sustav mirovao); promjenu relativne brzine pri relativnom gibanju (samo zbog
relativnog gibanja) karakterizira vektor relativnog ubrzanja 4, .

Gibanje koje izvodi pokretni koordinatni sustav, a zajedno s njim sve tocke tijela za koje je
vezan, u odnosu na nepomic¢ni sustav Oxyz predstavlja za ¢esticu P prijenosno gibanje; krivulja
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CD - putanju prijenosnog gibanja; brzina tocke tijela za koje je vezan pokretni koordinatni
sustav, a koja se u promatranom trenutku poklapa s cesticom P, naziva se prijenosna brzina v,
(to je brzina koju bi imala Cestica P da je u promatranom trenutku ¢vrsto vezana za tijelo koje
izvodi prijenosno gibanje); promjenu prijenosne brzine samo zbog prijenosnog gibanja
karakterizira prijenosno ubrzanje &, .

Gibanje koje cestica P vrsi u odnosu na nepomicni sustav Oxyz naziva se apsolutno gibanje;
krivulja EF jest putanja apsolutnog gibanja; brzina pri tom gibanju jest apsolutna brzina V_;

promjenu karakterizira apsolutno ubrzanje d, .

Za rjesenje odredenih zadataka iz ovog podruéja potrebno je odrediti zavisnosti izmedu brzina
i ubrzanja relativnoga, prijenosnog i apsolutnog gibanja.

5.2. SLOZENO GIBANJE CESTICE: prijenosno gibanje je translatorno

Najjednostavniji oblik slozenog gibanja Cestice je onaj kod kojega je prijenosno gibanje
translatorno. Kako je to pojasnjeno u prethodnom poglavlju, u tom se slucaju i tijelo koje vrsi
prijenosno gibanje moze razmatrati kao ¢estica. Pokretni koordinatni sustav moze se vezati za
bilo koju od cestica, a pri rjeSavanju se odabire onaj koji ¢e pojednostavniti rjeSavanje
problema.

Gibanje cestice A u odnosu na drugu (B) za koju je vezan pokretni koordinatni sustav naziva
se relativno gibanje, gibanje pokretnog koordinatnog sustava (Cestice B) u odnosu na
nepomicni jest za Cesticu A prijenosno gibanje, dok je gibanje ¢estice A u odnosu na nepomicni
koordinatni sustav apsolutno gibanje.

5.2.1. Vektor polozaja Cestice, brzina i ubrzanje

Neka se dvije Cestice A i B gibaju u prostoru tijekom vremena (sl. 5.2). Vektori T, i Iy

definiraju polozaje Cestica u proizvoljnom trenutku vremena u odnosu na nepomicni
koordinatni sustav Oxyz.
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Slika 5.2. Vektor polozZaja pri slozenom gibanju; prijenosno je gibanje translatorno.

Istodobno ¢e se razmotriti koordinatni sustav AX'y'z' koji je paralelan sustavu Oxyz, ima
ishodiSte u A i ne mijenja orijentaciju tijekom vremena; kaze se da sustav Ax'y'z' translatira u

odnosu na sustav Oxyz. Vektor Ty, definira pritom relativni poloZaj ¢estice B u odnosu na

pokretni koordinatni sustav Ax'y'z' (ili jednostavnije: polozaj ¢estice B relativno u odnosu na
Cesticu A).

Sa slike 5.2. vidljivo je da je vektor polozaja Gestice B (apsolutno gibanje Cestice B) Iz =T,
jednak zbroju vektora polozaja Cestice A i vektora polozaja Cestice B u odnosu na A (relativno
gibanje Cestice B) Tgp =T;:

B=Tatlga ili 7 =7 +7. (5.1)
Derivacijom (5.1) po vremenu dobije se:

Ve =Va+Vgn ili v, =V +v,, (5.2)
gdje su V, i V; brzine Cestica A odnosno B u odnosu na nepomic¢ni koordinatni sustav Oxyz,
dakle apsolutne brzine tih Gestica, dok je Vg, brzina to¢ke B u odnosu na translatorni sustav
AX'y'z', tj. to je brzina koju bi Gestica B imala kada bi sustav Ax'y'z' mirovao. Brzina Vg, krace
se naziva relativna brzina B u odnosu na A (V, ).

Nadalje, derivacijom po vremenu izraza (5.2) dobije se:

dg =8, tag, ili d=4,+4a, (5.3)

gdjesu @, i d; ubrzanja estica A, odnosno B u odnosu na nepomi¢ni koordinatni sustav Oxyz,

dakle apsolutna ubrzanja tih Cestica, dok je 8y, ubrzanje to¢ke B u odnosu na translatorni
sustav AX'y'z', tj. to je ubrzanje koje bi Cestica B imala kada bi sustav AX'y'z' mirovao. Ubrzanje

dy, kraée se naziva relativno ubrzanje B u odnosu na A (&, ).
Primjer 5.1.

Automobil A giba se konstantnom brzinom v, =36 km/h sa zapada prema istoku. Automobil
B krece iz stanja mirovanja sa sjevera prema raskrizju, bas u trenutku kada A prolazi raskrizje,

gibaju¢i se konstantnim ubrzanjem ag =1,2 m/s* (sl. 5.3).
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Slika 5.3. Primjer 5.1.

Odrediti poloZaj, brzinu i ubrzanje Cestice B relativno u odnosu na ¢esticu A u trenutku t, =55$

nakon §to A prode raskrizje.

Rjesenje:

Postavi li se ishodiste nepokretnog koordinatnog sustava u raskrizje, apsolutne kinematicke
znacajke gibanja tocke A bit Ce:

a, =0m/s*, v, =36 km/h =36/3,6=10m/s, x,, =0
Xy = Xpo +Vat =V,t,

dok ¢e apsolutne kinematicke znacajke gibanja tocke B biti:
2z =-1,2m/s*, Vg =0, Yz, =35m

Vg =Vgo +a5t =0-1,2t =-1 2t
1_., 5
Ye = Yro +VBot+§aBt =35-0,6t°.

U trenutku t, =55 je
a, =0m/s®, v, =10 m/s, x, =10-5=50m

a, =-12m/s?, Vg =-12-5=-6mfs, y, =35-0,6-5?=20m.

a) b) c)
y Yy Y
Ag || Ag/a -
v L
> x 2 x - X
rA
VB ‘-;B/A

Slika 5.4. Relativno ubrzanje, relativna brzina i relativni polozZaj B u odnosu na A

Sada je relativno ubrzanje Cestice B u odnosu na Cesticu A (sl. 5.4.a):
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Ay, =8, =—1,2m/s?,

dok je relativna brzina ¢estice B u odnosu na A (sl. 5.4.b):
Vgp =Vg —V, =—6] —10i m/s,
Vg s =\6°+10% =11,66 m/s,

a relativni polozaj ¢estice B u odnosu na A (sl. 5.4.c):
Ton =T — Ty =20 =500 M, I, =207 +50° =53,85m.

Primjer 5.2.

Klin ABC giba se brzinom V, i ubrzanjem a, po horizontalnoj podlozi i dovodi u gibanje $tap
DE (sl. 5.5). Odrediti brzinu i ubrzanje toc¢ke E Stapa ako je zadano: V,, &, « .

n E
I

R .| P9
—_—e
C a, o A

Slika 5.5. Primjer 5.2.

Rjesenje:
Naslici 5.5 vidljivo je da Stap DE vr$i translatorno gibanje, pa su brzine i ubrzanja svih njegovih

toCaka, te tako 1 tocaka D 1 E, medusobno jednake. Stoga ¢e se u daljnjem radu odrediti brzina
1 ubrzanje tocke D Stapa.

Tocka D vrsi sloZeno gibanje pri cemu je gibanje klina ABC 1 prijenosno gibanje (pravocrtna
translacija), a gibanje tocke D po kosini BC — relativno gibanje.

Apsolutna brzina tocke D dana je vektorskom jednadzbom:

Vo=V, +V, i V=V 4V,

U ovoj jednadZbi poznat je vektor V; te pravci vektora V, i V.. Konstrukcijom odgovarajuceg
trokuta brzina (sl. 5.6.a) dobije se:

v, = ;o V=V lana.
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Slika 5.6. Primjer 5.2: a) trokut brzina; b) trokut ubrzanja.

Apsolutno ubrzanje tocke D slijedi iz vektorske jednadZzbe:
dp=2a,+d =4a +4a,.
Iz trokuta ubrzanja (sl. 5.6.b) slijedi:

a, = ! ; =g tana .

CoOSx

Primjer 5.3.
KajakasSica vozi kajak s jedne strane kanala na drugu. Udaljenost obala kanala je AB =150 m,
brzina rijeke u kanalu je V; =5m/s, dok je relativna brzina kajaka u odnosu na rijeku

V, =12 m/s, a pravac joj je paralelan sa spojnicom AC. Obje su brzine konstantnog intenziteta.

Odrediti vrijeme potrebno da kajakasica stigne do druge obale kanala i udaljenost mjesta D na
obali do kojeg e stici kajakaSica vozeci na opisani na¢in od mjesta B.

Kolika je apsolutna brzina kajaka?

Slika 5.7. Primjer 5.3.
Rjesenje:
Brzina kojom vozi kajakaSica je konstantna, a put koji ona treba preveslati jednak je duljini

relativne putanje kajaka:

s =AC= AB _ 150 =1732 m
' cos30° 0,866 '

pa Ce joj zbog konstantne brzine voznje za prelazak tog puta trebati:
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S 173,2

t,=—=—"—-=14,43 s.
v, 12

U istom tom vremenu kajak ¢e niz rijeku prevaliti put zbog prijenosnog gibanja:

s, =CD=v,-t; =5-1443=722 m.
Udaljenost tocke D u koju ¢e sti¢i kajakasica od mjesta B jednaka je:

BD = BC+CD = AB-tan30° + CD =150- 0,577 + 72,2 = 86,6 + 72,2 =158,8 m.
Apsolutna brzina kajaka dana je vektorskom jednadzbom:

V, =V, +V,.

Slaganjem vektora tih brzina (sl. 5.8) dobije se:

V, =V +V2+2-V, -V, -C0S60° = y12% +5% +2.12-5-05 =1513 ms.

Slika 5.8. Primjer 5.3: apsolutna brzina kajaka.

®

Zadatak 5.1. Automobil B vozi konstantnom brzinom vg =72 Km/h preko nadvoznjaka iznad

ceste po kojoj se giba automobil A, takoder konstantnom brzinom V, =54Km/h, sa

smjerovima prikazanima na slici Z.5.1. Tracnice zatvaraju kut od 45° s cestom. Odrediti
relativnu brzinu automobila B u odnosu na automobil A.

45°

Slika Z.5.1. Zadatak Z.5.1.

Odgovor: vg, =14,168 m/s.
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Zadatak 5.2. Na pokretnim stepenicama u robnoj kuc¢i mimoilaze se dvije osobe: djevojcica i
starija gospoda (sl. Z.5.2). Brzina stepenica pri spustanju iznosi V; = 2,5 m/s, a pri uspinjanju

V, =3 m/ S . Odrediti relativnu brzinu djevoj¢ice u 0odnosu na stariju gospodu.

Slika Z.5.2. Zadatak Z.5.2.
Odgovor:V, =2,784m/s .

Zadatak 5.3. Prizma oblika prikazanoga na slici Z.5.3. klizi niz kosinu konstantnom brzinom
v, =6 m/s. Duz kruZnog Zlijeba na prizmi giba se ¢estica P tako da joj se krivocrtna koordinata

mijenja prema zakonu:

1
s==—7x-t°m.

Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje estice kada dode u polozaj C ako je R =0,5m.

Slika Z.5.3. Zadatak Z.5.3.

Odgovor: v, =7,402m/s, a, =5179 m/s?.

Zadatak 5.4. Polukruzna ploca polumjera R =0,5m vezana je zglobovima A i B za dva $tapa
jednakih duljina koji rotiraju oko oslonaca O1 odnosno O konstantnom kutnom brzinom

w=4s". Duz kruznog zlijeba AB ploce giba se Cestica P konstantnom relativnom brzinom
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Vv, =3 m/s. Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje &estice P u polozaju prikazanom na

slici Z.5.4. ako je zadano: O,A=0,B=0,5m.

Slika Z.5.4. Zadatak Z.5.4.

Odgovor: v, = 4,837 m/s, a, =2525m/s?.

5.3. SLOZENO GIBANJE CESTICE: prijenosno gibanje nije translatorno

5.3.1. Apsolutna brzina cestice

Promotri li se pomak &estice u vremenskom intervalu At=t —t, mogu se izvesti sljede¢i

zakljucci:

- pomak cCestice P na relativnoj putanji AB odreden je vektorom PP (slika 5.9.a);

a) b)

Slika 5.9. Apsolutna brzina cestice

- putanja AB giba se u promatranom intervalu zajedno s pokretnim koordinatnim

sustavom i u trenutku t, zauzima polozaj A,B;
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- ona tocka krivulje AB koja se u trenutku t poklapa s tockom P, izvrSit ¢e prijenosni
pomak PP";
- konac¢ni poloZzaj to¢ke — P, rezultat je relativnog gibanja Cestice po krivulji AB i

prijenosnog gibanja same krivulje pri ¢emu je vektor PP; - vektor apsolutnog pomaka

Cestice.

Sa slike 5.9.a slijedi vektorska jednakost:
PP,=PP"+P"P,. (5.4)

Podijeli li se ovako dobivena jednakost s intervalom At i potrazi grani¢na vrijednost tog izraza
kada At — 0, dobije se:

Iimmz Iim£+lim PRy

(5.5)
At—0 At At—0 At A—0 At
pri ¢emu je, prema definiciji:
Iimmzva; Iimﬁzv : (5.6)
A0 At A0 At P

Ocito je takoder da se krivulja A1B1 tezi poklopiti s krivuljom AB kada interval At —0. U tom
slu¢aju vrijedi jednakost:
PR PP

lim =lim—=v_. (5.7)
At—0 At At—0 At

Konaéno se moze napisati (sl. 5.9.b):
V, =V +V, (5.8)

odnosno: pri slozenom gibanju cestice njena apsolutna brzina jednaka je geometrijskom
(vektorskom) zbroju prijenosne i relativne brzine.

5.3.2. Apsolutno ubrzanje Cestice. Corriolisovo ubrzanje

Prema definiciji, relativnim ubrzanjem gestice naziva se veli¢ina & , koja karakterizira

promjenu relativne brzine samo zbog relativnog gibanja; dok se prijenosnim ubrzanjem naziva

veliCina &, koja karakterizira promjenu prijenosne brzine samo zbog prijenosnog gibanja, tj.:
(d,), (),

a = X a =—. 5.9
T dt P dt (5.9)

Moze se medutim pokazati da pri slozenom gibanju ¢estice dolazi do promjene i relativne brzine
zbog prijenosnog gibanja i prijenosne brzine zbog relativnog gibanja, pa vrijedi:

v, = (dV,), +(dv,),
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dv, =(dv, ) +(dv,) (5.10)

r
Jednostavan dokaz ispravnosti tih izraza slijedi iz razmatranja gibanja cestice P duz cijevi OA
koja rotira oko to¢ke O u ravnini Oxy, kako je to prikazano na slici 5.10.

a) b)

Slika 5.10. Prirasti vektora brzine: a) prirast relativne brzine zbog prijenosnog gibanja, b) prirast
prijenosne brzine zbog relativnog gibanja.

Ako se cestica P giba ubrzano duz cijevi OA, tada ¢e, pri relativnom pomaku Eestice iz polozaja
P u P', vektor relativne brzine dobiti prirast (d\7,)r. Istovremeno c¢e, zbog rotacije cijevi oko

tocke O, do¢i do zakretanja pravca relativne putanje (to¢ka P"), a samim tim i relativne brzine.
Tu promjenu relativne brzine opisuje prirast (d\7r)p (slika 5.10.a).

Na sli¢an na¢in moze se razmotriti i promjena prijenosne brzine. Naime, pri pomaku cestice iz
polozaja P u P' zbog relativnog gibanja dolazi do promjene udaljenosti ¢estice od pola brzina

cijevi O, a time i do promjene prijenosne brzine za iznos (dvp)r' Prirast (d\7p )p nastaje zbog

zakretanja vektora prijenosne brzine pri prijenosnom gibanju u promatranom intervalu dt (slika
5.10.b).

Prema tome, zbroj relativnog i prijenosnog ubrzanja u opéem slucaju ne daje apsolutno
ubrzanje, ali je uvodenje ovih veli¢ina bilo neophodno zbog jednostavnosti njihova

izraGunavanja. Naime, pri izraGunavanju ubrzanja d ne uzima se u obzir prijenosno gibanje

cijevi OA, dok se pri izraCunavanju ubrzanja &, relativno gibanje Cestice P ne uzima u obzir.

Apsolutno ubrzanje ¢estice P moze se prikazati zbrojem

(), (o )r
d,=4a+d+ mp+ J

(5.11)
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a, :z§p+z§r +a,, (5.12)
gdje je

ubrzanje koje obuhvaca promjenu relativne brzine zbog prijenosnog gibanja i promjenu
prijenosne brzine zbog relativnog gibanja, a naziva se Corriolisovo ubrzanje.

Ne ulazeci u izvod Corriolisova ubrzanja, ovdje ¢e se navesti samo konac¢ni vektorski izraz:
.y =20, ¥V, (5.13)
prema kojem je vektor d, jednak dvostrukom vektorskom produktu iz vektora prijenosne
kutne brzine @, i vektora relativne brzine V, .
Intenzitet tog ubrzanja definiran je intenzitetom vektorskog produkta dvaju vektora:
By =2-@, -V, -5in(,,V, ). (5.14)

Pravac mu je okomit na vektore @, i V,, a smjer mu se odreduje prema pravilu desne ruke,

kako je to prikazano naslici 5.11.
1z izraza (5.14) slijedi da ¢e Corriolisovo ubrzanje biti jednako nuli u sljede¢im slucajevima:

a) ®,=0 -tj. ako je prijenosno gibanje stalna ili trenutna translacija;

b) @]V, - vektori prijenosne kutne brzine i relativne brzine estice su paralelni pa je
sin(@,,9,)=0;
c) V,=0  -relativna brzina gestice jednaka je nuli.
a) b)

Slika 5.11. Pravac i smjer Corriolisova ubrzanja: a) prikaz u prostoru, b) prikaz u ravnini.

Primjer 5.4.

Disk radijusa R=0,4 m Kkotrlja se bez klizanja po horizontalnoj podlozi. Brzina sredista diska

je konstantna i iznosi Vo =5m/s. Duz Zlijeba AB diska giba se jednoliko ubrzano &estica P. U
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polozaju prikazanom na slici 5.12. relativna brzina &estice P je V. =3m/s, dok je njeno

relativno ubrzanje a, =15m/s’.

Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje Cestice P u zadanom polozaju.

Slika 5.12. Primjer 5.4.
Rjesenje:

Apsolutna brzina. Vektor apsolutne brzine Cestice P dan je izrazom (5.8):

pri ¢emu je vektor V. okomit na spojnicu BC, a iznos mu je
Vge =R-©=0,4-125=5m/s
jer je zbog poloZaja trenutnog pola brzina diska (tocka u dodiru s podlogom) kutna brzina diska

®=V,/R=5/04=1251s.

Vektor Vg prati smjer kutne brzine diska (smjer kazaljke na satu). Na slici 5.13.a prikazani su

vektori brzina ¢ijim se zbrajanjem dobije apsolutna brzina Cestice P.

Slika 5.13. Primjer 5.4: apsolutna brzina cestice P.

Projekcije brzine ¢estice P na osi odabranog koordinatnog sustava su

Vg =Vpe +Vc €0560°=5+5-05=7,5m/s
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Vay =V, +Vc SiN60° =3+5-0,866 = 7,33 m/s

pa je (slika 5.13.b)

v, = \/vgx +V5, = J7,5% +7,33 =10,49 m/s,
a, =arctan(v,, /V,,) = arctan(7,33/7,5) = 44,34°.
Apsolutno ubrzanje. Vektor apsolutnog ubrzanja cestice P dan je izrazom (5.12):
6,=d,+4 +a,
gdje je prijenosno ubrzanje jednako ubrzanju tocke B na disku, a koje slijedi iz jednadzbe:
d, =g =dc +agc =ac +§gc "‘agc
pri ¢emu je ubrzanje sredista diska 8. jednako nuli jer je brzina Ve konstantna.
Komponente ubrzanja tocke B u odnosu na tocku C su
al. =R-w’ =0,4-12,5> =62,5m/s’
ag. =R-£=0m/s’
jer je kutna brzina diska konstantna @ =V /R =konst pa je kutno ubrzanje diska jednako nuli.
Corriolisovo ubrzanje dano je izrazom (5.13):
8o = 209, XV,
apoiznosu je
8, =2-@,-V,-sin90° =2-12,5-3-1=75m/s?,
jer su vektori @ i V, medusobno okomiti. Pravac vektora d,, okomit je na vektore @, i V,,a
smjer mu se dobije zakretanjem za 90°0d vrha V, u smjeru vektora @ .

Na slici 5.14.a prikazani su vektori ubrzanja ¢ijim se zbrajanjem dobije apsolutno ubrzanje
Cestice P.

Slika 5.14. Primjer 5.4: apsolutno ubrzanje cestice P.
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Projekcije ubrzanja cestice P na osi odabranog koordinatnog sustava su

a, =8, =75m/s’, a, =a —al; =15-625=-47,5m/s’

pa je (slika 5.14.b)

8, = a3 +a2, =757 + (- 47,5 =88,78m/s?,

a, = arctan(]aay / aax): arctan(47,5/75)=32,35°.

Primjer 5.5.

Kolo sastavljeno od dvaju diskova, radijusa R; =0,25m i R, =0,4m, kotrlja se bez klizanja
po horizontalnoj podlozi (sl. 5.15).

Slika 5.15. Primjer 5.5.

Duz zlijeba na obodu vecega diska giba se Cestica P konstantnom relativnom brzinom

V. =2m/s. U polozaju prikazanom na slici poznata je brzina i ubrzanje sredista S kola. Odrediti
apsolutnu brzinu i ubrzanje Gestice P ako je Vg =2Mm/S i ag =8m/s’.
Rjesenje:

Apsolutna brzina: koristit ¢e se osnovna vektorska jednadzba (5.8):

v, =V, +,.

a

Vektor relativne brzine poznat je po intenzitetu, pravcu i smjeru, dok ¢e se vektor prijenosne
brzine odrediti s pomo¢u izraza:

Vp =V, =Vs +Vyus

gdje je s P1 oznacena toCka na kolu koja se u promatranom trenutku poklapa s Cesticom P.

Brzina srediSta kola je zadana, dok je vektor V¢, kako je poznato, okomit na SP1 i usmjeren u

smjeru kutne brzine @ kola, a intenzitet mu je:
Vos =R, @=0,4-8=3,2m-s™,

jer je
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a) b)

Slika 5.16. Primjer 5.5: apsolutna brzina cestice M.

Uvede li se koordinatni sustav Pxy s ishodistem u P, kako je to prikazano naslici 5.16.a, bit ¢e
(slika 5.16.b):

Vo = V5, +V5, =1/6,2°+1,732° =6,437 m-s "
a, =arctan(vp, /Vp, ) =arctan(l, 732/6.2) =15,61°
gdje je:
Ve =V, +Vpg +Vg-C0S60° =2+3,2+2-0,5=6,2m-s;
Vp, =Vg-SiN60° =2.0,866=1,732m-s,
Apsolutno ubrzanje: Apsolutno ubrzanje Cestice P dano je jednadzbom (5.12):
8, =4, +8,+4,, .

Relativna putanja je kruzna, pa je zgodno relativno ubrzanje izraziti preko prirodnih
komponenata:

gdje je:

=—=10m-s~, af:dvr=0m-s*2.
0,4 dt

Prijenosno ubrzanje jednako je ubrzanju cestice M1 na obodu kola, koja se poklapa s tockom
M u promatranom trenutku, tj.:

= = =T

_ _ = =N
&, =8, =a +a) +3.
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Ubrzanje srediSta dg zadano je zadatkom; normalna komponenta ubrzanja zbog rotacije oko S
je:

a). =R, -’ =0,4-82=256m-s”,

dok je za odredivanje komponente a,T,lls potrebno poznavati kutno ubrzanje kola.

Bududi da je
o=
1
vrijedi i
g=90_ 8 _gp52
dt R

jer je udaljenost R ¢estice S od pola brzina konstantna cijelo vrijeme gibanja. Sada je:
aps =R, 6=0,4-32=12,8m-s”.
Vektor Corriolisova ubrzanja dan je izrazom (5.13):
a,, = 2(?)p xV,,
a njegov intenzitet izrazom (5.14):
By =2, -V, -5iN(@,,7, ).
Budu¢i da je vektor prijenosne kutne brzine @, =@ okomit na ravninu slike (ulazi u sliku), a
vektor V. lezi u toj ravnini, bit ¢e sin (c?)p,vr) =sin90° =1, pa je:

a, =2-8:2:1=32m-s”.

Pravac &, okomit je na pravce vektora @, i V,, a smjer mu je odreden pravilom desne ruke
(sl. 5.17.a).
b) ¢)
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Slika 5.17. Primjer 5.5: &) smjer i pravac acor; b) apsolutno ubrzanje cestice P.

Na slici 5.17.b prikazane su sve navedene komponente apsolutnog ubrzanja cestice P, pa ono
iznosi (slika 5.17.c):

8, =&, +2, =4/16,8° +60,7° =63,0m-s,

a, =arctan (‘apy ‘ / apx) =arctan(60,7/16,8) = 74,53°,
gdje je:

8, = 855 +85 C0s60° =12,8+8-0,5=16,8m-s™

a,, =a;5in60° —a" —ap —a,, =8:-0,866-10—25,6-32=-60,7 m-s™.

Zadatak 5.5. Kvadratna ploca rotira oko osi kroz oslonac O. U ploc¢u je urezan Zlijeb AB duz

kojega se giba &estica P konstantnom relativnom brzinom V, =4 m/s.

U polozaju prikazanom na slici Z.5.5, kada je stranica AB vertikalna, poznata je kutna brzina i

kutno ubrzanje ploce.

Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje Cestice P ako je zadano: b=0,8m, w=5s"

e=45s72.

bia |, b4 bia|]| b4 |

A
Slika Z.5.5. Zadatak Z.5.5.

Odgovor: v, =6 m/s, a, =50,03m/s?.
Zadatak 5.6. Stap OA rotira konstantnom kutnom brzinom « —1s* oko oslonca O. Duz $tapa

se istovremeno giba kliza¢ B (sl. Z.5.6.) kojemu se udaljenost od oslonca O mijenja prema
zakonu:

s, =0,25+0,15-t* m.

Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje klizaca B u trenutku ¢, = 2s.
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Slika Z.5.6. Zadatak Z.5.6.

Odgovor: v, =2,311m/s, a, = 3,617 m/s?.

Zadatak 5.7. Disk radijusa R =0,6 M kotrlja se bez klizanja po horizontalnoj podlozi. Brzina

sredista diska je konstantna i iznosi Vo =3m/S. Duz Zlijeba AB diska giba se jednoliko Gestica

P. U poloZaju prikazanom na slici Z.5.7. relativna brzina &estice P je V, =3 m/s.

Odrediti apsolutnu brzinu i apsolutno ubrzanje Cestice P u zadanom poloZzaju.

Slika Z.5.7. Zadatak Z.5.7.
Odgovor: vV, =3m/s, a, =25,98 m/s? .
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6. DINAMIKA KRUTOG TIJELA

6.1. DINAMICKI MOMENTI TROMOSTI

Polozaj srediSta masa, kako sustava Cestica tako i krutog tijela, ne karakterizira u potpunosti
raspored masa sustava. Naime, promotri li se gibanje jednostavnog mehanizma, sastavljenog

od poluge CD mase m, i dviju Cestica A i B jednakih masa m, koje su na jednakim
udaljenostima r od osi z, oko koje sustav moze rotirati (sl. 6.1), uocit ¢e se da pove¢anjem
udaljenosti r raste otpor sustava promjeni stanja gibanja iako nije doslo do promjene mase ni
polozaja sredista masa.

z

3

|

@)
A
Y

)

>
vy

1
Slika 6.1. Uz dinamicke momente tromosti

Zakljucuje se da ukupna masa sustava i poloZaj centra mase nisu dostatni za opisivanje ukupne
tromosti sustava (krutog tijela).

Veli¢ine, koje 0sim 0 masi ovise i 0 geometrijskim svojstvima tijela, nazivaju se skupnim

imenom dinamic¢ki momenti tromosti ili inercije.

6.1.1. Aksijalni i centrifugalni moment tromosti

Aksijalnim momentom tromosti naziva se skalarna veli¢ina koja je jednaka sumi umnozaka
masa svih Cestica tijela i kvadrata njihovih udaljenosti od te osi:

I, =Y mr’ (6.1)
ili za homogeno tijelo:

1, = jmrzdm, (6.2)

gdje je s r oznacena udaljenost diferencijala mase (odnosno i-te ¢estice) od osi & (sl. 6.2.a).

1z slike 6.2.b vidi se da su momenti tromosti za osi pravokutnoga koordinatnog sustava:

I, =I(y2+zz)dm; l, =I(22+x2)dm; 1, :j(x2 +y*)dm (6.3)

m m m

jer je
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=y’ +2°, ri=y’+z*, ri=y*+z°.

Slika 6.2. Uz definiciju dinamickih momenata tromosti

Iz definicije (6.1) slijedi da je jedinica momenta tromosti kg:m? te da je aksijalni moment

tromosti uvijek veéi od nule.
Polumjerom tromosti i, naziva se veli¢ina koja podignuta na kvadrat i pomnoZena s masom

tijela daje aksijalni moment tromosti tijela za os &:

=2
I, =1;-m
ili
. I,
== (6.4)
m

Za razliku od aksijalnoga, centrifugalni ili devijacijski moment tromosti definira se za par osi.

Centrifugalnim ili devijacijskim momentom tromosti |, naziva se skalarna veli¢ina koja je

jednaka sumi produkata masa svih Eestica tijela i njihovih udaljenosti od osi & i 7:
., :Zmiéni (6.5)

ili za homogeno tijelo:
1,, = [ éndm. (6.6)
m
Za osi pravokutnoga koordinatnog sustava je:
IXy:jxydm; Iyzzjyzdm; szzjzxdm (6.7)
m m m
I, prema definiciji, moze biti ve¢i od nule, manji od nule ili pak jednak nuli.
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6.1.2. Momenti tromosti za paralelne osi (Steinerovo pravilo)
Momenti tromosti nekog tijela bit ¢e u opéem slucaju razliciti za razlicite osi (ili parove osi).
AKO je medutim poznat moment tromosti tijela za neku os &, moze se moment tromosti za neku
drugu, njoj paralelnu os, dobiti jednostavnim preracunavanjem bez integriranja. Postupak je
narocito jednostavan u sluc¢aju da jedna od tih osi prolazi kroz centar mase tijela.
Neka je poznat aksijalni moment tromosti tijela prikazanoga na slici 6.3.a za 0s x kroz centar

mase 1 neka se traZzi moment tromosti za njoj paralelnu os X; .

a) b) z

Z

Slika 6.3. Dinamicki momenti tromosti za paralelne osi

Prema (6.3) je:

IX:j(y2+zz)dm lezf(yf+zf)dm,

m m

dok sa slike 6.3.b slijede jednakosti:
y,=y+a; z,=2+b.

Uvrstenjem tih jednakosti u izraz za |, dobije se:
L, =J.[(y+a)2 +(z+b)2}dm:

=I(y2 + zz)dm+2aj ydm+2b_|. zdm+_[(a2 +b?)dm.
m m m m

Prvi integral na desnoj strani predstavlja aksijalni moment tromosti tijela za os x kroz centar
mase. Drugi i tre¢i integral su po definiciji jednaki nuli jer su koordinate centra mase u sustavu

Oxyz jednake nuli. Tre¢i integral jednak je produktu iz mase tijela i kvadrata udaljenosti izmedu

osi X i X; (d* =a®+b?). Konac¢no je:
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1, =1, +md?. (6.8)

Jednakost (6.8) izrazava tzv. Steinerovo pravilo koje glasi: Moment tromosti za neku os jednak
je zbroju momenta tromosti za njoj paralelnu os koja prolazi kroz centar mase tijela i umnoska
mase tijela i kvadrata udaljenosti izmedu tih paralelnih osi.

6.1.3. Momenti tromosti sloZenih tijela

Momenti tromosti razlicitih tijela prema jednoj te istoj osi mogu se zbrajati algebarski:

L=>1. (6.9)
To pravilo olakSava izraCunavanje momenata tromosti slozenih tijela, koje je u geometrijskom

smislu sastavljeno iz nekoliko jednostavnih oblika poznatih momenata tromosti.

Obicno su poznati momenti tromosti pojedinih dijelova tijela za osi kroz njihova vlastita teZista.
Primjenom Steinerova pravila moraju se ti momenti prera¢unati za promatranu os i tek zatim
zbrajati.

6.2. DINAMIKA RAVNINSKOG GIBANJA KRUTOG TIJELA

6.2.1. Aksijalni momenti tromosti nekih homogenih tijela
6.2.1.1. Tanki homogeni Stap

Odredit ¢e se aksijalni moment tromosti tankog $tapa AB duljine | i mase m (sl. 6.4).

¥
dm m
A C ’ B X
Z w
< ! >

Slika 6.4. Tanki homogeni Stap

Neka je tocka A ujedno i ishodiSte koordinatnog sustava Oxyz. Moment tromosti Stapa za os
Az, prema (6.3) je:

IAzzj(x2+y2)dm.

Buduc¢i da se poprecne dimenzije Stapa mogu zanemariti, bit ¢e za svaki djeli¢ mase y=0.

Diferencijal mase dm dan je izrazom:
dm=—dx

pa gornji integral prelazi u
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(6.10)

Moment tromosti Stapa za os Z Kroz centar mase dobije se primjenom Steinerova pravila, prema
kojem je:

I, =1, —m ! 2—iml2 (6.11)
Cz Az 2 12 : '
6.2.1.2. Tanki kruzni prsten
A ¥
m
R
| X
Z] C

dm

Slika 6.5. Tanki kruzni prsten

Na slici 6.5 prikazan je tanki homogeni kruzni prsten mase m i polumjera R. Ovdje ¢e se
odrediti moment tromosti prstena za os Z kroz centar mase C prstena. Kako su svi elementarni
djeli¢i prstena na jednakoj udaljenosti r =R od osi Cz, to je prema 6.2:

le, = [r’dm=R?[dm=mR?, (6.12)

6.2.1.3.  KruZna plo¢a

Odredit ¢e se moment tromosti kruzne ploce za os Z koja prolazi njenim centrom mase i
okomita je na ravninu ploce (sl. 6.6.a).

a) Y b)

<l m

i .
X 3

| ’

-

e s o -

dm

)
Slika 6.6: a) kruzna ploca, b) valjak.
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U tu svrhu uocit ¢e se elementarni prsten polumjera I' i debljine dr, povrsina kojega je
dA =2zrdr. Masa tog elementarnog dijela iznosi:

m 2m
dm= pdA=——27xrdr =—-rdr,
P Rz R®

gdje je o=m/ A - masa po jedinici povrsine ploge.

Dalje je:

4R
jrzdm_— rdr —2—T~r— =1mR2. (6.13)
RZJ RZ 4| 2

Identic¢an izraz dobio bi se pri odredivanju momenta tromosti valjka mase m i polumjera R
za 0s Z koja se poklapa s njegovom uzduznom osi (sl. 6.6.b).
6.2.1.4.  Pravokutna ploca

Tanka homogena pravokutna plo¢a mase M, sa stranicama a i b, prikazana je na slici 6.7.
AY

A
Y

Slika 6.7. Pravokutna ploca

Pri odredivanju momenta tromosti za os Z kroz centar mase koristit ¢e se postupak sli¢an
onomu koji je primijenjen za tanki Stap. Moment tromosti plo¢e za os Az, koja prolazi kroz
jedan vrh i okomita je na ravninu ploce, bit ¢e:

I, jx+y dm pjx+y =—_[x+y :—J.xzdx'[yzdy

gdje je o =m/ A masa ploce po jedinici povrsine, a dA = dxdy elementarna povrsina.

Integriranjem gornjeg izraza dobije se:
_ 1 2 2
., _gm(a +b?). (6.14)

Primjenom Steinerova pravila dobije se izraz za moment tromosti ploc¢e za os Z Kroz centar
mase:
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|l =1, -mAC =1, —-m (EJZJ{E)Z =1m(a2+b2)—1m(a2+b2)
@ s & 2 2 3 4

ili konacno:

|szém(a2+b2). (6.15)

Primjer 6.1.

Potrebno je odrediti moment tromosti plo¢e oblika Cetvrtine kruga polumjera R (sl. 6.8) za os
Z koja prolazi centrom mase ploce i okomita je na ravninu slike. Masa ploce je m .

A Y

z 3

S
Slika 6.8. Primjer 6.1.

Rjesenje:

Pretpostavit ¢e se, radi opCenitosti, da je ploca oblika kruznog isjecka i vr$nog kuta 2 (Sl.
6.9).

Slika 6.9. Ploca oblika kruznog isjecka vrsnog kuta 20

Najprije ¢e se, radi jednostavnosti, odrediti moment tromosti ploce za os Z kroz tocku S.
Diferencijal mase plo¢e jednak je umnosku iz diferencijala povrsine ploce dA i mase ploce po
jedinici povrsine p :

m
dm= pdA=——"2radr,
r R%a
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gdje je 2radr elementarna povrsina. UvrStenjem u izraz (3.2) dobije se:

4R
2m 3dr:2—r2'r— :EmRZ’
R R* 4 2

0 0

Irzdm =

odakle je vidljivo da moment tromosti homogene ploce oblika kruznog isjecka, za os kroz

srediSte zakrivljenosti, ne ovisi o veli¢ini vr$nog kuta « .

Moment tromosti za os kroz centar mase dobit ¢e se primjenom Steinerova pravila, pri ¢emu je
udaljenost promatranih osi (uz o =7 /4):

—ngRsma 4\/_

wn

a 37r
Sada je:

IcZ=IAZ—mS_C2=mR2(5—£j 0,14mR?.
2 9r?

Primjer 6.2.

Odrediti moment tromosti za 0s Z koja prolazi centrom mase tanke homogene ploc¢e oblika
prikazanoga na slici 6.10. Koliki je radijus inercije ploce za tu os? Ukupna masa ploc¢e je m .

AY

m

Slika 6.10. Primjer 6.2.
Rjesenje:
Zadana plo¢a moze se podijeliti na dva jednostavna dijela, pravokutnik 1 Cetvrtinu kruga, ¢iji

su momenti tromosti ranije odredeni (moguce ih je naci i u tablicama priru¢nika).

Mase pravokutnog i kruznog dijela plo¢e odnose se kao njihove povrSine, a jednake su produktu

iz odgovarajuce povrine i mase ploge po jedinici povrsine (p=m/A):

m =—-m; m, = =4
=pA, = 'Ab i n K =PA= Ak 2+7[
gdje je:
A, = 2R? - povrsina pravokutnog dijela

A = R?n - povrsina kruznog dijela
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A=R?(2+m) - ukupna povrsina ploce.
Koordinate centra mase ploce dobiju se S pomocu poznatih izraza za teziste:

X X+ A X
xc=ZAA‘ A%t A K —1,324R;

. -
yo = AV _ AN A o0op
A A

gdje je:
X, =0,59R; y,=R; X =1849R; vy, =1151R.
Prema izrazu (6.9) bit ce:

cz I czp

+1 5 =0,942mR?,
gdje je:
| ¢ - traZzeni moment tromosti

I, - moment tromosti pravokutnog dijela za os Cz
| - moment tromosti kruznog dijela za os Cz.

Momenti tromosti l¢,, i lcy odredeni su primjenom Steinerova pravila, s tim da je pri

odredivanju |, to pravilo koristeno dvaput:

lgp = 1o, +8D, =0,162mR? +0,267mR? =0,429mR?

Iy = |, +SD, =0,342mR? +0,171mR? = 0,513mR?,

gdje je 1,, moment tromosti pravokutnog dijela za vlastito teziSte:

— 1 2 2\ _ 2
|pv_Emp(R +4R?)=0,162mR’,

§Dp je Steinerov dodatak za pravokutni dio:
« 2 2 2.
SD, =m, (xc—xp) +(yc—yp) =0,267mR";

l,, je moment tromosti kruznog dijela za vlastito teziste:

32

Ly =l —Mdf :%mk4R2 —m, sz =0,559m, R? =0,342mR?

dok je SD, Steinerov dodatak za kruzni dio:
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SD, :mk[(xc—xk)z+(yc—yk)2}:0,17lmR2.

Radijus tromosti razmatrane plo¢e za 0s z kroz centar mase dobije se prema (6.4):

2
i, = /& = /M =0971-R.
m m

Zadatak 6.1. Radijus tromosti tijela mase m=10 kg za os z koja prolazi njegovim centrom
mase je i, =1,2 m. Odrediti moment tromosti toga tijela za os z1 koja je paralelnasosi z ,aod
nje je udaljena za 0,6 m.

Odgovor: 1,, =18 kg-m?.

Zadatak 6.2. Odrediti moment tromosti homogene plo¢e mase m =10 kg za 0s z koja prolazi
njenim centrom mase. Plo¢a je oblika kvadrata stranice b =1m iz koje je izrezan krug radijusa
r=0,25m (sl. Z.6.2). Koliki je polumjer inercije ploce?

m

-«

Slika Z.6.2. Zadatak Z.6.2.

Odgovor: 1, =1,998 kg-m?, i, = 0,447 m.

z

Zadatak 6.3. Tijelo je sastavljeno od dvaju homogenih Stapova OA i BC jednake duljine
I=1mimasa m =12kg i m, =6Kkg koji su ¢vrsto vezani u tocki A (sl. Z.6.3). Odrediti
moment tromosti tijela za os z koja prolazi tockom O okomito na ravninu slike.

n . 12

Bt Aa > 1C

m,

m,

oy

Slika Z.6.3. Zadatak Z.6.3.
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Odgovor: 1, =10,5kg-m?.

z

Zadatak 6.4. Za kraj Stapa OA mase m, =24 kg i duljine | =1 m ¢vrsto je vezana Cestica mase
m, =3Kkg (sl. Z.6.4). Odrediti moment tromosti tijela za os zo kroz oslonac O i za os z koja
prolazi centrom mase zadanog tijela.

A

0 m
[O)

D — '

m,

Slika Z.6.4. Zadatak Z.6.4.

Odgovor: 1,5, =11kg-m?, I, =2,667 kg-m?.

6.2.2. Diferencijalne jednadzbe gibanja

Ako na kruto tijelo djeluje proizvoljni ravninski sustav sila F1, F, ..., Fi, ... Fn (slika6.11.a),
tada se taj sustav sila moze reducirati na proizvoljno odabranu tocku A pri ¢emu se dobije jedna
sila (rezultanta zadanog sustava) i jedan spreg sila kojemu je moment jednak algebarskoj sumi
momenata zadanih sila za tocku A.

b)

m

Slika 6.11. Ravninski sustav sila: a) zadani sustav sila; b) sustav reduciran na centar mase.

Ako se razmatrani sustav sila reducira na centar mase C, tada je (slika 6.11.b):
Fr-XF
M&=>"M¢E (6.16)
odnosno
Fac=2_Fi
Fy =D F, (6.17)

ME=> M.
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Kako je poznato iz kinematike ravninskog gibanja krutog tijela, svako gibanje tijela moguce je
prikazati kao zbroj dvaju eclementarnih gibanja: jedne translacije s kinematickim
karakteristikama tocke odabrane za pol i jedne rotacije oko tog pola.

y a) y
A A

Am,

Slika 6.12. Ubrzanje i-tog djelica mase

Ako se, radi jednostavnijeg izvodenja, za pol odabere tocka centar mase C za koju je vezan
koordinatni sustav Cxy (sl. 6.12.a), ubrzanje i-tog djeli¢ca mase bit ¢e (sl. 6.12.b):

4= +ay+aL,
gdje je
e =ho'; ac=re.
Uzimajuc¢i u obzir da je
ap, =—fw’cosa; ag =—fw’sina; ag =-tesing; ag, =recosa
te da je
cosa=x/r; sina=ylr,

bit ¢e projekcije ubrzanja i-tog djelica mase na koordinatne osi:

a, =ag, — X0 - Y& a8, =a,— Y0’ —X&. (6.18)

Dakle, ako je promatrano kruto tijelo mase m s centrom mase u tocki C podijeljeno na n

elementarnih djelica mase Am,, osnovna jednadzba dinamike za i-ti djeli¢ mase glasit ¢e:
Am, -8 = AF, +AS,, (6.19)

gdje je AF. rezultanta svih vanjskih sila koje djeluju na taj djeli¢ mase, a A§i rezultanta svih
unutarnjih sila koje na njega djeluju.

Jednadzba (6.19) projicirana na osi koordinatnog sustava glasi:

Ar‘ni ) a'ix = Ale +ASix ! Ami ) aiy = AFIY + ASiy ) (620)
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Uvrstavanjem (6.18) u (6.20) i sumiranjem po svim ¢esticama dobije se:
ZAmi (aCx - Xia)2 - yig) = ZAEX +zAsix ’

> Am, (acy — Y.+ xig) =Y AR, + Y AS,
ili zbog svojstva unutarnjih sila:
> Am (aCX X0’ — yig) =Fpi D AM (acy — Y+ xig) =Fy, (6.21)
gdje je F, glavni vektor svih vanjskih sila koje djeluju na promatrano tijelo.

Suma na lijevoj strani prvog od izraza (6.21) moze se prikazati u obliku:
ZAmi (aCX ~X " ~ Yig) = aCxZAmi _a)zzxiAmi _SZ yiAm;,

gdje je suma u prvom ¢lanu na desnoj strani ukupna masa tijela m, dok su sume u drugom i
treCem Clanu koordinate centra mase u sustavu s ishodiStem upravo u centru mase, dakle
jednake nuli.

Na isti se na¢in moze razmotriti suma na lijevoj strani drugog od izraza (6.21).
Izrazi (6.21) postaju:
ma, = Fg,, ma,, =k, (6.22)
ili
mad. = F,. (6.23)

Vektorskim mnoZenjem jednakosti (6.19) vektorom T, s lijeve strane i sumiranjem po svim

cesticama tijela dobije se:

ZﬁxAmi-éi =Zﬁxlfi+2ﬁx§i )

Prvi ¢lan na desnoj strani gornje jednadzbe jest glavni vektor momenata svih vanjskih sila za
toc¢ku C, a zbog svojstva unutarnjih sila drugi je jednak nuli.

Uvrstenjem izraza za ubrzanje i-te Cestice dobije se:
D FxAm (& +ag +ac ) =M¢.
Nakon razvijanja sume na lijevoj strani slijedi:
(X rAm )xdc+ > Am, (T xag )+ > Am, (T xag )= M¢. (6.24)
Prvi je ¢lan na lijevoj strani jednak nuli jer je ZAmiﬁ =mi;,a I, = 0, dok je drugi ¢lan na

lijevoj strani jednadzbe (6.24) jednak nuli jer su vektori T i &Y kolinearni.
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Kako vektori T, Ifi, d. 148 leze uistoj ravnini, to ée odgovarajuéi vektorski produkti imati

projekciju samo naos Z. S obziromnatodaje a. =&-r i I L&, vrijedi:
EXAM L =) Am 1P =M .
Budu¢i da je prema definiciji ZAmi r? =1, te &£=¢, konacno je:
l,p=ME. (6.25)

Izrazi (6.23) i (6.25) predstavljaju diferencijalne jednadzbe ravninskog gibanja krutog tijela:

ma, = F
(6.26)
I, 9= M(F;
ili
mX. = F,
my. = FRy (6.27)
I, 9= M(F; '

Jednadzbe (6.27) predstavljaju diferencijalne jednadzbe ravninskog gibanja krutog tijela u
analitickom obliku. Integriranjem tih jednadzba dobiju se X., Y. i ¢ kao funkcije vremena, a

time je odreden i zakon gibanja tijela. Oc¢ito je da su se prve dvije od jednadzba (6.27) mogle
dobiti izravno iz zakona o gibanju centra mase sustava Cestica.

Iz tre¢e od jednadzba (6.27) slijedi da ¢e kruto tijelo vrsiti translatorno gibanje samo tada kada

pravac rezultante vanjskih sila prolazi upravo centrom mase tijela (M¢ =0).

Ako tijelo vrsi rotaciju oko osi z kroz to¢ku C, iz (6.27) slijedi diferencijalna jednadzba rotacije
krutog tijela oko nepomicne osi:

IC2¢: M(Fs’

a ako tijelo vrsi rotaciju oko osi Z kroz tocku A, moze se pokazati da ¢e diferencijalna
jednadzba rotacije krutog tijela oko nepomicne osi biti:

|, p=ME. (6.28)

6.2.3. D'Alambertov princip

Ako se u jednadzbama ravninskog gibanja (6.26) ¢lanovi s lijeve strane prebace na desnu, dobit

¢e se:
Fs +(-ma.)=0

ME +(—ICZ¢):O
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ili uvodenjem oznaka F, =-ma. i M,, =—1,¢:

IER + IE’in = 6
(6.29)
ME+M, =0
te projiciranjem na osi pravokutnoga koordinatnog sustava:
FRx + I:in>< = 0
Foy + Finy =0 (6.30)
ME+M, =0.

JednadZzbe (6.29) odnosno (6.30) izrazavaju D'Alambertov princip za kruto tijelo, prema kojem
je moguce zadatke ravninskog gibanja krutog tijela rjeSavati principima statike ako se vanjskim

silama doda inercijska sila F, suprotna vektoru ubrzanja centra mase i inercijski moment M,

suprotan smjeru kutnog ubrzanja « tijela.

Primjer 6.3.

Biciklist mase m, =70 kg naglo zaustavlja bicikl mase m, =18 kg . Odrediti najvece usporenje

koje biciklist moZe ostvariti pa da ne dode do prevrtanja preko prednjeg kotaca. Centar mase
biciklista je u to¢ki Cy, a bicikla u tocki C» (slika 6.13).

Slika 6.13. Primjer 6.3.

Rjesenje:

Sustav biciklist-bicikl osloboden veza, s ucrtanim vanjskim aktivnim silama, reakcijama veza i
inercijskim silama, prikazan je na slici 6.14.

Suma momenata svih sila u odnosu na to¢ku A mora biti jednaka nuli:
> Mg =mg-07+m,g-05-F-12—F,-07-F-15=0.

Sustav ¢e se poceti prevrtati preko prednjeg kotaca (oko tocke A na slici) u trenutku kada
normalna reakcija u osloncu B postane jednaka nuli, pa se gornja jednadzba moze napisati u
obliku:
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> My =mg-07+m,g-05-ma-1,2-m,a-0,7=0,

le 1,5m 5l

Slika 6.14. Dinamicka ravnoteza biciklista i bicikla

odakle je
a-(m -12+m,-07)=g-(m -0,7+m,-0,5)
_ .M -0,7+m,-05 _981. 70-0,7+18-0,5 25’89m.
m,-1,2+m,-0,7 70-1,2+18-0,7 s?
Primjer 6.4.

Valjak polumjera R i mase m kotrlja se bez klizanja niz kosinu nagiba « (slika 6.15). Odrediti
kutno ubrzanje valjka i minimalni koeficijent trenja x potreban da ne nastupi klizanje.

Slika 6.15. Primjer 6.4.

Rjesenje:

Odabere li se koordinatni sustav premaslici 6.16, bit ¢e diferencijalne jednadzbe gibanja valjka:

D> F =0: m¥ =mgsina—F (1)
2. F,=0: mj.=F,-mgcosa )
> M, =0: l.,p=FR. (3)
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Slika 6.16. Dinamicka ravnoteza valjka
Buduci da centar mase valjka vrsi pravocrtno gibanje duz osi X, bit ¢e . =0, odnosno
F,=mgcosa .
Iz uvjeta kotrljanja bez klizanja slijedi dodatna kinematicka veza X. = R¢, pa se eliminacijom
sile trenja iz jednadzba (a) i (c) dobije:
I, =m(gsina—Rgp)
ili
. mgsina 29

=—.singa,
I, +mR 3R

gdje je 1, :%mR2 moment inercije valjka za os z kroz centar mase. Kutno ubrzanje valjka

ovdje je konstantna veli¢ina i nije ovisno o masi samog valjka.
Iz jednadZbe (c) slijedi sila trenja:

= =%mgsina.

T R
Klizanje nece nastupiti ako je ispunjen uvjet:
Fr < Froax = 4Ry

odakle je:

uzt=tana.
F 3

Ako bi koeficijent trenja u bio manji od ovdje dobivene velicine, valjak bi se niz kosinu kotrljao
s klizanjem, a tada ne bi vrijedila kinematicka veza X. = R¢ . Kutno ubrzanje valjka ostalo bi
u tom slucaju nepromijenjeno, dok bi se ubrzanje centra mase valjka X. izracunalo iz jednadzbe

(a) pri Cemu bi na mjesto F, dosla grani¢na vrijednost sile trenja F,__ .
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Primjer 6.5.

Pravokutna plo¢a mase m vezana je za podlogu cilindri¢nim zglobom u A i uzetom u B (sl.
6.17.a). Odrediti reakciju u zglobu A u trenutku kada pukne uze BD.
Zadano: m=20kg, a=08m, b=0,6 m.

a) b)
!!D
m
B B
A
F.=ma; a M=Le
S b C
/C\\ //,/ A
,/’/ a b/2
A v Al mgw T o=0]
a R Fo ¥ ap
F/\y

Slika 6.17: a) primjer 6.5, b) ploca oslobodena veza.
Rjesenje:
U trenutku kidanja uzeta u B kutna brzina ploce bit ¢e jednaka nuli, dok ¢e kutno ubrzanje biti

razli¢ito od nule.

Na slici 6.17.b prikazana je plo¢a oslobodena veze u A. Na plo¢u osim vlastite teZine i reakcije
veze u A djeluje i inercijska sila suprotna smjeru tangencijalnog ubrzanja:

F,=ma; =m-AC=¢
te spreg inercijskih sila u odnosu na centar mase (suprotno smjeru &) momenta:
M, =1,¢,

in
pa se mogu napisati jednadzbe dinamicke ravnoteze ploce:

> F,=0: F,—F,sina=0

> F,=0: F, —-mg+F, cosa=0

M, =0: mg%—FmAT:—Min -0,

@j ( j 0424032 =05 m

b_06
a

gdje je:

tana =—= =0,75, paje a=36,87°

0,

oo

Fin :maT :m/A\_C:'EZO,Smg
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jer je
e =ém(a2 +b2)=ém(0,82 +O,62)=$m.

Jednadzbe dinamicke ravnoteze sada su:

> F,=0: F, —05mesin3687°=0 (1)

D> F,=0: F, —mg+0,5msc0s36,87=0 )
1

ZMA=O: O,4mg—0,25mg—Emg=0. (3)

Iz jednadzbe (3), nakon mnozenja s 12 i dijeljenja s m, dobije se

_48

&£ 0=12-981=1177s""

nakon Cega iz jednadzba (1) i (2) slijedi:
F, =0,5mesin36,87°=0,5-20-11,77sin 36,87° = 70,63 N

F, =mg—-0,5mecos36,87 =20-9,81-0,5-20-11,77 cos 36,87° =102,02 N .

\2

Sada je

Fo =+ (Fu ) +(F,, f =+/70,632 +102,022 =1241N.

Zadatak 6.5. Putnicki zrakoplov ukupne mase od 150 tona slije¢e na pistu brzinom
Vo =50 m/s. Usporavajuéi se jednoliko zrakoplov se zaustavi na udaljenosti od 500 metara od

pocetka koCenja. Odrediti normalne reakcije podloge na prednje odnosno straznje kotace
zrakoplova (sl. Z.6.5).

m

C
6 m
z —
<7m>
8 38m )

Slika Z.6.5. Zadatak Z.6.5.

Odgovor: F, =0,331-10° N, F,, =1141-10° N.
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Zadatak 6.6. Na disk mase m, =20kgi polumjera R=0,3m namotano je uze na ¢ijem
drugom kraju visi Cestica A mase m, =5Kkg. Sustav je pridrZzavan u stanju mirovanja u

poloZaju prikazanom na slici Z.6.6. Odrediti brzinu Cestice A 4 sekunde nakon pustanja iz stanja

mirovanja. Kolika je sila u uzetu?

AQm,
Slika Z.6.6. Zadatak Z.6.6.

Odgovor: v, =13,08 m/s, S=32,7 N.

Zadatak 6.7. Na prsten mase m =50 kgi polumjera R =0,5m djeluje spreg sila momenta
M =50N-m (sl. Z.6.7.). Prsten se po horizontalnoj podlozi moze kotrljati bez klizanja.
Koliko je kutno ubrzanje prstena, a kolika sila trenja izmedu prstena i podloge koja osigurava

da ne nastupi klizanje?
\M

m

Slika Z.6.7. Zadatak Z.6.7.
Odgovor: £=2s?, F. =50 N.

Zadatak 6.8. Homogena kvadratna ploca mase m, =15kgi stranice b=0,5m vezana je
zglobom O za podlogu (sl. Z.6.8). U tocki A ploce Cvrsto je vezana Cestica mase m, =2 Kg,

koja je uzetom AB vezana za strop. Odrediti reakciju u osloncu O koja ¢e se pojaviti u trenutku

pucanja uZzeta.

Slika Z.6.8. Zadatak Z.6.8.
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Odgovor: F, =40,3N.

Zadatak 6.9. Stap mase m =100 kg i duljine 1 =2 m vezan je zglobom O za podlogu, dok se

u to¢ki A oslanja na horizontalnu prepreku (sl. Z.6.9). U jednom je trenutku uklonjena prepreka
u A. Odrediti kutno ubrzanje stapa i reakciju u osloncu O u tom trenutku.
A

m, [

45°
O

Slika Z.6.9. Zadatak Z.6.9.
Odgovor: &=5,203s7, F, =715 N.

6.2.4. Impuls sile. KoliCina gibanja

Kruto tijelo predstavlja, u dinami¢kom smislu, beskonacno mnogo kruto povezanih cestica
elementarne mase dm. Stoga ¢e vektor koli¢ine gibanja krutog tijela biti:

B = [vdm =mv,. (6.31)

m

Ukupni impuls sile jednak je sumi impulsa svih vanjskih sila koje na tijelo djeluju:

553

Naime, zbog svojstva unutarnjih sila suma impulsa unutarnjih sila jednaka je nuli.

Fdt = [F.dt. (6.32)

P — N
P — N

6.2.4.1.  Zakon o promjeni koli¢ine gibanja

Deriviranjem jednadzbe (6.31) po vremenu dobije se:

dB av, =
= em-—C—ma.=E., 6.33
dt dt e R (6.5
odnosno prva derivacija koli¢ine gibanja krutog tijela po vremenu jednaka je glavnom vektoru
svih vanjskih sila koje na tijelo djeluju.
6.2.4.2. Zakon o prirastu kolicine gibanja

MnozZenjem jednadzbe (6.33) s dt i integriranjem dobije se:

B,—B,=[Fdi=T. (6.34)

P — N

Jednadzba (3.34) izrazava zakon o prirastu koli¢ine gibanja koji glasi: Prirast vektora kolicine
gibanja u nekom vremenskom intervalu jednak je ukupnom impulsu vanjskih sila u tom istom
vremenskom intervalu.
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Projiciranjem vektorske jednadzbe (6.34) na osi pravokutnoga koordinatnog sustava dobije se:

BZx_le = Ix
B, —B, =1, (6.35)
BZZ _Blz = Iz '

6.2.4.3.  Zakon o odrZanju kolicine gibanja

Ako je glavni vektor svih vanjskih sila jednak nuli, jednadZzba (6.33) postaje:

dB

—=0
dt

B = konst. , (6.36)

tj. vektor koli¢ine gibanja krutog tijela nece se promijeniti ako je glavni vektor vanjskih sila
jednak nuli.

S obzirom na teorem o projekciji derivacije vektora ovaj se zakon moZe primijeniti i u slucaju
da je projekcija glavnog vektora sila na neku od osi koordinatnog sustava jednaka nuli.

Ako je npr. F, =0, bit ¢e:

6.2.5. Kineticka energija

Kineti¢ka energija djelica mase Am; krutog tijela prikazanoga na slici 6.18, koje vrsi ravninsko

gibanje, iznosi:

E :lAm. SV

Slika 6.18. Kineticka energija djeli¢a mase pri ravninskom gibanju

Kako je poznato iz kinematike, svako se ravninsko gibanje moze prikazati kao zbroj jednog
translatornog i jednog rotacijskog gibanja.
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Uzme li se pri tom za pol trenutni pol brzina tijela, brzina i-tog djeli¢a bit ¢e:

Vi = VPV +vin = \7in’
jer je po definiciji v,, =0, pa je:
2

. o 2 2 2
Vi =V oV, =V; -V, -c0s0° =V =vip, =(rw)" .

Ukupna kineti¢ka energija tijela jednaka je sumi kinetickih energija svih djelica tijela:

2
E.=> Eq =%Z“Ami (rw)’ =C‘)7Z:Ami 12,
gdje je po definiciji suma:
ZAmi : r-i2 = IPvz
jednaka momentu tromosti mase za os z kroz trenutni pol brzina.

Konacno je:

Pvz

1
Ek=5| o

tj. kineticka energija krutog tijela jednaka je polovini umnoSka momenta inercije tijela za os z

kroz trenutni pol brzina i kvadrata kutne brzine tijela.

U opc¢em slucaju ravninskog gibanja polozaj trenutnog pola brzina se mijenja, pa bi moment

inercije 1., trebalo izracunavati za odredene polozaje tijela. Medutim, primjenom Steinerova

pravila moZe se dobiti jo§ jedan izraz za izraCunavanje kineticke energije krutog tijela pri

ravninskom gibanju. Kako je prema Steinerovu pravilu:

lp,, =1, +mM-CPZ,

Pvz
bit Ce:

Ek=1m-cpfa)2+ilczw2
2 2

te konaéno zbog v, =CPy - o

1 1
Ek :Emvé +EICZCO2 .

Iz jednadzbe (6.38) slijedi: kineticka energija krutog tijela pri ravninskom gibanju jednaka je

zbroju kineticke energije translacije brzinom centra mase i kineticke energije rotacije oko

centra mase.
I ovdje ¢e vrijediti zakon o prirastu kineticke energije:
E.—Eq.=W,

tj. prirast kineticke energije jednak je radu vanjskih sila.



6.2.5.1. Rad sprega sila
Neka na kruto tijelo djeluje spreg sila (lf,—lf) momenta M =F -h, kako je to prikazano na

slici 6.19, i neka promatrano kruto tijelo rotira oko osi kroz tocku 0.
Diferencijal rada sprega sila je:

dW = Fds, — Fds, .

< a \(ﬂ J: h i
ol » l A | 2
______________________ }_ _(jﬂ__ 1 ds, ds,

~

Slika 6.19. Rad sprega sila
Kako je ds, =(a+h)de i ds,=adg, slijedi
dW = Fhdep =Mde,

Sto nakon integriranja daje:
2
W = j Mdg - (6.39)
1

Iz jednadzbe (6.39) slijedi da ¢e rad sprega sila u slucaju translatornog gibanja biti jednak nuli
(jer je tada dp=0).
Snaga, dana izrazom (3.25), sada se moze pisati i u obliku:
p_IW _Mdo_ (6.40)
dt dt
Primjer 6.6.

Kolo mase m i polumjera R Kotrlja se bez klizanja po horizontalnoj podlozi pod djelovanjem
sprega sila konstantnog momenta M (sl. 6.18). Odrediti kutnu brzinu kola u trenutku kada mu

centar mase prevali put . U pocetnom trenutku kutna brzina kola bila je @,. Koliko je kutno

ubrzanje ¢ kola? Zadano: R; s; m; M ; .

m

Slika 6.20. Primjer 6.6.
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Rjesenje:

Zadatak ¢e se rijesiti S pomoc¢u zakona o prirastu kineticke energije:

Ek — EkO :W I (a‘)
gdje je:
E, —% lp,@° = % mR%w? - kineti¢ka energija u promatranom trenutku;
1 »_3 2 2 _ kinetis s X .
Eo = > o, @f = " mR?@? - Kineticka energija u poCetnom trenutku;

I, = |, +mR* - moment inercije kola za os kroz trenutni pol brzina;

Pvz
W=M-p=M .%- rad vanjskih sila.
Rad vanjskih sila jednak je radu momenta M jer je rad sile trenja pri kotrljanju jednak nuli:

2 2 S
W:Idezde¢:M¢:M-E,
1 1

pri ¢emu je kut ¢ odreden iz uvjeta kotrljanja bez klizanja iz kojeg proizlazi jednakost:
S=Rg.

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u pocetnu jednadzbu (a) slijedi:

4Ms
COZ = 0)2 +— b
° 3mR® (b)
o > 4Ms
% 3mR®

Deriviranjem izraza (b) po vremenu dobije se:

dw 4M ds
20— =—5-—-

dt  3mR® dt
Buduci da je

d_a) =&, te E = Ve = Ra) ’

dt dt
bit ¢e:
2M
E=—--.
3mR?

Primjer 6.7.

Tijelo prikazano na slici sastavljeno je iz §tapa duljine 2R i mase 3m te kruznog diska radijusa
R imase m.
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3m

~
©

o=
Y

3
!

Slika 6.21. Primjer 6.7.

Odrediti kutnu brzinu tijela u trenutku kada, nakon pustanja iz stanja mirovanja (poloZaj na slici
6.21), stap prode kroz vertikalni polozaj. Zadano: R=0,4m.

Rjesenje:
Primijenit ¢e se zakon o promjeni kineti¢ke energije:
E,—Eo, =W, (a)
pri ¢emu je kineticka energija na pocetku gibanja E,, =0.
Buduci da je tocka O stalni pol brzina prikazanog tijela, kineticka energija E, odredit ¢e se

prema izrazu (6.36):

1 1
Ek = E IPvza)2 = E IOza)2 ! (b)

gdje je 1,, moment tromosti tijela za tocku O, i jednak je:

lo, =15, + 1, = 4mR? +9,5mR> =2—27mR2,

gdje je 15, moment tromosti §tapa, a 1, moment tromosti diska za tocku O:
§ § TG 1 2 2 2-
15, =15, +SD =E-3m-(2R) +3mR? =4mR?;

12 =13 +Sp* =émR2 +m(3R)’ =%mR2;

gdje su 13, i 18, vlastiti momenti tromosti $tapa, odnosno diska, dok su SD* i SD? Steinerovi
dodatci za moment tromosti u odnosu na tocku O.
Rad vanjskih sila je:
W =W +WS = 6mgR,
pri ¢emu su pojedini radovi:

WS =3mgR,

210



WS =3mgR.

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u (a) dobije se:

2747 mR?w® = 6mgR

te nakon sredivanja:

Primjer 6.8.

Stap mase m i duljine | pridrzava se u stanju mirovanja u poloZaju prikazanom na slici 6.22. O
tocku B Stapa vezana je opruga konstante krutosti € koja je u prikazanom poloZaju nerastegnuta.
Opruga je drugim krajem vezana za horizontalni kliza¢ C. Odrediti, zanemarujuci trenje, kutnu

brzinu Stapa pri njegovu prolasku kroz najnizi polozaj.

Zadano: m=60kg, | =1m, ¢ =500 N/m.

C
A
[, €
0 |=—= B __a
« 304 > m, !

Slika 6.22. Primjer 6.8.

Rjesenje:
Primijenit ¢e se zakon o promjeni kineticke energije:

E,—E,=W (a)
pri ¢emu je kineticka energija na poCetku gibanja E,, =0.
Kineticka energija Stapa pri prolazu kroz vertikalni polozaj E, odredit ¢e se prema izrazu
(6.36):
1 21, o 1, , 601

E, ==Il,,0°==l,0" ==ml"ow° = @* =10-w,
k 2 Pvz 2 Oz 6
gdje je 1,, moment tromosti Stapa za tocku O:
1
I, ==ml?.
Oz 3

Rad vanjskih sila je zbroj radova tezine $tapa i sile u opruzi (sl. 6.23):
W =W, +W,, =294,3-140,6 =153,7 N-m,

pri ¢emu su pojedini radovi:
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WG:mg-IE:60-9,81-0,5:294,3N-m
2
C/r o o c c (3l 500 5
W, =—(x2=x)=—=-x2=—=.| = | =—==.0,75* =—-140,6 N-m .
° 2()<1 X") 2 % 2(4) 2
C
=L _
\.4;;1_0_'_,‘,_—7_
c l
O|ln 1
12
—F
1/4
B A 4
Al

Slika 6.23. Prolaz Stapa kroz najnizi polozaj

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u (a) dobije se:

10-®* =153,7 ,
odakle je:
o= 220 _30257.
10

Zadatak 6.10. Dva bubnja radijusa R=0,4m i r =0,3m medusobno su povezana u jedno
tijelo ukupne mase m, =80 kg . Na manji je bubanj namotano uze na ¢ijem kraju visi teret A
mase m, =30kg, a na veéi uZe na ¢ijem kraju visi teret B mase m, =40Kkg. Sustav je u

pocetnom trenutku mirovao.

B -l

Slika Z.6.10. Zadatak Z.6.10.
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Odrediti brzinu tereta A u trenutku kad se teret B spusti za 1 metar iz pocetnog polozaja (sl.
Z.6.10) ako je polumjer inercije tijela koji ¢ine veéi i manji bubanj za os kroz to¢ku O
lLo=03m.

Odgovor: v, =1,377 m/s.

Zadatak 6.11. Disk mase m i polumjera R vezan je zglobom O za zid, a zglobom A za oprugu
konstante krutosti ¢. U po¢etnom trenutku sustav je mirovao, a opruga je bila nerastegnuta (sl.
Z.6.11).

Slika Z.6.11. Zadatak Z.6.11.

Odrediti krutost opruge ako je u polozaju kada je spojnica O1A vertikalna kutna brzina diska
jednaka nuli. Zadano: m=25kg, R=0,25m.

Odgovor: ¢ =3211 N/m.
Zadatak 6.12. Odrediti kutnu brzinu diska oblika kruznog prstena (sl. Z.6.12) u polozaju kada

je @y =90° ako je u polozaju ¢, =0° kutna brzina diska bila @, =5s™". Vanjski polumjer

diska je R=0,6 m, aunutarnji r=0,25m.

Slika Z.6.12. Zadatak Z.6.12.

Odgovor: o, =3,9s™.

Zadatak 6.13. Stap mase m, =10 kg i duljine I =1,2 m na koji je &vrsto vezana &estica A

mase m, =2 kg pridrzava se u stanju mirovanja u polozaju prikazanom na slici Z.6.13.

Odrediti brzinu ¢estice A pri njezinu prolazu kroz najnizi polozaj.
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Slika Z.6.13. Zadatak Z.6.13.

Odgovor: v,, =6,808 m/s.

Zadatak 6.14. Disk mase m, =20 kg i polumjera R = 0,4 m moze se Kotrljati bez klizanja po

horizontalnoj podlozi. O srediSte A diska vezano je uZe koje je prebaceno preko dvaju
koloturnika (i 1) zanemarivih masa, te vezano za strop u O (sl. Z.6.14). Za srediste koloturnika

IT vezano je drugo uze na ¢ijem kraju visi teret B mase m, =8kg.

Odrediti kutnu brzinu diska u trenutku kad se teret B spusti za 2 metra ako je sustav u pocetku
mirovao.

O
. AJ I
|
m| | B

Slika Z.6.14. Zadatak Z.6.14.

Odgovor: @w=7,83s".
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6.2.6. Moment koli¢ine gibanja

Na slici 6.24 prikazano je kruto tijelo mase m koje vrsi rotaciju oko nepomicne osi z .

Slika 6.24. Moment kolicine gibanja za tocku

Koli¢ina gibanja elementarne Cestice mase dm iznosi:
dB =vdm = (&x7)dm,
a moment koli¢ine gibanja za tocku O:
dK, =FxdB = f’x(a?x f’)dm :
Integracijom po ukupnoj masi tijela dobije se:

Ko = [Fx(@xT)dm.
m

dB=vdm

V=ro

Slika 6.25. Moment kolicine gibanja za os

(6.41)

Za proucavanje ravninskog gibanja krutog tijela od prakti¢nog je znacaja projekcija momenta

koli¢ine gibanja na os rotacije. Tako je, prema slici 6.25, moment koli¢ine gibanja elementarne

destice mase dm zao0s z:

dK 5, =vdm-r = or’dm.
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Nakon integriranja po cjelokupnoj masi tijela dobije se projekcija momenta koli¢ine gibanja na
0S z kroz tocku A:
Ka =@ rPdm=1,0, (6.42)

m
tj. projekcija momenta koli¢ine gibanja na os rotacije jednaka je umnosku iz momenta inercije
promatranog tijela za tu os i kutne brzine w.
6.2.6.1.  Zakon o promjeni momenta kolicine gibanja za os
Deriviranjem po vremenu jednadzbe (6.42) dobije se:
C”;—tAZ =4, (?:I_T =158,
pri ¢emu je izraz na desnoj strani, prema (6.27), jednak momentu svih vanjskih sila za os

rotacije. Konacno je:

dKAz R
dt A ( )

Jednadzba (6.43) izrazava zakon o promjeni momenta koli¢ine gibanja koji glasi: Prva
derivacija momenta kolicine gibanja za os po vremenu jednaka je projekciji glavnog vektora
momenata vanjskih sila za tu os.

6.2.6.2.  Zakon o odrZanju momenta koli¢ine gibanja za os

Ako je projekcija glavnog vektora momenata na neku os jednaka nuli, tada je moment koli¢ine
gibanja za tu os konstantna veliCina.

Zbog MR =0 bit ¢ée

odnosno:
Ko, = konst.
Primjer 6.9.

Stap mase M i duljine 2l &vrsto je vezan za osovinu koja rotira oko vertikalne osi kutnom
brzinom w. Na Stapu su smjestene Cestice D i E jednakih masa m (sl. 6.26).

AZ

A

db o
i

o™
Slika 6.26. Primjer 6.9.
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Nakon ispustanja iz pocetnog polozaja Cestice se zaustave na krajevima Stapa AB. Odrediti

kutnu brzinu sustava u tom polozaju ¢estica. Kolika je promjena kineti¢ke energije sustava?
Zadano: m; |; w.
Rjesenje:
Budu¢i da je moment svih vanjskih sila za os z jednak nuli (MZR = O), primijenit ¢e se zakon
o odrzanju momenta koli¢ine gibanja za os, pa je:

l,o=1,m, =konst. , (a)

gdje je:
2
I, =im(2l)2 +2m(|—j _10p
12 2 12

1 2 > 28 .
I, =—m(2l) +2ml“ =—ml~“.
712 (21) 12
Iz jednakosti (a) slijedi:

AT,

Promjena kineti¢ke energije iznosi:

12 168 168
gdje je:
Efiud=imﬁﬁ
2 12
1 2 25 12 5
E, ,==1 =—ml
k1 2 1z 168

217



218



7. ODABRANA POGLAVLJA DINAMIKE

7.1. VIBRACIJE SJEDNIM STUPNJEM SLOBODE

Teorija vibracija (oscilacija s malom amplitudom) predstavlja osnovu ¢itavog niza podrucja u
fizici (mehanika, akustika, radiotehnika, ...). lako su razlicite fizicke prirode, ipak se
pokoravaju istim osnovnim zakonima. Stoga je izu¢avanje mehanickih vibracija korisno ne
samo zbog vaznosti mjesta koje zauzimaju u tehnici nego i zbog lakseg i boljeg razumijevanja
takvih pojava u drugim podrucjima.

7.1.1. Slobodne harmonijske vibracije

Promotrit ¢e se gibanje Cestice mase M po glatkoj horizontalnoj podlozi. Neka je Cestica za zid
vezana oprugom konstantne krutosti C, kako je to prikazano naslici 7.1.

Fo=CX

Slika 7.1. Slobodne harmonijske vibracije
Cestica se giba pod djelovanjem elasti¢ne sile u opruzi, koja je proporcionalna produljenju
opruge. Produljenjem opruge X naziva se razlika trenutac¢ne duljine opruge i njene duljine u
neoptere¢enom stanju X =1—1,. Sila u opruzi je:
F, =cx. (7.2)

Diferencijalna jednadZzba gibanja Cestice glasi:

mX = F, =—CX,
Sto se moZe napisati i u obliku:

X+w’x=0, (7.2)

gdje je:

konstanta koja ne ovisi 0 uvjetima gibanja.

Diferencijalna jednadzba (7.2) jest homogena diferencijalna jednadzba drugog reda s
konstantnim koeficijentima i zove se diferencijalna jednadzba slobodnih harmonijskih
vibracija.
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RjeSenje ove jednadzbe je:

X=C;sinwt+C, cosat, (7.3)
gdje su C, i C, konstante integracije.
Rjesenje (7.3) moze se prikazati i u obliku:

x = Asin(at+a) (7.4)
ako se umjesto konstanta integracije C; i C, uvedunove, A i «,tako da vrijedi:
C,=Acosa; C,=Asina.

Deriviranjem jednadzbe (7.4) po vremenu dobije se brzina Cestica:

V, =X=Amcos(at+a). (7.5)

Vibracije koje vrsi Cestica prema zakonu (7.4) nazivaju se slobodne harmonijske vibracije.
Kinematicke karakteristike takva gibanja dane su u dijelu Kinematika cestice u primjeru 2.19
(str.55) zakut ¢ =0.

Konstanta A naziva se amplituda vibracija, a veli¢ina ¢ = wt+a zove se faza vibracija.

Veli¢ina @ naziva se vlastita kruzna frekvencija vibracija, a vremenski interval T, za koji
to¢ka ponovno dode u pocetni polozaj, jest period vibracija. Za jedan period vibracija faza se
promijeni za 2x , tj. @l =2z, 0odnosno:

_2r

T (7.6)

0]
Veli¢ina f , koja je jednaka recipro¢noj vrijednosti perioda vibracija, naziva se frekvencija
vibracija:
1 o

Konstante integracije A i « odreduju se iz pocetnih uvjeta. Neka su pocetni uvjeti za X=X,

I X=X,. Iz jednadzba (7.4) i (7.5) dobije se:
%\ @
A= x§+(—°j ; tang = 220 (7.8)

7.1.2. Prigusene vibracije

Ovdje ¢e se prouciti utjecaj viskoznog prigusivaca na vibracije, kako je to prikazano modelom
na slici 7.2.

Pretpostavit ¢e se takoder da je sila otpora prigusivaca proporcionalna brzini Cestice i suprotno
usmjerena. Faktor proporcionalnosti naziva se koeficijentom prigusenja k (kg/s), pa je:
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Fo=cx

Slika 7.2. Prigusene vibracije
Diferencijalna jednadZzba gibanja sada glasi:
mX = —cX — kX, (7.9)

koja se, nakon dijeljenja s m, moze napisati u obliku:

X+2pX+w’x=0, (7.10)
gdje su uvedene oznake:
@° = E; 2 =£.
m m

Jednadzba (7.11) jest diferencijalna jednadzba prigusenih vibracija. RjeSenje ove
diferencijalne jednadzbe, uz uvjet @ > p, jest:

x=Ae"sin(at+a), (7.11)
gdje je:
o, =\ o* —p° . (7.12)
Vibracije koje se vrSe prema zakonu (7.11) nazivaju se prigusene vibracije. Dijagram tih

vibracija prikazan je na slici 7.3 i to izmedu krivulja Ae ™™ i —Ae ™, s obzirom nato da je

vrijednost sinusne funkcije izmedu 11 -1.

X A
T,

/ Ae”

A
Y

Slika 7.3. Dijagram priguSenih vibracija
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Sa slike je vidljivo da ove vibracije nisu periodi¢ne premda imaju svojstvo nekakva ponavljanja,
pa se 1 ovdje moZe govoriti o vremenu potrebnom da se izvede jedan ciklus. 1z dobivenih
jednadzba to vrijeme je:

2 2

A — (7.13)
2 2

@y " —p
a naziva se period prigusSenih vibracija.
Omjer izmedu amplituda vibracija u trenutku t i t, =t+T, zove se dekrement vibracija.
Budu¢i da je

x(t)=Ae "sin(at+a) i x(t+T)= Ae P sin(ot+a T +a),
bit ¢e dekrement vibracija:
X(t+Ty)
x(t)

=g Pl (7.14)

jer je, prema definiciji, o T, =27 te
sin(at+ay) =sin(ot+ao, +27).
Prirodni logaritam dekrementa vibracija jest logaritamski dekrement, i jednak je:
o =—pT. (7.15)

Gore re¢eno vrijedi ako je w> p. Ako je p >, odnosno k >+/2C , rjesenje diferencijalne

jednadzbe (7.10) nece sadrzavati trigonometrijske funkcije; gibanje tocke nece biti periodicno,
nego ¢e se ona pod utjecajem sile elastiCnosti postupno pribliZzavati poloZaju ravnoteZe.

Dijagrami gibanja u funkciji vremena za razli¢ite pocetne uvjete prikazani su na slici 7.4. i to:
- krivuljaaza X=X, i X=X,>0;
- krivuljabza x=X, i X=X,=0;

— krivuljacza X=X, i X=X,<0,

Slika 7.4. Dijagram puta i vremena
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7.1.3. Prisilne vibracije bez prigusenja. Rezonancija
Posebno vazno mjesto u proucavanju vibracija predstavlja slu¢aj kada na Cesticu osim sile
elasti¢nosti djeluje i periodi¢na sila F_, kojoj pravac pada u pravac gibanja ¢estice (sl. 7.5), a

intenzitet joj se mijenja prema zakonu:
F,=F, sinot. (7.16)

Ta sila naziva se poremecajna sila; vibracije koje nastaju pod djelovanjem te sile jesu prisilne
vibracije, dok se veli¢ina o zove frekvencija poremecajne sile ili frekvencija prisilnih
vibracija.

Slika 7.5. Prisilne vibracije bez prigusenja

Poremecajna sila moze se u opéem slucaju mijenjati po proizvoljnom zakonu, no ovdje ¢e se
poblize razmotriti poremecajna sila koja se mijenja prema (7.16) i jo§ se naziva harmonijska

poremecajna Sila.

Diferencijalna jednadzba gibanja Cestice koja se giba pod djelovanjem sile elasti¢nosti 1

poremecajne sile glasi:

mX =—cx+ F, -sinot
ili nakon dijeljenjas m iuvodenja oznake h=F,/m:

%+w’x=h-sinot. (7.17)

Jednadzba (7.17) jest diferencijalna jednadzba prisilnih vibracija bez prigusenja, a po svom
karakteru to je nehomogena linearna diferencijalna jednadZba drugog reda s konstantnim

koeficijentima. Kao Sto je poznato iz teorije diferencijalnih jednadzba, rjeSenje ove jednadzbe
dobije se kao zbroj rjeSenja homogenog dijela jednadzbe X, tj. rjeSenje jednadzbe (7.10) u
obliku (7.11), i partikularnog integrala X, nehomogene jednadzbe (7.17).
Uz uvjet o # w, partikularno rjesenje moze se pretpostaviti u obliku:
X, =C-sinot,

gdje je C Kkonstantna veli¢ina koja se dobije iz uvjeta da gornje partikularno rjeSenje
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu (7.17). Kako je

x=Co-sinct, te X=-Co’-sinot,

bit ¢e:
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—Co? -sinot +C-sinot = h-sinot

odakle je:

C=——. 7.18
PR (7.18)

Partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe je:
_h i
X, =———sinot, (7.19)
dok je njeno opce rjesenje:

x:xh+xp=A-sin(wt+a)+%-sinat. (7.20)

Konstante integracije A i « odreduju se iz pocetnih uvjeta.
Iz rjesenja (7.20) vidljivo je da su vibracije Cestice sastavljene iz dva dijela:
a) vibracija s amplitudom A, koja ovisi o pocetnim uvjetima, i frekvencijom @, a zovu
se vlastite vibracije;
b) vibracija s amplitudom C, koja nije ovisna o poetnim uvjetima, i frekvencije o, a
koje se zovu prisilne vibracije.
S obzirom na to da se u realnim konstrukcijama, u vecoj ili manjoj mjeri, uvijek javlja nekakav
otpor (priguSenje), to se vlastite vibracije vrlo brzo priguSe (amortiziraju). Stoga pri
proucavanju primarni znacaj imaju prisilne vibracije.
Frekvencija prisilnih vibracija jednaka je frekvenciji poremecajne sile, dok amplituda C,
prema (7.18), ovisi i o frekvenciji vlastitih vibracija @ i o frekvenciji prisilnih o . Dijagram te
ovisnosti prikazan je naslici 7.6. Veli¢ina fy = F,/C je stati¢ki pomak &estice zbog djelovanja

sile Fy.

0 |

+
1 2

W +

Slika 7.6. Ovisnost amplitude prisilnih vibracija o omjeru o /w

Iz dijagrama, kao i iz izraza (7.20), vidljivo je da se za razli¢ite odnose o i @ mogu dobiti
prisilne vibracije s razli¢itim amplitudama.
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Tako se za vrijednost /@ dobije amplituda veli¢ine

—=-2 (7.22)

Sto je stati¢ki pomak Cestice zbog djelovanja sile Fy; za o/w amplituda tezi nuli, dok u sludaju

o =, odnosno kada je frekvencija prisilnih jednaka frekvenciji vlastitih vibracija, amplituda
C neograniceno raste. Ta pojava naziva se rezonancija.

U mnogim inzenjerskim konstrukcijama pojava rezonancije nepozeljna je i treba je izbjeci.
Obicno se tezi odnosu O'/ @, kada veli¢ina amplitude prisilnih vibracija tezi nuli.

Prisilne vibracije s priguSenjem ovdje se nece proucavati, no u svakom slu¢aju valja napomenuti
da ¢e pojava otpora gibanju smanjiti amplitudu C prisilnih vibracija, kako je to prikazano
isprekidanom krivuljom na slici 7.6.

7.2. OSNOVE ANALITICKE MEHANIKE

7.2.1. UVOD

Metode koje su proucavane u statici nazivaju se metodama geometrijske statike. Pri koristenju
tih metoda osnovni princip jest oslobadanje tijela od veza i postavljanje odgovarajucih uvjeta
ravnoteze. U slucaju sustava tijela taj se princip mora primijeniti za svako tijelo, §to za velik
broj tijela u sustavu dovodi do velikog broja jednadzba koje treba postaviti 1 rijesiti.

Ovdje ¢e se, s pomoc¢u spoznaja iz kinematike i dinamike, prikazati metoda koja omogucuje
odredivanje uvjeta ravnoteze bilo kojeg mehanickog sustava ne uzimajuci u obzir reakcije veza.
Veze se, naime, uzimaju u obzir preko pomaka tocaka tijela koje im te veze omogucuju. Takvi
pomaci nazivaju se u mehanici virtualnim pomacima.

Virtualni pomaci moraju zadovoljiti sljede¢a dva uvjeta:
1) pomaci su beskona¢no mali,
2) pomaci su takvi da se ne narusavaju veze kojima je promatrani sustav podvrgnut.

Prvi je uvjet postavljen zbog toga §to kod velikih pomaka sustav moze prijec¢i u drugi polozaj u
kojem se uvjeti ravnoteze mogu promijeniti. Drugi uvjet ,,sprje¢ava“ da se naruse veze jer bi se

ina¢e dobio neki novi sustav.

Prema tome, virtualnim pomacima sustava naziva se skup beskona¢no malih pomaka tocaka
sustava, koje, u promatranom trenutku vremena, dopustaju veze sustava.

Virtualni pomak neke tocke oznacava se s OF , pri ¢emu simbol & predstavlja operator
variranja. Kaze se da je oF varijacijaod T .

Operator variranja o razlikuje se od operatora diferenciranja d po tome $to je argument

funkcije pri variranju konstantan (u promatranom slucaju to je vrijeme 1).
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Skalarni produkt iz sile F koja djeluje na neku to¢ku promatranog sustava i virtualnog pomaka
or te tocke jest virtualni rad:

OW =Foor (7.22)
ili u analiti¢kom obliku:
oW =Fo, + Fy5y +F,0,. (7.23)

7.2.1.1. Idealne veze

Ako je veza na nekom mjestu glatka povrsina ili glatki oslonac (oslonac bez trenja), onda je
reakcija takve povrsSine usmjerena duz normale na povrsinu i pri bilo kojem moguéem pomaku

rad te reakcije bit ¢e jednak nuli:
W =F 087 =0,
jer su vektori Fy i 87 medusobno okomiti.
AKo su sve veze u sustavu takve, bit Ce:
D oW =0. (7.24)

Veze kod kojih je suma virtualnih radova svih reakcija veza jednaka nuli nazivaju se idealne
veze. U te veze spadaju sve veze bez trenja kao i veza s trenjem kad se tijelo kotrlja po toj vezi.

7.2.2. Princip virtualnih radova. Op¢a jednadzba statike

Neka se sustav Cestica nalazi u ravnotezi pod djelovanjem sila koje na njega djeluju. Za i-tu

¢esticu moze se pisati:
F*+FM +S" =0, (7.25)
gdje je:
Ifia - rezultanta svih vanjskih sila koje djeluju na Cesticu;

IfiFN - rezultanta vanjskih pasivnih sila (reakcija veza);

S! - rezultanta svih unutarnjih sila na i-tu Gesticu.

Skalarnim mnoZenjem jednadzbe (7.25) s virtualnim (mogué¢im) pomakom &7; i sumiranjem

po svim Cesticama sustava dobije se:
DOWE D TOW ™ 4> oW =0. (7.26)

Treci ¢lan na lijevoj strani jednadzbe (7.26) jednak je nuli $to slijedi iz svojstava unutarnjih
sila. U slu¢aju idealnih veza, kako je ranije pokazano, bit ¢e 1 drugi Clan te jednadzbe jednak
nuli, pa ostaje:
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D> 6W? =0. (7.27)

Jednadzba (7.27) izrazava princip virtualnih radova, koji glasi: ako se sustav koji je podvrgnut
idealnim vezama nalazi u ravnoteZzi, onda je suma virtualnih radova svih aktivnih sila koje na
njega djeluju jednaka nuli. Vrijedi i obrat, tj. ako sve aktivne sile koje djeluju na promatrani
sustav podvrgnut idealnim vezama zadovoljavaju jednadzbu (7.27), tada se promatrani sustav

nalazi u ravnoteZi.

Jednadzba (7.27) naziva se opca jednadzba statike, a moze se zapisati i u analitickom obliku:
Z( I:ixé‘ix + I:iy5iy + I:i25iz ) =0. (7-28)

Ako promatrani sustav ima jedan stupanj slobode gibanja, jednadzba (7.27) ili (7.28) odmah
daje uvjete ravnoteze sustava. AKO sustav ima viSe stupnjeva slobode gibanja, jednadzbe (7.27)
ili (7.28) trebaju se postaviti posebno za svaki od nezavisnih pomaka sustava. Da bi se opéom
jednadzbom statike rijesio stati¢ki odreden zadatak, potrebno je ukloniti jednu od veza i njeno
djelovanje zamijeniti odgovaraju¢om reakcijom veze. Na taj nacin dobije se sustav s jednim
stupnjem slobode, a obi¢no je ta reakcija veze ujedno i traZzena veliCina.

Koristenjem principa virtualnih radova zadatci se rjeSavaju geometrijskim i analitickim
metodama.

Pri primjeni geometrijske metode prvo se odrede trenutni polovi brzina svih ¢lanova sustava,
pretpostavi se jedan moguéi pomak, a zatim se crtaju planovi svih pomaka. Radi preglednosti
obi¢no se posebno crtaju vertikalni, a posebno horizontalni pomaci. Naime, projekcija
virtualnog pomaka or tocke A Stapa OA na os X (Sl. 7.7) moze se dobiti i na nain da se
projekcija Stapa na os y zakrene za kut

Ising

Slika 7.7. Projekcije virtualnog pomaka
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Sli¢no vrijedi i za pomak O :
ox=or-sing=15p-sinp=1,¢p,
oy =0r-cosp=I156p-cosp=15p.

Pri primjeni analiticke metode prvo se odabere koordinatni sustav vezan za nepomi¢nu tocku,
a zatim se koordinate svih karakteristicnih toCaka sustava prikazu S pomocu nezavisnih
parametara, nakon Cega se postupkom variranja (koji u potpunosti odgovara postupku
diferenciranja) odrede virtualni pomaci karakteristicnih tocaka.

Primjer 7.1.

Sustav na slici 7.8 sastavljen je od Stapova AB i BC jednakih duljina | i zanemarivih masa.
Odrediti kut ¢ za koji ¢e zadani sustav biti u stanju ravnoteze pod djelovanjem sile F i

momenta M . Zadatak rije$iti primjenom principa virtualnih radova.

Zadano: F; M ; I.
VA
B
y \\,
’ 0\
® !
// i \ F x
AR | CX =
Slika 7.8. Primjer 7.1.
Rjesenje:

Promatrani sustav ima jedan stupanj slobode gibanja, a zadatak ¢e se rijesiti geometrijskom i
analitickom metodom.

a) Geometrijska metoda:

Na slici 7.9 odredeni su planovi horizontalnih i vertikalnih pomaka i to na na¢in da su najprije
odredeni trenutni polovi brzina ¢lanova AB i BC, a zatim je ¢lanu AB narinut virtualni zakret
Oo¢,. Tocka B zajednicka je obama Stapovima te mora imati jednake pomake na jednom i

drugom Stapu.
Saslike je:

OYg =1-cos@-op, =1-cose-op, .
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Opca jednadzba statike za promatrani sustav glasi:

SWy, + W =—MSp+FSx, =0.

09, 09,

Slika 7.9. Primjer 7.1: plan virtualnih pomaka.

Kako je sx, =2l-sing- 5, , te nakon dijeljenja s dp, slijedi:

sin —ﬂ ili —arcsinﬂ
(P Y=r ¢ 2Fl

b) Analiticka metoda:

Odabran je nepomicni koordinatni sustav Axy s ishodiStem u tocki A. Za nezavisni parametar

odabran je kut ¢.

Pozitivan smisao prirasta tog kuta o¢ u smjeru je suprotnom od smjera kazaljke na satu.
Koordinata x, hvatiSta sile F je:

X, =2l-cosg,

a njena varijacija je:
X, =—2l-sinp-o¢p.

Suma virtualnih radova svih vanjskih sila mora biti jednaka nuli:
~MSp+(—F)-(21-sing-5p)=0,

odakle je:

sin —ﬂ —arcsinﬂ
AP T=R 2F
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Primjer 7.2.

Odrediti komponentu F,, reakcije u osloncu A okvirnog nosaca zadanog i optere¢enog prema

slici 7.10.
Zadano: F; a; qg=F/a; M=F-a.

YYYYYYVYYVYYYY

A

T
|>4
vs)

Slika 7.10. Primjer 7.2.
Rjesenje:
Buduéi da je sustav na slici staticki odreden i nema moguéih pomaka takva sustava, mora se
osloboditi jedna veza i dodati odgovarajuca reakcija oslobodene veze. Odabire se upravo ona

veza Cija se reakcija trazi (sl. 7.11). Nakon odredivanja trenutnog pola brzina konstruirani su
planovi vertikalnih i horizontalnih pomaka.

Q=2‘1a

\

; E

oo

A LX;
b o - !
FA.\- E E
[ — |

§ o=

Slika 7.11. Primjer 7.2: plan virtualnih pomaka.

Op¢a jednadzba statike glasi:
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ili
—Fasp +Qadp+Mop—F, 2809 =0.

Dijeljenjem te jednadzbe s ad¢ i uvrstavanjem zadanih vrijednosti dobije se:

1M
Fo == | 2 4+2qa—F |=F.
A 2[& q j

Primjer 7.3.

Odrediti silu u Stapu 1 resetkaste konstrukcije zadane i opterec¢ene prema slici 7.12.

Zadano: a; F, =14kN; F, =5kN.

/ A%

a

Slika 7.12. Primjer 7.3.

Rjesenje:
Uklanjanjem $tapa 1 i dodavanjem sila S, i S, u ¢vorovima u kojima je stap bio vezan, dobije

se mehanizam od dva ¢lana i s jednim stupnjem slobode gibanja, kako je to prikazano na slici
7.13.

Slika 7.13. Primjer 7.3: plan virtualnih pomaka.
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Sila je oznacena s ' i " da bi se znalo koja od njih djeluje na ¢lan 1 ('), a koja na ¢lan 2 (%)
mehanizma.

Nakon odredivanja trenutnih polova brzina Pv1 i Py2, ¢lanu 1 narinut je virtualni zakret @, u
smjeru prema slici, a zatim su konstruirani planovi pomaka. Koordinata y pola Py, odredena

je iz sli¢nosti trokuta:

y:3a=a:2a
y—Ea
2 i)

a veza izmedu virtualnih zakreta iz vertikalnog pomaka tocke C:
0y, =2a0¢ =adp, = Op,=20¢,.
Op¢a jednadzba statike za sustav na slici 7.13 glasi:
~Fadp +S,-0+S, - yop, + F, (y—a)dp, =0,
iz koje jednakosti, nakon zamjene d@, s 20¢, idijeljenjem s adp,, slijedi:

sl'zsi':Fl;FZ:skN.

Primjer 7.4.

Odrediti moment savijanja u presjeku 1-1 okvirnog nosaca zadanog i optere¢enog prema slici
7.14.

Zadano: a; F; q=F/a; M=F-a.

q
‘ ®\v YYYYYYYYYYYVYYVYYY
\
. i i M
| F f\
_,%\_>. ____________________________________________ A B
a

Slika 7.14. Primjer 7.4.

Rjesenje:
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U presjeku 1-1 zadanog okvira kruta veza zamijenjena je zglobnom. Stoga je u promatranom

presjeku dodana odgovaraju¢a unutarnja sila koja zamjenjuje oslobodenu vezu - moment
savijanja M, i M.

Oslobadanjem te veze dobiven je mehanizam s jednim stupnjem slobode i s polovima brzina
¢lanova Pv1 i Pya.

Pol brzina ¢lana 2 je u beskonacnosti pa se zakljuCuje da ¢e taj ¢lan samo translatirati. Nakon
§to je ¢lanu 1 narinut virtualni zakret d¢, nacrtani su planovi pomaka (sl. 7.15).

! : 8*)“2
il i X
* Y : \
' f \ i ; \
My : ;
| | M |\
1 /ph\ \
¥ \
F ; tf \
R ﬁ&: B' ' ‘:
= ox, 1.
\\‘\‘W
\

1 \\

! \

1 i \

f A | ] ‘\
P, .E ___________ P
) | 1
1 ]

Slika 7.15. Primjer 7.4: plan virtualnih pomaka
Sada je, prema (7.28):

~Fadp+M,,6p+M,;-0+Q-0+M-0=0,
odakle je:

M,=M,

Fa.
7.2.3. OPCA JEDNADZBA DINAMIKE

Princip mogu¢ih pomaka daje opéu metodu za rjeSavanje zadataka statike. Budud¢i da

dinamike.

D'Alambertov princip omogucuje koristenje principa statike za rjeSavanje zadataka dinamike,
istovremenim koristenjem tih dvaju principa dolazi se do opce metode za rjeSavanje zadataka

Neka je gibanje sustava Cestica podvrgnuto idealnim vezama. Ako se silama koje djeluju na i-
tu to¢ku sustava doda odgovarajuca sila inercije

Ifin _
I
D'Alambertovu principu, biti u ravnotezi:

md;, takav e sustav sila, prema

(7.29)
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Primjenom principa virtualnih radova na sustav (7.29) i zbrajanjem po svim Cesticama sustava
slijedi:

D OW+> W =0, (7.30)
jer su radovi reakcija idealnih veza i unutarnjih sila jednaki nuli.

Jednadzba (7.30) jest opca jednadzba dinamike, a u analitiCkom obliku glasi:
Jednadzbe (7.30) i (7.31) omogucuju da se postave diferencijalne jednadzbe gibanja bilo kojeg
mehanickog sustava.

Kada je rije¢ o ravninskom gibanju, vanjskim aktivnim silama treba pridodati silu inercije u

centru mase 1 odgovarajuci spreg ¢iji je moment jednak momentu inercije tijela za centar mase.

Primjer 7.5.

Odrediti, koriStenjem opce jednadZzbe dinamike, kutno ubrzanje valjka sustava prikazanoga na
slici 7.16. Valjak se po podlozi moze kotrljati bez klizanja.

Zadano: m=m; m,=2m; F =2mg.

m,

m,

Slika 7.16. Primjer 7.5.
Rjesenje:
Na slici 7.17 prikazan je zadani sustav na kojem su ucrtane sve vanjske aktivne sile, inercijske
sile i inercijski momenti.

Pomaci ¢, X; 1 X nisu nezavisni jer medu tim pomacima vrijede sljedece kinematske veze:
Xc=Rp; % =2Rp.

Ako se te jednakosti dvaput deriviraju po vremenu i jednom variraju, dobije se:
¥c =Rg; % =2Rp;
0Xc =Rop; 6% =2Rop.
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Opca jednadzba dinamike sada glasi:

—l @0 —mX .o, —m ¥ % +Fox =0.

Slika 7.17. Primjer 7.5: dinamicka ravnoteza sustava.
Kako je
1

2
v:_mZR )

I
)

nakon uvr$tavanja kinemati¢kih veza i zadanih vrijednosti u gornju jednadzbu i njezina

dijeljenjas o¢ dobije se:
—mR%p—2mR?%—4mR%p+2mg - 2R =0,

odakle je:

AS)
I
~N A
pullle]
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