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Predgovor

Ova su skripta namijenjena u prvom redu studentima strucnog studija Konstrukcijsko
strojarstvo na SveuciliStu u Splitu, SveuciliSnom odjelu za stru¢ne studije, koji u prvom
semestru slusaju kolegij Tehnicka mehanika 1. MisSljenja smo da moze biti korisna i ostalim
studentima koji su upisali studij strojarstva na bilo kojem fakultetu u Hrvatskoj.

Skripta sadrze predavanja iz navedenog predmeta i predstavljaju prosireno izdanje udzbenika
Mehanika | — Statika istih autora. U svakom poglavlju niz je ilustrativnih primjera s detaljno

objasnjenim postupcima rjeSavanja, a na kraju su dani zadatci za samostalni rad studenata.

U prvome, uvodnom dijelu, prikazana je podjela mehanike s osnovnim pojmovima i
definicijama. Opisana je sila kao vektorska veli¢ina. Navedeni su Newtonovi zakoni i1 aksiomi
statike. Spomenute su veze 1 njihove reakcije te dan op¢i pristup pri rjeSavanju zadataka statike.
Naglasena je vaznost oslobadanja tijela od veza i njihova prikazivanja kao slobodnih tijela na
koja djeluju i1 vanjsko opterecenje i reakcije veza.

Suceljeni sustav sila razmatran je u drugom dijelu skripata. Obraden je najprije suceljeni sustav
sila u ravnini. Definirana je rezultanta i opisani su nacini njena izracunavanja. Dani su uvjeti
ravnoteze. Posebno je istaknut teorem o tri sile. Na isti nacin obraden je i suCeljeni sustav sila

u prostoru. Definiran je moment sile za tocku 1 naveden Varignonov teorem.

U tre¢em poglavlju opisan je paralelni sustav sila u ravnini i prostoru. Definiran je spreg sila.
Obraden je postupak nalazenja rezultante te redukcija zadanog paralelnog sustava sila u ravnini
1 prostoru na proizvoljnu tocku. Dani su uvjeti ravnoteze.

Cetvrti dio skripata bavi se opéim sustavom sila u ravnini. I ovdje je opisana redukcija zadanog
sustava na proizvoljnu tocku, kao 1 na¢in odredivanja rezultante. Navedena su tri oblika uvjeta

ravnoteze.

Peti dio skripata posvecen je opem sustavu sila u prostoru. Pojas$njen je moment sile za tocku
kao vektor. Opisana je redukcija zadanog sustava sila na proizvoljnu tocku te na¢in odredivanja

diname zadanog sustava. Na kraju su dani uvjeti ravnoteze.

Resetkasti nosaci obradeni su u Sestom dijelu skripata. Navedene su osnovne pretpostavke te
opisane metoda ¢vorova i metoda presjeka za odredivanje sila u Stapovima resetkastog nosaca.

U sedmom poglavlju obradeni su puni ravni nosaci i okvirni nosaci. Definirane su unutarnje
sile u presjeku nosaca. Detaljno je opisan na¢in odredivanja unutarnjih sila i crtanje njihovih

dijagrama.



U osmom poglavlju opisan je na¢in odredivanja koordinata teziSta sloZzenih materijalnih linija
1 ploha. Navedena su Pappus-Guldinova pravila za odredivanje povrSine odnosno volumena
rotacijskih tijela nastalih rotacijom sloZene linije odnosno plohe oko koordinatnih osi.

Deveto poglavlje bavi se trenjem. Navedeni su Coulombovi zakoni trenja klizanja, reakcije
hrapave podloge i nacini eksperimentalnog odredivanja statickog koeficijenta trenja.
Razmatrana je ravnoteZza tijela pri trenju. Opisano je trenje uZeta o cilindri¢nu povrSinu i dana
Eulerova jednadzba koja povezuje sile u uzetu na jednom i drugom kraju pri postojanju trenja
izmedu uZeta i cilindriéne povrSine. Objasnjeno je trenje kotrljanja i koeficijent trenja
kotrljanja.

Koristimo se prigodom zahvaliti recenzentima prof. dr. sc. Zlatanu Kulenovicu 1 prof. dr. sc.
Frani Vlaku na pazljivu ¢itanju teksta i korisnim savjetima koje su nam pruzili. Zahvaljujemo i

dosadasnjim generacijama studenata stru¢nog studija konstrukcijskog strojarstva, ¢ija su pitanja
1 dileme pridonijeli jasnijem prikazu pojedinih dijelova ovih skripata.

Svima koji upozore na eventualne slovne ili raCunske pogreske koje su promaknule i autorima
1 recenzentima unaprijed zahvaljujemo.

Autori
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1. UVOD

1.1. ZADATAKIPODJELA MEHANIKE

Mehanika je znanstvena disciplina koja proucava opce zakone mehanickih gibanja i ravnoteze
materijalnih tijela pod djelovanjem sila.

Pod mehanickim gibanjem razumijeva se promjena polozaja jednog materijalnog tijela u
odnosu na neko drugo materijalno tijelo u prostoru tijekom vremena.

Materijalno tijelo jest dio prostora (volumena) ispunjen materijom.

Temeljni problemi kojima se bavi mehanika jesu gibanje tijela i ravnoteza sila. S obzirom na
pristup rjeSavanju problema mehanika se dijeli:

e nateorijsku ili racionalnu mehaniku, u kojoj se proucavaju pojave bez obzira na njihov
znacaj u prakti¢nom zivotu;

e na tehnicku mehaniku, u kojoj se zakoni i metode teorijske mehanike koriste u
rjeSavanju tehnickih problema.

Tehni¢ka mehanika dijeli se, s obzirom na svojstva tijela ili sustava, na tri osnovne kategorije:

e mehanika krutih tijela, ili ¢eS¢e samo mehanika,
e mechanika ¢vrstih deformabilnih tijela (nauka o ¢vrsto¢i, mehanika materijala),
e mehanika fluida.

Krutim tijelom naziva se takvo tijelo koje se ne deformira pod djelovanjem sila, bez obzira na
njihovu veli¢inu. To je, naravno, idealizirano tijelo. Mehanika ¢vrstih deformabilnih tijela
proucava realna tijela, koja ¢e se pod djelovanjem sila deformirati (promijeniti geometrijski
oblik i volumen). U mehanici fluida proucavaju se kapljevine: tekuéine, koje su nestlacive, i
plinovi, koji su stlacivi. Mehanika krutih tijela dijeli se na dva osnovna dijela:

e statiku, koja proucava tijela u mirovanju ili jednolikom pravocrtnom gibanju,
e dinamiku, u kojoj se proucavaju tijela u gibanju.
Dinamika se nadalje dijeli na kinematiku i kinetiku.

U ovim skriptama proucavat ¢e se upravo statika, dakle mehanika krutih tijela u stanju
mirovanja ili jednolikog pravocrtnog gibanja.

1.2.  POVIJESNI RAZVO]

Mehanika je, vrlo vjerojatno, najstariji dio fizike, a pocetci joj se podudaraju s pojavom ljudske
civilizacije. Nacela i zakoni mehanike koriSteni su pri gradnji egipatskih piramida, babilonskih
kula, grékih hramova i luka, mostova i arena staroga Rima itd. Povijesni razvoj mehanike prati
razvitak materijalne kulture ovjecanstva i moze se podijeliti u tri znacajna razdoblja:



e anticka mehanika (Arhimed — zakon poluge, koloturnik, vijak; Heron — Klin, vijak,
zupcanik, kolo na vretenu; Pappus Aleksandrijski — teZisSte; itd.);

e srednjovjekovna mehanika (Kopernik — heliocentri¢ni sustav; Keppler — kinematicki
zakoni gibanja planeta; Leonardo da Vinci — slobodni pad; Galileo Galilei — nacelo
tromosti, kosi hitac; itd.);

e Kklasi¢na ili Newtonova mehanika (Sir Isaac Newton, 1642. — 1727. — sinteza dotadasnjih
spoznaja, pojam mase, tri osnovna zakona, zakon opce gravitacije, zakoni unutarnjeg
trenja u teku¢inama i plinovima; Ruder Boskovi¢, Hooke, Bernoulli, Coulomb, Euler,
Laplace, Lagrange, Poinsot, i mnogi drugi).

1.3. TEMELJNI POJMOVI

Ovdje ¢emo navesti definicije temeljnih pojmova koje susre¢emo u mehanici, a koje su vrlo
bitne za proucavanje statike i dinamike krutih tijela: prostor, vrijeme, sila, kruto tijelo, ¢estica
I masa.

Prostor je trodimenzionalno geometrijsko podrucje u kojem se nalazi promatrano tijelo ili skup
tijela. Ovisno o karakteru problema, ovo podrucje moze biti i jednodimenzionalno ili
dvodimenzionalno.

Polozaj promatranog tijela u prostoru definiramo u odabranom koordinatnom sustavu:
pravokutnom, cilindriénom, sfernom itd. NajéeS¢e se koristimo desnim pravokutnim
koordinatnim sustavom (naziva se Kartezijev ili Descartesov).

Vrijeme je fizikalna veli¢ina kojom se mjeri slijed dogadanja. U klasi¢noj mehanici smatramo
ga univerzalnim, neovisnim o0 izboru koordinatnog sustava i karakteristikama
gibanja/mirovanja tijela. Vrijeme, medutim, u statici ne razmatramo.

Sila je veli¢ina koja opisuje djelovanje jednog tijela na drugo. Tijela pri tom mogu biti u dodiru
ili pak udaljena (gravitacijske sile, elektromagnetske sile itd.). Sila je vektorska veliCina,
potpuno definirana pravcem djelovanja, veli¢inom, smjerom i hvatistem.

Krutim tijelom nazivamo ono tijelo kojemu se dimenzije i oblik ne mijenjaju pod djelovanjem
sila, odnosno ono kojemu razmak izmedu dviju po volji odabranih tocaka ostaje nepromijenjen
tijekom vremena. Kako su sva realna tijela ujedno i deformabilna, kruto tijelo predstavlja
idealizirano tijelo, ili ono tijelo kojemu su deformacije zanemarivo malene, ili pak nisu bitne
za rjeSavanje razmatranog problema.

Cestica je ono kruto tijelo kojemu dimenzije ne utje¢u na stanje mirovanja ili stanje gibanja.
To dakle nije tijelo zanemarivih dimenzija. Cestica se u geometrijskom smislu opisuje to¢kom
(stoga je Cesto koriSten naziv — materijalna tocka).

Masa je, uz moment tromosti, mjera koja opisuje otpor tijela promjeni stanja mirovanja ili
stanja gibanja. Ovaj otpor nazivamo tromoscu tijela. Dva tijela jednakih masa Zemlja privlaci
na isti naCin. Takoder, ta dva tijela imaju jednak otpor promjeni brzine pri translacijskom
gibanju.



1.4. SILA

Sila je veli¢ina koja predstavlja koli¢insku mjeru mehanickog uzajamnog djelovanja izmedu

materijalnih tijela.

Sila je vektorska veli¢ina (slika 1.1.), potpuno odredena:
e intenzitetom, tj. apsolutnom vrijednosti ili modulom;
e pravcem p ismjerom djelovanja;

e hvatiStem.

A
B

Slika 1.1. Vektor sile

Intenzitet sile odredujemo usporedivanjem njezina intenziteta sa silom koja je uzeta za jedinicu.

Za jedinicu uzimamo silu od 1 N (njutn). To je ona sila pod djelovanjem koje se ¢estica mase

jednog kilograma giba s ubrzanjem od 1 m/s?.

Vecée jedinice su kilonjutn (1 KN = 102 N) i meganjutn (1 MN = 10° N).

Duljina odsjecka AB (slika 1.1.) u mjerilu prikazuje intenzitet sile; pravac 1 smjer odsjecka
prikazuju pravac i smjer djelovanja sile, a njegov pocetak (tocka A) poklapa se s hvatistem sile.

Pravac p naziva se pravac djelovanja sile. Intenzitet sile oznacava se |If| ili samo F.

Sustavom sila nazivamo skup svih sila koje djeluju na bilo koje materijalno tijelo (slika 1.2.).

z

Slika 1.2. Sustav sila

Tijelo koje nije neposredno vezano za druga tijela i koje iz zadanog poloZaja moze slobodno

prije¢i u bilo koji drugi poloZaj nazivamo slobodnim tijelom.



Ako slobodno tijelo pod djelovanjem zadanog sustava sila moze biti u stanju mirovanja ili
jednolikog pravocrtnog gibanja, onda je takav sustav sila uravnotezeni sustav sila.

Ako se jedan sustav sila, koji djeluje na slobodno tijelo, moze zamijeniti drugim sustavom sila,
a da se pri tome ne izmijeni stanje mirovanja ili stanje gibanja tijela, onda za takva dva sustava
sila kazemo da su ekvivalentni sustavi sila.

Ako je zadani sustav sila ekvivalentan samo jednoj sili, onda tu silu nazivamo rezultantom
zadanog sustava sila. Prema tomu, rezultanta razmatranog sustava sila je takva sila koja sama
(jedina) moze zamijeniti djelovanje zadanog sustava sila na tijelo.

Sile koje djeluju na kruto tijelo mogu se podijeliti na vanjske i unutarnje. Vanjskim silama
nazivamo sile koje djeluju na tijela od strane drugih materijalnih tijela. Unutarnjim silama
nazivamo sile kojima Cestice jednog te istog tijela djeluju jedne na druge.

Sila koja djeluje u jednoj (bilo kojoj) tocki krutog tijela jest koncentrirana sila.

Sile koje djeluju na sve tocke volumena tijela ili pak na dio njegove povrSine nazivamo
kontinuirano rasporedenim silama.

Sile koje djeluju na povrsini tijela jesu povrsinske sile, dok sile koje djeluju unutar volumena
tijela nazivamo volumnim silama (npr. teZina tijela).

1.5. NEWTONOVI ZAKONI I AKSIOMI STATIKE

Sve teoreme i jednadZzbe statike izvodimo iz triju Newtonovih zakona i nekoliko osnovnih
postavki, koje usvajamo bez matematickih dokaza i nazivamo ih aksiomima ili nacelima statike.
Aksiomi statike predstavljaju rezultat uopcavanja mnogobrojnih pokusa i opazanja utvrdenih
iskustvom pri promatranju ravnoteze i gibanja tijela.

1.5.1. Newtonovi zakoni

Polaze¢i od navedenih definicija prostora, vremena, sile i mase, Sir Isaac Newton postavio je,
u svom epohalnom djelu ,,Matematicka nacela prirodne filozofije”, temeljne zakone klasi¢ne
mehanike za tijelo predoceno Cesticom.

Prvi zakon:

Tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog gibanja po pravcu ako na njega ne djeluje
neuravnotezeni sustav sila.

Drugi zakon:

Ubrzanje je upravo proporcionalno sili koja djeluje na tijelo, i usmjereno je u smjeru djelovanja
sile.

Ovaj zakon matematicki se izrazava relacijom:

F=m-a,ili Fem. V. (1.1)
dt

Treéi zakon (nacelo akcije i reakcije):

Dva tijela djeluju jedno na drugo silama jednakih intenziteta, suprotno usmjerenih duz istog

pravca djelovanja (slika 1.3.).



Slika 1.3. Uzajamno djelovanje dvaju tijela

1z ovog zakona proizlazi da se sile uvijek javljaju u parovima, a upravo to je temelj za ispravno
shvacanje sile.

Newtonov op¢i zakon gravitacije:

Newton je prvi matematicki formulirao op¢i zakon gravitacije, premda je postojanje gravitacije
bilo poznato i ranije. Zakon glasi: Dvije se cestice medusobno priviace silama proporcionalnim
umnosku njihovih masa i obrnuto proporcionalnim kvadratu njihove medusobne udaljenosti.

My

r2

F=k (1.2)

gdjesu:  m;, m, —mase razmatranih Cestica

I' — medusobna udaljenost Cestica

k — univerzalna gravitacijska konstanta, utvrdena eksperimentalno, a iznosi:

m3

k=66,73-10"" ——.
kg-s

Iako gravitacijske sile postoje izmedu bilo koja dva tijela, osobito znacenje ima privlacna sila
Zemlje, koja se naziva tezinom. Ako je masa Cestice koju privlaci Zemlja m, =m, tada je teZina
tijela:

Fe=m-g.

Buduéi da je masa Zemlje m, =5,976-10% kg, a njezin polumjer r=6,371-10°m, to
gravitacijsko ubrzanje, prema gornjem zakonu, iznosi:
2

m m
g=k—2=9,824—.
r S

Medutim, kako zbog ¢injenice da Zemlja nije bas posve okrugla, tako i zbog njezine vlastite
rotacije, gravitacijsko ubrzanje nije jednako na svim njezinim dijelovima.

U inZenjerskim proradunima odabiremo vrijednost g=9,81m/s?, $to priblizno odgovara
gravitacijskom ubrzanju na geografskoj Sirini od 45°.



1.5.2. Aksiomi statike

Prvi aksiom: Ako na slobodno kruto tijelo djeluju dvije sile, onda to tijelo moze biti u ravnotezi
samo ako su te sile jednake po intenzitetu F, = F, i ako su suprotno usmjerene duz istog pravca

djelovanja (slika 1.4.).

Slika 1.4. RavnoteZa tijela pod djelovanjem dviju sila

Drugi aksiom: Djelovanje zadanog sustava sila na tijelo ne mijenja se ako se zadanom sustavu
sila doda ili oduzme uravnotezeni sustav sila.

Kao posljedicu prvog i drugog aksioma mozemo izreéi tvrdnju: Hvatiste sile, koja djeluje na
kruto tijelo, moZzemo prenijeti duz pravca djelovanja sile u bilo koju drugu tocku tijela.

=

_h-:'j!
Il
=

Slika 1.5. Dokaz tvrdnje o premjeStanju hvatista sile duZ njezina pravca djelovanja

Dokaz ove tvrdnje dan je na slici 1.5.:
Ako zadanoj sili F dodamo uravnoteZeni sustav sila (Ifl; Ifz), a zatim oduzmemo sustav

(Ifz; If), koji je takoder uravnoteZen, na tijelo ée djelovati samo sila F, =F s hvatidtem u to¢ki
B.
Zakljucujemo da je sila klizni vektor.

Ako je tijelo Cvrsto, pri odredivanju unutarnjih sila silu ne smijemo prenositi duz pravca
djelovanja sile (slika 1.6.):



F A B F,=—F
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A F F=—F B
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Slika 1.6. Razliciti slucajevi opterecenja deformabilnog (¢vrstog) Stapa: a) Stap opterecen na
rastezanje, b) Stap nije opterecen, c) Stap opterecen na sabijanje.

Takoder, kao posljedica prvih dvaju aksioma i tre¢eg Newtonova zakona, slijedi veoma vazno
svojstvo unutarnjih sila.

Naime, prema trecem Newtonovu zakonu, bilo koja dva djeli¢a krutog tijela djeluju jedan na
drugog silama jednakih intenziteta (slika 1.7.), ali suprotno usmjerenih duz istog pravca
djelovanja. Kako pri proucavanju opéih uvjeta ravnoteZe tijelo mozemo smatrati krutim, onda,
prema prvom aksiomu, sve unutarnje sile predstavljaju sustav uravnotezenih sila, koji se opet,
prema drugom aksiomu, moze ukloniti.

Slika 1.7. Unutarnje sile kao uravnoteZzeni sustav sila

Dakle, pri postavljanju op¢ih uvjeta ravnoteze treba uzimati u obzir samo vanjske sile koje
djeluju na kruto tijelo ili pak na zadanu konstrukciju.

Tre¢i aksiom (pravilo paralelograma sila): Rezultanta dviju sila koje djeluju na kruto tijelo

u jednoj tocki jednaka je dijagonali paralelograma konstruiranoga nad zadanim silama (slika
1.8)).

Slika 1.8. Pravilo paralelograma sila

Rezultanta dviju sila koje djeluju na kruto tijelo u jednoj tocki jednaka je geometrijskoj
(vektorskoj) sumi tih sila s hvatisStem u istoj tocki:



F=F+F,.
Cetvrti aksiom (zakon akcije i reakcije; 3. Newtonov zakon, slika 1.3): Dva tijela djeluju
jedno na drugo silama jednakih intenziteta, suprotno usmjerenih duz istog pravca djelovanja.

Peti aksiom (nacelo ukruéivanja ili soldifikacije): Ako se bilo koje deformabilno tijelo pod
djelovanjem zadanog sustava sila nalazi u ravnotezi, onda ce se ravnoteza odrzati i tada kada
se tijelo ukruti. Obrat ne vrijedi.

Sile, koje u slucaju ravnoteze djeluju na neko deformabilno tijelo, zadovoljavaju iste uvjete
ravnoteZze kao i kada djeluju na kruto tijelo (slika 1.9.a); medutim, ti uvjeti koji su za
deformabilno tijelo potrebni, ne moraju u isto vrijeme biti i dovoljni (slika 1.9.b).

a)

b)

F F
-— —
F F
e -—
F F
—_— —

Slika 1.9. Nacelo ukruéivanja

1.6. VEZE I NJIHOVE REAKCIJE

Tijelo ¢ije je gibanje u prostoru sprijeceno bilo kojim drugim tijelom (preprekom) nazivamo
vezanim (neslobodnim) tijelom. Prepreke koje sprje¢avaju gibanje tijela nazivamo veze.

Tijelo koje pod djelovanjem zadanih sila tezi pomicanju koje mu veze ne dopustaju, djeluje na
vezu silom koja se zove pritisak na vezu ili jednostavno samo pritisak.

Prema tre¢cem Newtonovu zakonu, i veza djeluje na tijelo silom jednakog intenziteta, istog
pravca djelovanja, ali suprotnog smjera. Sila kojom veza djeluje na tijelo, i koja sprje¢ava neka
njegova pomicanja, zove se reakcija veze.

Sile koje ne predstavljaju reakcije veza (npr. sila teze) nazivaju se aktivnim silama, dok su
reakcije veza pasivne sile. Reakcija veze usmjerena je uvijek u suprotnom smjeru od smjera u
kojem veza ne dopusSta pomicanje tijela.

U nastavku su prikazane neke osnovne veze i njihove reakcije.
Veza ostvarena preko glatke plohe

Pod glatkom plohom razumijeva se ploha takvih svojstava da se trenje tijela, koje se na njoj
nalazi, moze zanemariti. Takva ploha sprjeava gibanje tijela samo u pravcu zajednicke
normale u tocki njihova dodira. Reakcija veze glatke plohe usmjerena je duz zajednicke
normale na tangencijalnu ravninu dodirnih tijela, a u tocki njihova dodira, koja je u isto vrijeme

i hvatiste reakcije (sile F,, Fy, F. i Fy naslici 1.10.).



Slika 1.10. Reakcije veza glatkih ploha
Veza ostvarena uzetom

Reakcija uZeta Fq (S) usmjerena je du? samog uZeta. UZe moZe prenijeti silu samo ako je

optereceno na rastezanje. Na slici 1.11.a. prikazana su tijela 1 i 2 vezana medusobno uzZetima,
anaslici 1.11.b. sile kojima uzad djeluje na tijela.

a) b)

FGI

>

Fe,
Slika 1.11.: a) tijela medusobno vezana uzetima, b) sile kojima uZzad djeluje na tijela.
Veza ostvarena oprugom

Kad je tijelo vezano oprugom za podlogu (slika 1.12.a), sila u opruzi ( F, ) ima pravac uzduzne
0si opruge, a smjer suprotan od smjera svog rastezanja ili sabijanja (slika 1.12.b).

Intenzitet sile u opruzi jednak je:

Fo :C'AI,



gdje je ¢ — konstanta krutosti opruge, a Al iznos za koji se opruga produljila odnosno skratila
pod djelovanjem opterecenja.

Konstanta opruge ima znacenje sile potrebne da se opruga produlji ili skrati za jedinicu duljine.

a) b)
*

01 >

F 02

Slika 1.12.: a) teret vezan za podlogu oprugama, b) sile kojima opruge djeluju na tijelo.

N
T

Cilindric¢ni zglob ili oslonac

Ako su dva tijela spojena osovinicom (svornjakom) kroz otvore na tijelima, onda takvu vezu
zovemo cilindricni zglob ili oslonac. Reakcija IfA cilindricnog zgloba moze imati bilo koji

pravac u ravnini okomitoj na os zgloba, ovisno o tocki u kojoj je ostvaren dodir (slika 1.13.).

Zasilu F, treba odrediti dva podatka: intenzitet sile F, ikut « , ili pak projekcije sile na dvije

0si (Faci Fay).

Slika 1.13. Reakcija cilindricnog zgloba

Pomicni oslonac

Ako je razmatrano tijelo vezano s drugim tijelom zglobnom vezom (osovinicom), a to je tijelo
pomic¢no u odnosu na podlogu, takva veza dopuSta pomak u smjeru tangente na povrSinu
oslanjanja, a sprjecava pomak u pravcu normale na tu povrSinu i naziva se pomi¢ni oslonac.

Pravac reakcije F, pomi¢nog oslonca poklapa se s pravcem normale na povrsinu oslanjanja
(slika 1.14.).

F, F,
A A ﬁ?é
A

Slika 1.14. Reakcija pomicnog oslonca
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Sferni zglob i podupirac

Veza ostvarena sfernim zglobom prikazana je na slici 1.15.a, a podupirac¢em na slici 1.15.b.
Reakcija sfernog zgloba i podupiraca IfO moze imati proizvoljan pravac u prostoru. Za silu Ifo
potrebno je poznavati intenzitet sile F, te najmanje dva od triju kutova Sto ih pravac djelovanja

sile zatvara s koordinatnim osima x, y i z; odnosno potrebno je poznavati projekcije sile IfO na

tri medusobno okomite koordinatne osi (Fy,, Fo,, Fo,)-

z a) z b )

Yo

Slika 1.15.: a) reakcija sfernog zgloba, b) reakcija podupiraca.
Stap zanemarive teZine

Ako je razmatrana veza ostvarena Stapom zanemarive tezine koji je zglobno vezan u dvjema
svojim to¢kama, i na koji ne djeluju druge sile (Stap BC na slikama 1.16. 1 1.17.), onda se prema
prvom aksiomu te dvije sile moraju nalaziti na istom pravcu, tj. na pravcu koji prolazi tockama
B i C, moraju biti jednakog intenziteta i suprotno usmjerene.

Slika 1.17. Reakcija zakrivljenog Stapa zanemarive teZine

11



Ukljestenje

Veza ostvarena ukljestenjem sprjeCava i pomak tijela i njegovo zakretanje oko bilo koje osi
kroz toCku ukljestenja. Zato se veza ukljeStenjem, kod ravninskih problema, zamjenjuje
reakcijom IfA I spregom sila momenta M, koji nazivamo momentom ukljestenja (sl. 1.18.).

Slika 1.18. Reakcija veze ostvarene ukljeStenjem

Buduc¢i da za silu IfA treba odrediti dva podatka: intenzitet sile F, ikut «, ili pak projekcije
sile na dvije osi (Faci Fay), za odredivanje reakcija veze ukljeStenjem potrebno je odrediti

ukupno tri nepoznata podatka (tre¢i podatak je moment ukljestenja M, ).

Sa spregom sila i momentom sprega sila poblize ¢emo se upoznati u 3. poglavlju ovih skripata.
1.6.1. Aksiom o vezama

Aksiom o vezama glasi: Svako neslobodno (vezano) tijelo mozemo uciniti slobodnim ako ga
oslobodimo od veza, a njihovo djelovanje zamijenimo odgovarajucim reakcijama veza.

Oslobadanje tijela od veza i zamjenjivanje tih veza odgovaraju¢im reakcijama prvi je i vrlo
vaZzan korak u postupku rjeSavanja zadataka.

U primjerima koji slijede taj je postupak opisan detaljnije.
Primjer 1.1.

Kugla teZine F; oslonjena je na strme glatke ravnine u tockama A i B (slika 1.19.a).

Prikazati kuglu kao slobodno tijelo sa svim silama koje na nju djeluju.
a) b)

Slika 1.19. Primjer 1.1.: @) vezano tijelo, b) tijelo oslobodeno od veza.
RjeSenje:
Kuglu treba osloboditi od veza sa strmim glatkim ravninama te ove veze nadomjestiti
odgovarajuc¢im reakcijama veza.
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U tocki dodira A s ravninom na kuglu ¢e djelovati reakcija veze IfA koja lezi na pravcu

okomitom na tu ravninu. Na isti nacin u to¢ki B dodaje se sila F5 s pravcem okomitim na tu
ravninu (slika 1.19.b).
Primjer 1.2.

Kugla teZine IfG oslonjena je u tocki A na glatku vertikalnu ravninu i vezana je uzetom BC za

podlogu (slika 1.20.a). Valja osloboditi kuglu od veza te je prikazati kao slobodno tijelo sa svim
silama koje na nju djeluju.

aj b)

Slika 1.20. Primjer 1.2.: a) vezano tijelo, b) tijelo oslobodeno od veza.
RjeSenje:
Kuglu treba osloboditi od veza s vertikalnom glatkom ravninom i uzetom te ove veze
nadomjestiti odgovaraju¢im reakcijama veza. U tocki dodira A s ravninom na kuglu ¢e djelovati
reakcija veze IfA koja lezi na pravcu okomitom na ravninu. U toc¢ki B dodaje se sila IfBC kojom
uze djeluje na kuglu, a koja ima pravac uZeta (slika 1.20.b).

Dakle, nakon oslobadanja od veza na kuglu djeluje sustav sila koji Gine teZina Fy, sila kojom

uze djeluje na kuglu IfBC i sila IfA kojom glatka vertikalna ravnina djeluje na kuglu.

Primjer 1.3.
Sanduk tezine IfG vezan je za prsten u A uzetom (slika 1.21.a).
a) b) Ca
- a - b »
a L. b
= B 7 A f J:B blf'
F
¢ ¢
o
* v
¥
A v FE,

F,

0

Slika 1.21. Primjer 1.3.: a) vezana tijela, b) sanduk osloboden od veze, c) prsten kao slobodno tijelo.
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Prsten je za podlogu vezan uzadima AB i AC. Sanduk i prsten prikazati kao slobodna tijela s
prikazom sila koje na njih djeluju.

Rjesenje:

Na sanduk osloboden od veza djeluju dvije sile: teZzina IfG i sila IfS kojom uze djeluje na
sanduk. Buduc¢i da je sanduk u ravnotezi, ove sile su istog iznosa Fy=F; i imaju suprotan
smjer djelovanja (slika 1.21.b).

Na prsten u A djeluje sustav sila koji ¢ine: sila IfS kojom uZe djeluje na prsten, a koja je jednaka
teZini sanduka IfG , sila IfAB kojom uze AB djeluje na prsten, a kojoj pravac djelovanja prolazi

tockama A i B, te sila IfAC kojom uZze AC djeluje na prsten, a kojoj pravac djelovanja prolazi
tockama A i C (slika 1.21.c).

Primjer 1.4.

Pravokutna homogena ploca tezine IEG opterecena je koncentriranim silama If1 i If2 prema

slici. Ploca je za podlogu vezana nepomi¢nim osloncem u A te Stapom BC zanemarive tezine u
tocki B (slika 1.22.).

Prikazati plocu kao slobodno tijelo sa svim silama koje na nju djeluju.

F,

Y

Slika 1.22. Primjer 1.4.: Homogena ploca sa zadanim vezama
RjeSenje:
Pri oslobadanju ploc¢e od veza iste je potrebno nadomjestiti odgovaraju¢im reakcijama veza.

Na plocu kao slobodno tijelo djeluju koncentrirane sile IE1 i IE2 , tezina ploce IEG s hvatiStem u

teziStu ploce, reakcija Stapa zanemarive tezine Fg. s pravcem djelovanja kroz tocke B i C,

reakcija oslonca A IfA predstavljena s dvije komponente Fy, i Fu, (slika 1.23.).

14



A F
2
D w—
FG
b
F
P e
FBC e FA» c
ch A J
«< a >

Slika 1.23. Primjer 1.4.: Prikaz homogene ploce kao slobodnog tijela

Primjer 1.5.

Jednostavni nosa¢ opterecen je koncentriranim silama F, i F, te vezan za podlogu pomi¢nim

osloncem u A i nepomi¢nim osloncem u B, kako je prikazano na slici 1.24.

Potrebno je prikazati nosac kao slobodno tijelo s prikazom svih sila koje na njega djeluju.

NS T N
e 1

Slika 1.24. Primjer 1.5.: Jednostavni nosac vezan za podlogu pomic¢nim i nepomic¢nim osloncem
RjeSenje:
Pri oslobadanju nosaca od veza oslonce je potrebno nadomjestiti odgovaraju¢im reakcijama
Veza.

Na nosac kao slobodno tijelo djeluju koncentrirane sile If1 i If2 , reakcija pomi¢nog oslonca IfA

kojoj je pravac djelovanja okomit na pravac mogucéeg pomicanja oslonca te reakcija IfB oslonca

B, predstavljena s dvije medusobno okomite komponente Fg, i Fg, (slika 1.25.).

) Fll Fgl
"/G'C: a ,L b

Slika 1.25. Primjer 1.5.: Jednostavni nosac kao slobodno tijelo
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Primjer 1.6.

Nosa¢ zanemarive tezine opterecen je koncentriranim silama If1 i If2 te vezan za podlogu

ukljestenjem u tocki A (slika 1.26.). Osloboditi nosa¢ od veza i prikazati sve sile koje na njega
djeluju.

RjeSenje:

Slika 1.27. Primjer 1.6.: Nosac osloboden od veza
Nosac osloboden od veza, sa svim silama koje na njega djeluju, prikazan je naslici 1.27. Pored
zadanih sila If1 i If2 djeluje reakcijska sila IfA predstavljena s dvije komponente, Fu, i Fy , te

reakcijski moment sprega sila M , . Smjerovi ovih reakcija na slici su pretpostavljeni.

zapatcizavieze: [ 0

Zadatak 1.1. Pravokutna ploca teZine F; vezana je za podlogu nepomi¢nim osloncem u A te

zakrivljenim Stapom BC zanemarive teZzine (slika Z.1.1.). Valja osloboditi plocu od veza i
prikazati je kao slobodno tijelo s prikazom svih sila koje na nju djeluju.

Slika Z.1.1. Zadatak 1.1.

Zadatak 1.2. Ravni nosa¢ zanemarive teZine optere¢en je koncentriranom silom F . Nosa¢ je
u A vezan za podlogu nepomi¢nim osloncem, a krajem B naslanja se na glatku kosinu koja s
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horizontalom zatvara kut g (slika Z.1.2.). Potrebno je osloboditi nosa¢ od veza i prikazati ga
kao slobodno tijelo s prikazom svih sila koje na njega djeluju.

F
A Z B

Slika Z.1.2. Zadatak 1.2.

Zadatak 1.3. Kruta greda AD zanemarive teZine optereéena je koncentriranom silom F na
kraju D. Greda je za podlogu vezana nepomi¢nim osloncem u A te Stapom BC zanemarive
teZine (slika Z.1.3.). Valja osloboditi gredu od veza i prikazati je kao slobodno tijelo sa svim
silama koje na nju djeluju.

C

a

Slika Z.1.3. Zadatak 1.3.

Zadatak 1.4. Kruta greda AB teZine F; oslonjena je krajem A na spoj poda i vertikalnog zida,

a u tocki C na glatku zakrivljenu podlogu (slika Z.1.4.). Valja osloboditi gredu od veza i
prikazati je kao slobodno tijelo sa svim silama koje na nju djeluju.
B

Slika Z.1.4. Zadatak 1.4.

1.7.  MJERNE JEDINICE

Temeljne veli¢ine koje se koriste u mehanici jesu duljina, vrijeme, masa i sila. Broj¢ani iznosi
ovih veli¢ina odreduju se mjerenjem, tj. usporedivanjem te velicine s pripadaju¢om jedinicom
mjere. Medunarodni sustav jedinica, poznat kao SI sustav, u uporabi je u najve¢em broju
zemalja u svijetu, pa tako i u Hrvatskoj.
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U Sl sustavu jedinice se mogu podijeliti u tri skupine:
e temeljne jedinice: metar (m) za duljinu; kilogram (kg) za masu i sekunda (s) za vrijeme
e dopunske jedinice: radijan (rad) za kut

e izvedene jedinice: kreiraju se kombinacijom temeljnih jedinica, u skladu s algebarskim
izrazima kojima su povezane odgovarajuce veli€ine.

U tablici 1.1. dane su izvedene jedinice za fizikalne veli¢ine koje susre¢emo u mehanici.

Tablica 1.1. Izvedene jedinice nekih fizikalnih velicina

Velicina Jedinica Oznaka Definicija
Brzina metar u sekundi - m/s
Ubrzanje metar u sekundi na kvadrat - m/s?
Kutna brzina radijan u sekundi - rad/s
Kutno ubrzanje radijan u sekundi na kvadrat - rad/s?
Sila njutn N kg m/s?
Moment sile njutn metar - Nm
Tlak (pritisak) pascal Pa N/m?
Energija dzul J Nm
Rad dzul J Nm
Shaga vat w JIs
Impuls sile njutn sekunda - Ns
Koli¢ina gibanja njutn sekunda - Ns
Povrsina metar kvadratni - m?
Volumen metar kubi¢ni - m?
Moment tromosti povrSine  metar na ¢etvrtu - m*
Moment tromosti mase kilogram metar kvadratni - kgm?

Kada su dane jedinice neodgovarajuce (prevelike ili premalene), u rjeSavanju prakti¢nih
primjera koriste se dekadski viSekratnici temeljnih jedinica koji se jednostavno definiraju
dodavanjem odgovarajucih prefiksa (tablica 1.2.). Tako je na primjer:

1 kilometar =1 km = 1x1 000 m =1 000 m = 10° m,
1 km? = 1 (km)? = 1x(1 000 m)? = 1 000 000 m? = 10° m?,
1 milimetar = 1 mm = 1x0,001 m = 0,001 m =102 m,

1 mm? =1 (mm)? = 1x(0,001 m)? = 0,000 001 m? = 10 m?,
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Tablica 1.2. Dekadski visekratnici temeljnih jedinica

Prefix Oznaka Visekratnik
giga G 1000000000 = 10°
mega M 1000000 = 10°
kilo k 1000 = 103
hekto* h 100 = 10?
deka* da 10 = 10!
deci* d 0,1=10"
centi* c 0,01 =102
mili m 0,001 =103
mikro mn 0,000001 = 10°®
nano n 0,000000001 = 10

*izbjegavati osim kod mjerenja povrsina i volumena

Jedinice koje je dopusteno upotrebljavati u Sl sustavu, a koje mu ne pripadaju, jesu:
e minuta, sat, dan, ... —za vrijeme (1 min=60s, 1 h =60 min, ...)
e stupanj —za kut (1° = /180 rad)
e tona-zamasu (1t=1000Kkg).

1.8. ZNACAJNE ZNAMENKE I PRAVILA ZAOKRUZIVANJA

Rezultati raznih inZenjerskih proracuna ili mjerenja najcesce se prikazuju brojevima. Brojevi
se, ovisno o prirodi problema, mogu prikazivati zaokruzeni na razli¢it broj znacajnih
znamenaka.

Brojem znacajnih znamenaka nekog broja naziva se broj njegovih znamenaka pocev od prve
znamenke razli¢ite od nule. Brojevi 725,65 i 0,00072565 imaju, prema tome, jednak broj
znacajnih znamenaka — pet.

Broj znacajnih znamenaka konac¢nog rezultata u tehnickim prorac¢unima ne bi trebao biti veci
od broja znacajnih znamenaka ulaznih podataka, a to je u najve¢em broju tehnickih problema
— tri. Naime, pri zaokruzivanju nekog broja na tri znacajne znamenke greska zaokruzivanja je
manja ili jednaka 0,5 %, $to zadovoljava potrebe inzenjerskih proracuna.

Gore navedeno vrijedi za prikaz konac¢nih rezultata, dok se kod medurezultata treba raditi s
jednom znacajnom znamenkom vise, kako se ne bi gomilala greSka zaokruzivanja.

Pri zaokruZivanju brojeva na n zna¢ajnih znamenaka moraju se postivati sljedeca pravila:
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1.9.

Ako je (n+1). znamenka manja od 5, odbacuju se sve znamenke iza n-te (na primjer:
brojevi 3,5237 1 0,47519, zaokruzeni na tri znacajne znamenke, bit ¢e 3,52 1 0,475).

Ako je (nt1). znamenka veca od 5 ili jednaka 5, a u znamenkama koje ju slijede nalazi
se barem jedna razliCita od 0, n-ta se znamenka uvecava za 1 (na primjer: brojevi
0,573500001 i 72,583, zaokruZeni na tri znacajne znamenke, bit ¢e 0,574 1 72,6).

Ako je (n+1). znamenka jednaka 5, a zadnja je ili je slijede nule, n-ta se znamenka
zaokruZzuje na paran broj (na primjer: brojevi 78450 1 2,075, zaokruzeni na tri znacajne
znamenke, bit ¢e 78400 i 2,08).

PRISTUP RJESAVANJU ZADATAKA STATIKE

RjeSavanje tipi¢nih problema iz mehanike ujedno je i najbolji put u ucenju i razumijevanju
njezinih temeljnih zakona i aksioma. Naime, bez obzira na to §to se svaki postavljeni problem
¢ini osobitim, svi se oni rjeSavaju pomoc¢u temeljnih zakona i aksioma danih u poglavlju 1.5.

Kako je rjeSavanje problema mehanike vrlo logi¢an i ureden proces, ovdje ¢emo dati nacelni
korak-po-korak pristup tom procesu:

1.
2.
3.

Pazljivo procitati zadatak.
Analizom zadatka uociti jedno ili viSe tijela bitno za rjeSenje zadatka.

Uredno skicirati to tijelo (ili viSe tijela) oslobodeno od veza s djeluju¢im vanjskim
aktivnim silama i reakcijama veza.

Uociti poznate 1 nepoznate veliine te upotrijebiti odgovaraju¢e uvjete (jednadzbe)
ravnoteze za izracunavanje nepoznanica vodec¢i ra¢una o korektnoj uporabi mjernih
jedinica.

Provjeriti ispravnost i logi¢nost dobivenih rjeSenja. U nekim jednostavnijim slucajevima
mogu se analiticki dobivena rjeSenja provjeriti grafickom metodom, ili obratno.
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2. SUCELJENI SUSTAV SILA

Sustav sila Ifl, Ifz, If3, .y IfI . Ifn ¢iji se pravci djelovanja sijeku u jednoj tocki zove se

suceljeni ili konkurentni sustav sila (slika 2.1.a).

a) b)

Slika 2.1.: @) suceljeni sustav sila, b) suceljeni sustav sila pomaknut u tocku A.
Budu¢i da je sila klizni vektor, sve sile prikazane na slici 2.1.a moZzemo pomaknuti upravo tako
da im je hvatiSte u tocki A — tocki u kojoj se sijeku pravci njihova djelovanja (slika 2.1.b).
Suceljeni sustav sila naziva se ravninskim ako pravci djelovanja svih sila leze u istoj ravnini
(slika 2.2.a).

Ako pravci djelovanja svih zadanih sila ne leZe u istoj ravnini (slika 2.2.b), suceljeni sustav sila
je prostorni.

a) b)

Ya “a

Fl
F,
£ X .’
)
F,

Slika 2.2.: @) suceljeni sustav sila u ravnini, b) suceljeni sustav sila u prostoru.
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2.1. SLAGANJE SUCELJENIH SILA. REZULTANTA

Suceljeni sustav sila mozemo zamijeniti jednom silom koja ima isti u¢inak na promatrano tijelo
kao i zadani sustav sila. Tu silu nazivamo rezultantom zadanog sustava sila, a mozemo je
odrediti grafickim ili analitickim postupkom.

Slaganje dviju sila. Dvije suceljene sile F, i F, koje djeluju na kruto tijelo moZemo

nadomjestiti jednom silom, njihovom rezultantom Ifr, koju dobijemo kao dijagonalu
paralelograma konstruiranog nad tim silama — pravilo paralelograma (slika 2.3.a).

Rezultanta Ifr dviju sila moze se dobiti i kao treca stranica trokuta konstruiranog od zadanih
sila (slika 2.3.b) — pravilo trokuta.

a)
F,

£

Slika 2.3.: a) paralelogram sila, b) trokut sila.
Veli¢inu (intenzitet) rezultante mozemo odrediti iz trokuta sila:

* primjenom kosinusnog poucka:

F?=F?+F/-2-FF, cos(180° -a),

F =R +F2+2-F-F,-cosa (2.1)
»  primjenom sinusnog poucka:

h R _FR . (2.2)
siny sing  sina

Ako pravci sila If1 i If2 zatvaraju malen kut, sjeciSte im moze biti daleko, neprikladno za prikaz.

Taj poseban slucaj odredivanja rezultante dviju sila koje djeluju na kruto tijelo prikazan je na
slici 2.4.

Slika 2.4. Odredivanje rezultante dviju sila ¢iji pravci zatvaraju mali kut
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Zadanom sustavu dodajemo uravnoteZeni sustav sila F, i F,, $to je prema drugom aksiomu
statike dozvoljeno, nakon &ega zbrajanjem sila F, i F; te F, i F, dobijemo dvije sile F i F,sa
sjeciStem u C, na koje sada moZemo primijeniti pravilo paralelograma.

Primjer 2.1.

Valja odrediti rezultantu dviju suceljenih sila If1 i If2 koje djeluju na prsten prema slici 2.5.

Zadano je: F,=400N, ¢, =35, F,=200N, g=40".

»<

Slika 2.5. Primjer 2.1.
Rjesenje:
Za rjeSavanje ovog zadatka koristi se tre¢i aksiom statike koji glasi: Dvije sile koje djeluju na
kruto tijelo u jednoj tocki imaju rezultantu koja se moze prikazati dijagonalom paralelograma

konstruiranoga nad grafickim prikazima tih sila (slika 2.6.a). Takoder, za odredivanje
rezultante moze se koristiti trokut sila koji predstavlja polovicu paralelograma sila (slika 2.6.c).

Slika 2.6. Primjer 2.1.: a) paralelogram sila, b) pravac rezultante, c) trokut sila.

Iznos rezultante moZe se odrediti prema (2.1):

F =\/F12 +F -2-F-F, -cos(180" —a) - JF2+F?+2-FF,-cosa,
gdje je a dobiven na sljedeci nacin:
a=90"-a,+=90"-35+40"=95".

Iznos rezultante je, dakle,

F. =+/400 + 200% + 2-400-200-cos 95" =431 N.
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Pravac rezultante definiran kutom ¢, u odnosu na pozitivni dio osi X (slika 2.6.b) slijedi prema
(2.2):

FF_F

r

siny  sing85"

_ F,-sin85"  200-sin85°
F 431,3

r

siny =0,46195, y=27,51",

a, =a,+y =35 +27,51" =62,51".

zapatci za viezeu: [N O

Zadatak 2.1. Valja odrediti rezultantu dviju suéeljenih sila F, i F, koje djeluju na prsten prema
slici (slika Z.2.1.).

Zadano je: F,=150N, F, =100 N.

Slika Z.2.1. Zadatak 2.1.

Slaganje triju suceljenih sila koje ne djeluju u istoj ravnini. Rezultantu Ifr sustava koji ¢ine

tri suceljene sile F, F, i F, koje ne leZe u jednoj ravnini dobijemo kao dijagonalu
paralelopipeda konstruiranoga nad tim silama (pravilo paralelopipeda — slika 2.7.).

>

F

Slika 2.7. Rezultanta triju suceljenih sila koje ne leze u istoj ravnini
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Slaganje proizvoljnog broja suceljenih sila. Ako na razmatrano kruto tijelo djeluje veci broj
suteljenih sila F, F,, F,, ..., F, ..., F, rezultantu odredimo postupnom primjenom pravila o
trokutu sila.

Neka je zadan sustav od petsila: F, F,, F;, F, i F; (slika 2.8.a). Rezultantu ¢emo odrediti tako
da najprije zbrojimo sile F i F, ¢ime dobijemo F,,,, pa toj sili dodajemo F; i dobijemo F, ,,
(slika 2.8.b), nakon ¢ega postupak nastavljamo dok ne nanesemo sve zadane sile.

Konacno, sila koja povezuje pocetak prve sile i kraj zadnje jest rezultanta promatranog sustava
sila (slika 2.8.c). Taj postupak nazivamo pravilo poligona sila i glasi: Rezultanta proizvoljnog
broja suceljenih sila jednaka je po iznosu i pravcu zavr$noj stranici poligona sila
konstruiranoga od tih sila.

Rezultanta F. usmjerena je od pogetka prve nanesene sile ka vrhu zadnje sile.

a) b)

F,

Ty

F.
Slika 2.8.: @) suceljeni sustav veceg broja sila, b) zbrajanje prvih triju sila, ¢) poligon sila.

Opcenito kazemo da je rezultanta F. sustava suceljenih sila F, F,, F;, ..., F, ..., F, jednaka
vektorskom (geometrijskom) zbroju tih sila:

F=FR+F+F+.+F+.+F (2.3)
ili krace zapisano:

n

F=>F. (2.4)

i=1

|

Primjer 2.2.

Potrebno je grafickim postupkom odrediti rezultantu triju suceljenih sila Ifl, IE2 [ If3 koje djeluju

na ¢vorni lim (slika 2.9.).

Zadano je: F,=10kN, F,=12kN, F, =15kN, o, =30°, «, =40".
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Slika 2.9. Primjer 2.2.

RjeSenje:
Rezultanta je predstavljena zavrsnom stranicom poligona sila (slika 2.10.). Poligon sila
konstruira se na sljede¢i naéin: iz proizvoljno odabrane to¢ke nanosi se, u odgovaraju¢em

mijerilu, graficki prikaz sile Ifl, ana vrh te sile dodaje se sila F,, pa na vrh sile Ifz sila Ifg, kako

je prikazano na slici. Pocetak rezultante je u pocetku sile Ifl, a njezin kraj u vrhu sile Ifs.

Redoslijed nanoSenja sila je proizvoljan. Mjerenjem duzine koja predstavlja graficki prikaz
rezultante i mnozZenjem te vrijednosti s mjerilom sila dobije se iznos rezultante.

Fy
F

r

F 5 kN

Slika 2.10. Primjer 2.2.: Poligon sila

2.2. RAZLAGAN]JE SILE. KOMPONENTE SILE

RazloZiti (rastaviti) zadanu silu na nekoliko komponenata zna¢i odrediti takav sustav od
nekoliko sila kojem je zadana sila rezultanta. U op¢em slucaju takav je zadatak neodreden, a
jednoznacno rjesenje postoji samo uz dodatne uvjete.

Tako, na primjer, silu mozemo razloziti na dvije komponente poznatih pravaca djelovanja
obratnim pravilom paralelograma (slika 2.11.).

P,

/

Slika 2.11. Razlaganje sile na dvije komponente
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Razlaganje sile na tri komponente pravci kojih se sijeku u jednoj tocki, ali ne leZe u jednoj
ravnini, vrsi se obratnim pravilom paralelopipeda (slika 2.12.).

Slika 2.12. Razlaganije sile na tri komponente
Primjer 2.3.

Konstrukcija sastavljena od Stapova AB i AC vezana je za vertikalni zid nepomi¢nim
osloncima. Stapovi su medusobno vezani zglobom u A. Konstrukcija je u zglobu A opterecena

silom F (slika 2.13.a).
Valja odrediti sile koje djeluju na Stapove AB i AC. Zadano je: F =3 kN .

5 a) b) ¢)

Yy

C
Slika 2.13. Primjer 2.3.: a) zadana konstrukcija, b) obratno pravilo paralelograma, ¢) trokut sila.

Rjesenje:

Grafi¢ki postupak:

Odaberimo mjerilo sila M. =1kN/cm pa duzinom duljine 3 cm prikazimo silu F . Kako je veza
toCke A s vertikalnim zidom ostvarena Stapovima AB i AC zanemarivih tezina, pravci

odgovarajucih reakcija veza (pritisaka na veze) moraju proci tockama A i B odnosno A 1 C.

Potrebno je, dakle, rastaviti silu F na dvije sile poznatih pravaca djelovanja, odakle primjenom
obratnog pravila paralelograma sila (slika 2.13.b) slijedi:

Fac :2,7cm~1k—N=2,7 KN; Fug :2,20m~1k—N=2,2 KN .
cm cm

Trigonometrijski postupak:
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Primjenom sinusnog poucka na trokut sila (slika 2.13.c) dobit ¢emo:

F F .Si ° .gj o
-ABo:- - AB=F.3|n45 =3_sm45 _22KN:
sin45” sin75 sin75° sin75°

F F .gj ° .Gj o

AC __ F-sin60° 3-sin60 _2.7kN.

sin60°  sin75 " A° " sin75°  sin75°
2.3.  ANALITICKI NACIN SLAGANJA SILA

2.3.1. Projekcija sile na os i na ravninu

Projekcijom sile F na os nazivamo skalarnu veli¢inu koja je jednaka umnosku intenziteta sile
i kosinusa kuta izmedu pravca djelovanja sile i pozitivnog smjera osi. Ova projekcija moze biti
pozitivna (slika 2.14.a) ili negativna (slika 2.14.b). Na pojmu projekcije sile na os temelji se
analitiki nacin rjeSavanja zadataka statike.

b)

Slika 2.14. Projekcija sile na os: a) pozitivna projekcija, b) negativna projekcija.

F,=F-cosa; F,=F-cosa =-F cosg (2.5)

F,=AB,=ab; F,=-D,C=-dc.

1x

Projekcijom sile F na ravninu Oxy nazivamo vektor IfXy =AB' izmedu projekcije pocetne i

krajnje tocke sile F na zadanu ravninu (slika 2.15.).

ZJ\

F/ % F, /
x¥ B

Slika 2.15. Projekcija sile na ravninu
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Za razliku od projekcije sile na os, projekcija sile na ravninu je vektorska veli¢ina, intenzitet
koje je

F, =F-cosé,
pa je

FX - ny -Ccos@=F -cos@-cose; Fy = ny -sin(p: F -cosé?-sin(p.

2.3.2. Analiticki nacin definiranja sile

Silu, kao vektorsku veli¢inu, moZzemo u pravokutnom koordinatnom sustavu prikazati kao zbroj
triju njezinih komponenata u pravcu koordinatnih osi (slika 2.16.):

F=F +F,+F,.

Ty

v

e

Slika 2.16. Komponente sile u pravcu koordinatnih osi

Budu¢i da svaka komponentna sila ima intenzitet koji je jednak projekciji zadane sile na tu os,
vektore pravokutnih komponenata mozemo dobiti mnozenjem njihovih intenziteta s
odgovarajuc¢im jedini¢nim vektorima:

F=F.; F,=F-j; F=Fk
pa je konacno:

F=F i+F J+F k. (2.6)
Intenzitet sile kojoj su poznate pravokutne komponente je:

FoJFT FIAF 2.7)
Sukladno definiciji projekcije sile na os, vrijedi:

F,=F-cosa; F,=F-cosg; F,=F-cosy, (2.8)
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gdjesu a, B i y kutovi koje vektor sile F zatvara s osima koordinatnog sustava x, y i z.

Kosinusi smjera kutova iz (2.8) su:

F F, F
cosa=—%; cosfp=—; cCoSy=—%.
F F=F "7F

Kvadriranjem ovih jednakosti i zbrajanjem dobijemo:
cos’ ar +cos’ fB+cos’ y =1; (2.9)
Sto znaci da su samo dva od ovih triju kutova neovisna.

U slucaju ravninskog sustava sila bit ¢e:
F=F T+F, ], F=JF7<F2,

F I:y 2 2
c05a=FX, cosﬁ:F, cos“a+cos” f=1. (2.10)

A (Xp5 Va5

]
€ X,
yd
.'/I
yd
.'/I
yd
.'/II

Slika 2.17. Prikaz sile s pomocu njoj kolinearnog jedinicnog vektora

Sila se takoder moze vektorski prikazati s pomocu iznosa sile F i jedini¢nog vektora € koji
ima isti pravac i smjer kao i sila (slika 2.17.):

K, (2.11)

F=F&, @&=ec-i+e, j+e
gdjesu e,, e, i e, projekcije vektora € naosi x, y i z:

e, =Cosa, e, =cosf, e =C0Sy. (2.12)
Pravac djelovanja sile moze biti zadan tockama A (X,, Ya, Z4) i B (X, Yg. Z5)-

Tada je vektor polozaja tocke B u odnosu na tocku A odreden izrazom

Tag = (Xg = Xa) T +(Yg = Ya) T +(25 - 24) K, (2.13)
a iznos (modul) tog vektora izrazom
rAB:\/(XB_XA)2+(yB_yA)2+(ZB_ZA)2 : (2.14)
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Jedini¢ni vektor &, koji odreduje pravac djelovanja sile F moZe se dobiti prema izrazu

éAB:FA_B:(XB_XA)'T""(yB_yA)'T""(ZB_ZA)'E. (2.15)
s \/(XB_XA)2+(VB_YA)2+(ZB_ZA)2

Primjer 2.4.

Na tijelo oblika kvadra djeluje sila F ¢&iji pravac djelovanja prolazi tockama A i B (slika 2.18.).

Valja odrediti vektorski prikaz sile F ako je zadan njezin intenzitet F .

Zadano je: a=3m,b=4m,c=2m, F=800N.

zZ

B

Slika 2.18. Primjer 2.4.
Rjesenje:
Vektorski zapis sile dobije se prema (2.11) F =F -€xg, 0dje je €,5 jedinicni vektor usmjeren od
tocke A ka tocki B. Koordinate to¢aka A i B su: A(3; 4;0), B(0; 0; 2).

Jedini¢ni vektor €,5 moZe se dobiti prema (2.15):

r
= _Tas
€ ="
AB

Fag :(xB—xA)-T+(yB—yA)~i+(zB—ZA)-|Z,

Mg =(0-3)-T+(0-4)-7+(2-0)-k=-3-T-4-7+2:k,

fag =\ (-3)2 +(~4)? + 22 = /29 = 5,385
paje

s T _-30-4j+2:k

5 = ——0,557-i —0,743-] +0,371-k .
Mg 5,385

Vektorski zapis zadane sile je
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F =F -8, =800-(-0,557 -1 -0,743- ] +0,371-k ),

F =—4456-1 -594,4-]+296,8-k .

2.3.3. Analiticki nacin slaganja sustava sila

Poznaju¢i analiticki nacdin prikazivanja sila, izvest ¢emo izraze za odredivanje rezultante
suceljenog sustava sila analitickim putem.

Neka je zadan sustav od Cetiri sile ¢ija je geometrijska suma prikazana rezultantom Ifr (slika
2.19.).

X
»>

a b c e d
Slika 2.19. Graficki prikaz rezultante suceljenog sustava sila u ravnini
Projekcije pojedinih silana os x su:

F,=ab; F,=bc; F, =cd, F,=—ed; F, =ae.
Kako je

ae = ab-+be +cd + (—de).
mozZemo pisati:

F.=F,+F,+F,+F,.

Dakle: Projekcija sile, koja predstavlja geometrijsku sumu zadanog sustava sila, na po volji
odabranu os, jednaka je sumi projekcija komponentnih sila na tu istu os.

Za sustav od n sila, kojemu je rezultanta:

F = Z = (2.16)
bit ¢e projekcije rezultante na koordinatne osi:

1) F, = .Zl: Fo (@ Fy= .Z:: F Q) F.= .Z:: F, (2.17)

pa su intenzitet rezultante i kosinusi smjera:

F F F
2 2 2 . _ . _ . _'n
F = /FrX+Fry+FrZ ; coswr_%, cosﬂr—?, COSQ/r—?.

r r r
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Kada je rije¢ o ravninskom sustavu sila, projekcije rezultante na koordinatne osi su:
(1) Fu=>F: @ Fy=2F; (218)
i=1 i=1

a intenzitet rezultante i kosinusi smjera:

= F
F=Fe+F; cosar:F”; cos B, = Fry.

r r

Znak sumiranja ubuduce ¢emo pisati jednostavnije, kao Z uz identi¢no znacenje.

i=1
Primjer 2.5.
Valja odrediti rezultantu triju suceljenih sila koje djeluju na prsten (slika 2.20.).

Zadano je: F,=500N, F, =600 N, F, =300 N.

5 [ong

6
Slika 2.20. Primjer 2.5.

Rjesenje:

Projekcije sila na koordinatne osi x i y odredene su izrazima:
F, = F -cos55° =500-0,574 =286,8 N,
F, = F -sin55"=500-0,819=409,6 N,
F,, =—F,-c0s45" =—600-0,707 =-424,3N,
F,, = F,-sin45" =600-0,707 = 424,3 N,
F;, =—F;-c0s25° =-300-0,906 =-2719 N,
F;, =—F;-sin25"=-300-0,423=-126,8 N .

Projekcije rezultante na iste osi mogu se dobiti prema (2.17):

3
I:rx = le + I:2x + F3X = z I:ix = 286’8_424’3_ 271’9 - _409’4 N !

i=1

3
Fy=Fy+Fy+Fy = le R, =409,6+424,3-126,8 =707,1N.
1=
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Vektorski zapis rezultante glasi:
F, =-409,4-T+707,1-J N,

a njezin je iznos:

F2+F2 =/(-409,4)* +707,1° =817,1N.

Rezultanta se moZe dobiti i grafickim postupkom konstruirajuéi poligon sila u odgovaraju¢em
mjerilu (slika 2.21.b), a kako je to ranije opisano.

Slika 2.21. Primjer 2.5.: a) zadani suceljeni sustav sila, b) poligon sila.

Primjer 2.6.

Kuka E optere¢ena je Getirima silama Fe,, Feg, Fee | Fp istog intenziteta F (slika 2.22.).

Slika 2.22. Primjer 2.6.
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Potrebno je svaku silu prikazati u vektorskom obliku te odrediti njihovu rezultantu.

Zadano: a=2m, b=3m, c=6m, F=18KkN.

Rjesenje:

Svaka sila mozZe se prikazati u vektorskom obliku kao umnoZzak intenziteta dane sile i jedini¢nog
vektora na pravcu razmatrane sile (slika 2.23.) prema (2.11), pa su vektorski zapisi svih sila:

FEA = FEA 'éEA ; FEB = FEB 'éEB ; FEC = FEC 'éEC FED = FED ‘éED'
Intenziteti svih sila su zadani i iznose:

Fep = Fep = Fee = Fep =18 KN

4

E(0; 0; 6)

S C(-3:2: 0
S |

[ai
A3;-2;0)

Ay
X F s J

O

'B(3:2;0)
Slika 2.23. Primjer 2.6.: Kuka optereéena cetirima silama jednakog intenziteta

Za odredivanje jedini¢nih vektora potrebne su koordinate karakteristi¢nih tocaka A, B, C, D i

E. Ove koordinate glase: A(3;-2;0), B(3;2;0), C(-3;2;0), D(-3;-2;0), E(0;0;6).

Jedini¢ni vektori odreduju se dijeljenjem vektora s njihovim intenzitetima prema (2.15):

~ I; _ r; R I . I
ea=""7 Ep="0; Ec=—- i Ep=-D,
ea les lec "ep

Vektori polozaja Tz, , Teg, Tee 1 Tep, Kao i njihovi intenziteti re,, rfeg, fec 1 fep, Mogu se odrediti
prema (2.13) i (2.14):

Tea =(Xa —Xe )T +(Ya—Ye) 1 +(2a —2¢) K,

fea =(3-0)-7 +(-2-0)-7+(0-6)-k =3-T =2-] -6k,

fen =3 +(-2) 4 (-6)" =7

Teg =(Xg =% )T+ (Vo — Ve ) 1 +(25 -2 ) K,
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fg =(3-0)- +(2-0)-j+(0-6)-k =3-T +2-]-6-k,

reg =3 +22+(-6)" =7

Tee = (% =% )T +(Ye = Ve ) T +(2c -2 )k,

fee =(-3-0)-71+(2-0)-j+(0-6)-k =-3-1 +2- ] -6k,
fee =(-3)" + 22+ (-6) =T;

fep =(Xo =X )1 +(Yp—Ye ) T +(2p —2¢ )k,

fep =(-3-0)-1 +(-2-0)-j+(0-6)-k =-3-1-2- j—6-k,

e =(-3)" +(-2)° +(-6) =7.

Jedini¢ni vektori su:

. _Fea _30-2]-6K

6ca =0,4286-7 —0,2857- ] —0,8571-K ;
I;
EA

6. —ee 3142 1-6K ) 4r86.7 40,2857 - 0,8571.K;
les

6o =t - 31 +2:076°K _ 4 4586.7 40,2857 7-0,8571-K ;
lec

éEDer—Dz_s" 2] -6k =-0,4286-i —0,2857-j —0,8571-K .
f 7
ED

Konacno je vektorski zapis zadanih sila:

Fen = Fea 6ca =18+(0,4286-1-0,2857- 70,8571k ) =
=7,715-1 —5,143- ] —15,428k;

Feg = Feg -Beg =18-(O,4286-T+0,2857-T—0,8571-IZ)=
=7,715-T +5,143- ] -15,428 Kk;

Fec = Fec -6 =18+(—0,4286-T +0,2857- ] -0,8571-k ) =
=—7,715-7 +5,143- | —15,428-Kk;

Fep = Fep -6cp =18-(—O,4286-T—0,2857- ]—0,8571-12) -
=-7,715-1 —-5,143. ] —15,428 K .

Rezultanta zadanih sila dobije se prema (2.16):

Fo=F =Fea+Feg+Fect+Fep;  F=—-6L712:K.
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ZADATCI ZA VJEZBU: _M

Zadatak 2.2. Potrebno je odrediti rezultantu triju suceljenih (konkurentnih) sila, koje leze u
istoj ravnini (slika Z.2.2.). Primijeniti graficki i analiti¢ki postupak.

Zadano je: F,=300N, ¢, =30"; F,=350N, a, =150"; F, =150 N, «, =270".

Slika Z.2.2. Zadatak Z.2.2.

Zadatak 2.3. Zadan je suceljeni sustav sila u ravnini (slika Z.2.3.). Analitickim postupkom
odrediti rezultantu.

2 VKN

Slika Z.2.3. Zadatak Z2.2.3.
Zadatak 2.4. Valja odrediti rezultantu zadanog suceljenog sustava sila u prostoru (slika Z.2.4.).
Zadano je: F,=200N, F,=300N, F, =400 N.

Slika Z.2.4. Zadatak 2.4.
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2.4. RAVNOTEZA SUCELJENOG SUSTAVA SILA

Uvjete ravnoteze statike zadovoljavaju sile koje djeluju kako na tijelo koje miruje, tako i na
tijelo koje se giba ,,po inerciji”. Odatle slijedi da je uravnotezenost sila, koje djeluju na slobodno
kruto tijelo, potreban, ali ne i dovoljan uvjet za mirovanje krutog tijela. U stanju mirovanja
tijelo ¢e se nalaziti samo u tom slucaju ako je ono mirovalo i do trenutka kada je zapocelo
djelovanje uravnotezenog sustava sila na tijelo.

2.4.1. Geometrijski uvjeti ravnoteZe

Budu¢i da rezultantu suceljenog sustava Ifr odredujemo kao zavrSnu stranicu poligona

konstruiranog od tih sila, to rezultanta Ifr moZze biti jednaka nuli samo ako se kraj posljednje
sile u poligonu sila poklapa s po¢etkom prve sile, tj. ako je poligon sila zatvoren.

Prema tome, za ravnotezu konkurentnog sustava sila potrebno je i dovoljno da poligon sila,
konstruiran od tih sila, bude zatvoren.

2.4.2. Analiticki uvjeti ravnoteze

Intenzitet rezultante suceljenog sustava sila dan je izrazom:

2 2 2
F=\F+F,+F,.

Ocevidno je da ¢e taj intenzitet biti jednak nuli samo ako su sve tri projekcije rezultante na

koordinatne osi jednake nuli:
F.=0, F,=0, F,=0,

rz

ili s obzirom na (2.17):
(1) 2FR.=0, @ >F=0, (3 XF=0, (2.19)

te mozemo zakljuciti: Za ravnotezu suceljenog sustava sila u prostoru potrebno je i dovoljno
da suma projekcija svih sila na svaku od triju koordinatnih osi bude jednaka nuli.

Za ravnoteZu konkurentnog sustava sila u ravnini treba biti: F, =0, F =0,
odnosno prema (2.17):
1 2FR=0, @ X F,=0. (2.20)

Dakle, za ravnotezu suceljenog sustava sila u ravnini potrebno je i dovoljno da suma projekcija
svih sila na dvije koordinatne osi bude jednaka nuli.

Primjer 2.7.

Kugla tezine IEG oslonjena je na strmu (glatku) ravninu u tocki A i vezana je uzetom BC za
podlogu (slika 2.24.).
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Odrediti grafickim i analitickim postupkom iznose reakcije strme ravnine u tocki A i sile u
uZetu BC ako je zadano: F; =500N, o =45", f=30".

Slika 2.24. Primjer 2.7.
RjeSenje:
Kuglu treba osloboditi od veza sa strmom ravninom i uzetom te ove veze nadomjestiti
odgovarajuc¢im reakcijama veza. U toCki dodira A s ravninom na kuglu ¢e djelovati reakcija

veze F, koja leZi na pravcu okomitom na ravninu. U tocki C dodaje se sila IfCB kojom uze
djeluje na kuglu, a koja ima pravac uZeta.
Dakle, nakon oslobadanja od veza na kuglu djeluje suceljeni sustav sila koji ¢ine tezina IEG , sila

IfCB kojom uze djeluje na kuglu i reakcija glatke strme ravnine IfA (slika 2.25.a).

Slika 2.25. Primjer 2.7.: a) kugla kao slobodno tijelo, b) trokut sila.

Kako je zadani sustav sila u ravnotezi, mogu se napisati uvjeti ravnoteze prema (2.20):
> F=0: —F,-sin45°+F-c0s30°=0,
D F,=0:  F,-c0545 +Feg-sin30° —500=0.

RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobiju se trazeni iznosi reakcija veza:
Fo=4482N, F,=3659N.

Zadatak se moze rijesiti i primjenom sinusnog poucka na trokut sila (slika 2.25.b), kako slijedi:
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_FA _ .FG ’ FA:FG.-SIHGO :500'0’866=448,2N,
sin60° sin75° sin75° 0,966
Fe R _Fs-sin45" _500-0,707 _365,9N.

CB

sind5°  sin75°’ sin75° 0,966

Napomena: Kugla na uze po principu akcije i reakcije djeluje silom istog intenziteta koji ima
sila kojom uze djeluje na kuglu. 1z tog je razloga iznos sile u uzetu takoder F.g =3659N.
Primjer 2.8.

Teret teZine lfG vezan je pomocu prstena A za podlogu pomocu dva uzeta AB i AC (slika 2.26.).
Valja odrediti sile kojima uzad AB i AC djeluje na prsten. Zadana je tezina sanduka F, =5kN

i kut o, =25'.

= g

Slika 2.26. Primjer 2.8.
RjeSenje:
Prsten u tocki A treba osloboditi od veza s uzetima 1 njih zamijeniti odgovaraju¢im reakcijama

veza.

Na prsten djeluju tri suceljene sile: tezina tereta IEG preko uzeta AD te sile IfAB i IfAC kojima
uzad AB i AC djeluje na prsten (slika 2.27.a).

F AB FAC
2 5 0\ \"‘az }x

Slika 2.27. Primjer 2.8.: a) prsten A kao slobodno tijelo, b) trokut sila.

Iznosi sila F,g 1 Foc kojima uzad djeluje na prsten A mogu se odrediti iz uvjeta ravnoteze
postavljenih za prsten, a koji glase:

D F=0: —F,-c0525°+F, -cosa, =0,
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Y F,=0:  Fy-sin25°+F,. sina,—F, =0,

gdje je kut «, dobiven prema slici 2.26.:
3 .
tana2:2:0,75; o, =36,87".

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti gornje jednadzbe poprimaju oblik:
—F,5 -€0s25°+ F,. -c0s36,87° =0,
Fug -Sin25°+F,. -sin36,87°-5=0.

RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobiju se iznosi trazenih sila:
Fag =4,536 kKN, F,. =5139kN.

Zadatak se mogao rijesiti i s pomocu trokuta sila (slika 2.27.b).

Primjer 2.9.

Teret tezine IfG vezan je preko prstena A oprugama AB i AC za podlogu. Duljine nerastegnutih
oprugasu |y 5g, 0dnosno |, 5c . Krutost opruge AB je c,g . Potrebno je odrediti silu u opruzi AC

I njezinu krutost te tezinu tereta ako se sustav u polozaju na slici 2.28. nalazi u ravnotezi.

Zadanoje: a=3m, b=4m, h=3m, Iy, =2,5m, |y oc =3M, Cpg =50 N/m.

-{ a > h >
A F‘-‘:(' B{

", W

e c, \'\\
7 Cac AB \\
Z \\\\
Z W

v Ab\

Slika 2.28. Primjer 2.9.
Rjesenje:
Prsten u tocki A treba osloboditi od veza s oprugama i njih zamijeniti odgovaraju¢im reakcijama

veza. Na prsten djeluju tri suceljene sile: teZina tereta F, preko uzeta AD te sile F,; i F,.
kojima opruge AB i AC djeluju na prsten (slika 2.29.).

Duljina opruge AB u polozaju na slici je |,; =vb?+h? =y/3* +42 =5m, a njezino produljenje

iznosi Alyg =lpg —lgpg =5-2,5=2,5m.
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i < C ~B
3Im “ Fac Fs T
Y CX}\ \‘wa] X
A
. 3m | 4 m .
vl

Slika 2.29. Primjer 2.9.: Prsten A kao slobodno tijelo

Iznos sile kojom opruga AB djeluje na prsten jest:
Fag =Cag - Alpg =50-2,5=125N.
Kutovi o, i a, Koje sile Fng i F5c zatvaraju s osi x dobiju se s pomocu slike 2.29.:
tan oy :E:%:OJS, a, =36,87"; tana, = h_ =1, a, =45".
Uvjeti ravnoteze za prsten u tocki A glase:
Y F=0: F,-c0536,87°—F, -c0s45°=0,
ZFV:O: F.s-sin36,87°+ F,. -sin45°-F, =0.

Iz prve od gornjih jednadzbi je

_0,8-F, 08125
ACT 0,707 0,707

=141,4 N.

Produljenje opruge AC u poloZaju prikazanom na slici je

a njezina krutost

C _ Fac :w:1138ﬁ.
AT Al 1,243 'm

Iz druge jednadZbe ravnoteze dobije se traZzena teZina tereta:

F = F,g -5in36,87°+ Fy -5in45° =125.0,6+141,4-0,707 =175 N..

zapatci za viezeu: [ O

Zadatak 2.5. Valja odrediti iznose i smjerove sila F, i F, da bi rezultanta svih su¢eljenih sila

koje djeluju na ¢vorni lim reSetkastog nosaca bila jednaka nuli (slika Z.2.5.).

Zadano je: F,=5kN, F,=7kN, F,=8kN.
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Slika Z.2.5. Zadatak 2.5.

Zadatak 2.6. Kugla mase m vezana je za prsten u C uzetom AC. Prsten je vezan za podlogu
oprugom CD i uZzetom CB (slika Z.2.6.). Valja odrediti silu u uZetu CB i silu u opruzi CD.

Zadano je: ¢ =60°, m=25Kkg.

C D
MM

Slika Z.2.6. Zadatak 2.6.

Zadatak 2.7. Prsten B vezan je za podlogu oprugom AB te uzetima BC i BD (slika Z.2.7.).
Duljina opruge Krutosti ¢ u nerastegnutom stanju je |,. Za ravnotezni polozaj prikazan na slici

valja odrediti sile u uzetima BC i BD.
Zadano je: a=0,4m, b=0,3m, h,=0,3m, h,=0,2m, ¢=900 N/m, |, =260 mm.
C

A C
W

A

[
Lt}

Slika Z.2.7. Zadatak 2.7.

43



Zadatak 2.8. Kugla tezine F, oslanja se na glatku kosinu i vezana je uzetom s teretom teZine
Fs, (slika Z.2.8.). Potrebno je odrediti, grafickim i analitickim postupkom, iznos teZine tereta

Fs, 1reakciju glatke podloge za slucaj ravnoteze.

Zadano je: Fg; =100N, @ =30", f=45".

Slika Z.2.8. Zadatak 2.8.
Primjer 2.10.
Pri podizanju plo&e, dimenzija prema slici, jednolikom brzinom na kuku djeluje sila F koja je
jednaka teZini ploce IfG (slika 2.30.). Potrebno je odrediti iznose sila kojima uzad AD, AB i AC
djeluje na kuku.
Zadano je: a=1,5m,b=13m,c=2,2m, d=35m, F=5kN.

Slika 2.30. Primjer 2.10.
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RjeSenje:
Na kuku A nakon oslobadanja od veza djeluje suceljeni prostorni sustav sila koji ¢ine zadana

sila F tesile F,., F\s i Fy, kojima uzad djeluje na kuku (slika 2.31.).

B

Slika 2.31. Primjer 2.10.: Suceljeni prostorni sustav sila koji djeluje na kuku kao slobodno tijelo

Za odredivanje vektorskog zapisa sila kojima uzad djeluje na kuku potrebno je najprije odrediti
koordinate karakteristi¢énih to¢aka. One su: A(0;0;3,5), B(15;2,2,0), C(-152,2,0) i
D(0;-1,3;0).

Vektori Tyg, Tyc 1 Tap, kao i njihovi intenziteti ryg, Ny 1 o, dobiju se prema (2.13) i (2.14):
Fag = (X6 =Xa) T +(Ye = Ya) 1 +(25 —2a) K,

Mg =(L5-0)-7 +(2,2-0)-+(0-3,5)-k =1,5:T+2,2- ] -3,5-k ,

(e = L5 +2,2% +(3,5)° = /19,34 = 4,398;

Tac =(xC—xA)-T+(yC—yA)-T+(zC—ZA)-E,
fac =(-15-0)-7 +(2,2-0)-j+(0-3,5)-k =-15-1 +2,2- ] -3,5-k ,

(e =+(~15)" +2,2% +(-3,5)" = /19,34 = 4,398

TaD :(XD_XA)'T+(yD_yA)']+(ZD_ZA)'Ey

Fap =(0-0)-T+(~13-0)-+(0-3,5)-k =-1,3-]-3,5:k ,

o =(-1.3)° +(-3,5)° = /13,04 =3,734.

Jedini¢ni vektori potrebni za vektorski zapis sila su prema (2.15):
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s _f _157+22j-35k

e = =0,341-1 +0,500- ] —0,796 K :
Mg 4,398

o _Fc_-15-142,2-7-35k

Bac =-0,341-1+0,500- ] —0,796 -k ;
Mc 4,398

s _Tao _13] ~3,5-k

=-0,348-]-0,937Kk .
o 3,734 :

Dakle, na kuku A uz zadanu silu F djeluju sile &iji je vektorski zapis dobiven prema (2.11):

— - -

Fag =Fag ' €ag; Fac = Fac-€ac: Fap

FAD 'éAD .
Vektorski zapis ovih sila jest:

S-R;
=0,341-Fpg -1 +0,500- Fpg - ] —0,796 - Foq - K ;

T
Il

'fAB
Fac =—0,341-F,. -1 +0,500-F,.- ] —0,796-F, -k ;
Fap =—0,348-F,p - ] —0,937 - F,p -k .
Uvijeti ravnoteze prema (2.19) glase:
Y F,=0:  0,341-F553—0,341-F, =0,
Z F,=0:  0,500-Fpg +0,500-Fn. —0,348-F5, =0,
ze =0:  —0,796-F,g —0,796-F,- —0,937-F,p +5=0.
Iznosi sila F,g, Fac 1 Fap dobiju se rjeSavanjem gornjeg sustava:
Fag =1167 kN, F,. =1167kN, F,,=3353kN.

Primjer 2.11.

Konstrukcija sastavljena od tri Stapa opterecena je u zglobu A silom iznosa F; (slika 2.32.).

Slika 2.32. Primjer 2.11.

Valja odrediti sile u Stapovima AB, AC i AD.
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Zadano je: A(0;4m;0), a=45", f=60", F; =5kN.
RjeSenje:
Zglob A mozemo prikazati kao slobodnu tocku na koju djeluje prostorni suceljeni sustav sila.

Ovaj sustav sila koji se nalazi u ravnotezi &ine tezina F, tesile F,., F,; i F,, kojima Stapovi

AB, AC i AD djeluju na zglob A (slika 2.33.). Sile u Stapovima istog su intenziteta kao i sile
kojima Stapovi djeluju na zglob A.

z
A C )
450 ~ AC
B \A Ly
FAE; =
450
__,\/"/"/’600 /,/’/ FAD
B o F
X B D .- . C

Slika 2.33. Primjer 2.11.: Zglob A osloboden od veza

Sile F,., F,; i F,, mogu se napisati s pomo¢u jedini¢nih vektora na pravcima djelovanja sila
kada je:

FAB = FAB “€ap s FAC = FAC 'éAc te FAD = FAD “€ap -

Koordinate karakteristi¢nih tocaka koje su potrebne za dobivanje gore navedenih jedini¢nih
vektora jesu: B(4;0;0), C(-4;0;0) i D(0; 0;-2,309).

Vektori Tyg, Tac 1 Tap, Kao i njihovi intenziteti, dobiju se kako slijedi:

FAB:(XB_XA)'T+(yB_yA)'j+(ZB_ZA)'k,
Tag =(4-0)-7 +(0-4)-J+(0-0)-k =4-1 -4-7,

fao =42 +(~4)° =/32 =5,657;

Fac :(Xc _XA)'T+(yC_yA) J+(Zc _ZA)

=(~4-0)-7+(0-4)-j+(0-0)-k =—4-T -4-7,

e = y(—4) +(—4)’ +07 =/32 =5,657;

Fao = (X0 =Xa)- T+ (Yo = Ya ) 1 +(20—-2a) K,
Tap =(0-0)-7 +(0-4)-+(-2,309-0)-k =—4-]-2,309-k ,

ap = \/02 + (_4)2 + (_2'309)2 =4,619.

Jedini¢ni vektori su:
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B =22 =2 =20 g 707.7-0,707 ]
. 5657

>ﬂ

g, =tc AT =A T 4 707.7-0,707.7;
. 5657

>ﬁ

. T —4-7-2309-k

— JAD _ —--0,866-]-0,5-k.
N 4,619 J

D

Vektorski zapis svih sila suceljenog prostornog sustava sila koji djeluje na zglob A jest:

!

=F, -k, F,=-5k;

@

1

5 = Fag 6,5 =0,707-F,5 -1 =0,707-F, - ] ;

);I'Il

¢ =Fa B =-0,707-F, -1 -0,707-F,. - J ;
Fao = Fap Eap =—0,866-F, - ]—0,5-F,, -k .
Uvjeti ravnoteZe glase:
> F,=0: 0,707 -F,; -0,707-F, =0,
> F,=0: -0,707-F,;,-0,707-F,. —0,866-F,, =0,
> F=0: -05F,,-5=0.
RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobiju se trazeni iznosi sila:
Fu =6124kN, F,.=6,124kN, F,, =-10kN.
Stapovi AB i AC optereceni su vlacno, dok je §tap AD optereéen na tlak.

Primjer 2.12.

Potrebno je odrediti sile u Stapovima AB, AC i AD konstrukcije ako je masa bloka koji se
podize m =500 kg (slika 2.34.).

Slika 2.34. Primjer 2.12.
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Zadanoje: a=2m, b=3m, c=0,75m, d=125m, h=2,5m.

Rjesenje:

Zglob A mozemo prikazati kao slobodnu tocku na koju djeluje prostorni suceljeni sustav sila.
Ovaj sustav sila je u ravnoteZi, a Gine ga tezina F, te sile F,., F,; i F,, kojima Stapovi AB,
AC i AD djeluju na zglob A (slika 2.35.).

Sile F,., F\, i F,, zapisane s pomocu jedini¢nih vektora jesu: Fg = Fyg-8xg, Fac = Fac -Eac 1€
IfAD =F,, -€,, dok su koordinate karakteristi¢nih tocaka: A(0;3;2,5), B(0;0;0), C(0,75-2;0) i
D(-1,25;-2;0).

AZ
125m " e F,
075m 4~ F Ac%fé
‘v - | T Fap
- ’m ‘xBx “F c
~. . 25m
. s ) b
~3m
~ .

Slika 2.35. Primjer 2.12.: Zglob A osloboden od veza

Vektori Tyg, Tyc 1 Ty, intenziteti tih vektora i jedini¢ni vektori dobiju se na nacin prikazan u
prethodnim primjerima, pa je:

Mo =(0-0)-1+(0-3)-]+(0-2,5)-k=-3-7-2,5-k,,

Fa = \/(_3)2 +(—2,5)2 =3,905;

Fie =(0,75-0)-T +(-2-3)-J+(0-2,5)-k =0,75-T -5-] -2,5-k,

fue =/0,75” +(~5)" +(~2,5)" =5,640;

Mo =(~1,25-0)-1 +(-2-3)-J+(0-2,5)-k =-1,25-1 -5-] - 2,5k,

<

(-1,25)° +(-5)" +(~2,5)" =5,728;

Fao =

. By -3j-25K

Ga=28=""21 22 __0768-]-0,640-K;

e 3,905 :

g, —toc 0751 =571=25K _ 1957 0 gg7.7-0,443.K ;
Mnc 5,640
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=0 = LN 025K _ 4 5187 0,873.§-0,436K .
(S 5,728

D

Vektorski zapis svih sila suceljenog prostornog sustava sila koji djeluje na zglob A jest:

F,=-m-g-k=-500-9,81-k =-4905-K ;

=—0,768-F,,-]—0,640-F,, K :

!

B~ FAB “€ap

>

Fac = Fac -8xc =0,133-F,. -1 —0,887-F,. - ] —0,443-F,. -k ;

IfAD =Fp -eap = —0,218- Fop i —0,873-F,,-]—-0,436-F,, k.
Uvjeti ravnoteze za zglob A glase:

> F,=0: 0133-F, -0,218-F,, =0,

ZFV:O: -0,768-F,; —0,887-F,.—0,873-F,, =0,

Z F,=0: -0,640-F,;—0,443-F,.—0,436-F,, —4,905=0.

RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobiju se trazeni iznosi sila:

Fs =—19,13kN, F,.=10,35kN, F,, =6,313kN.

Stap AB optereéen je na tlak, dok su §tapovi AC i AD optereceni na vlak.

Primjer 2.13.

Prostorna konstrukcija sastavljena od Sest Stapova medusobno vezanih zglobovima, a za
podlogu sfernim osloncima, optere¢ena je silom iznosa F ¢iji pravac djelovanja prolazi
tockama B i H (slika 2.36.). Potrebno je odrediti iznose sila u svim Stapovima konstrukcije.

Zadanoje: a=3,2m, b=25m,c=1,8m, F=6kN.

‘a

A Ci

>y

Slika 2.36. Primjer 2.13.
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Rjesenje:

Razmotrit ¢emo najprije ¢vor B kao slobodnu to¢ku na koju djeluje suceljeni prostorni sustav

sila: vanjska aktivna sila F te tri reakcije veza F,,, F,. i Fy, kojima tapovi BA, BC i BD

djeluju na zglob B (slika 2.37.a).

Sile Ry, , Fy i Fy, napisat ¢emo u vektorskom zapisu s pomocu jedini¢nih vektora na pravcima

njihova djelovanja, a koordinate karakteristi¢nih tocaka jesu: A(O; 0: 1,8), B(3,2; 2,5 1,8),

C(0;2,5,1,8), D(0;2,5;0), E(3,2,0;0), H(0;0;0).

Slika 2.37. Primjer 2.13.: a) zglob B kao slobodna tocka, b) zglob D kao slobodna tocka.

Vektori Ty, Tga 1 Tgp, intenziteti tih vektora i odgovarajuéi jedini¢ni vektori jesu:

M =(0-3,2)-7 +(0-2,5)- j+(0-1,8)-k =-3,2-1 -2,5-]-1,8k,

= (-3.2) +(-2,5) +(-18)" =4,442;

Toa=(0-3,2)-1 +(0-2,5)- ] +(1,8-18)-k =-3,2-1-2,5-],

fea = \/(_3, 2)2 +(—2,5)2 =4,061;

T =(0-3,2)-1 +(2,5-2,5)- ] +(0-1,8)-k =-3,2-1 -1,8k,

lep = J(—s, 2)" +(-18)" =3,672;

-3,2-1-2,5-]-18-k

€y = =—0,720-T—O,563~j—0,405.lz;
4,442
o = 2 225 g, 788.7-0,616-7
4,061
6, - -3,2-1 -1,8-k _ _0.871.7-0,490-K .
3,672
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Vektorski zapis svih sila koje djeluju na zglob B jest:
F=F &, =68, =-4,320-1-3378-7-2,430-k;
Fan = Fop 650 =—0,788-F,, -1 -0,616-F,, - ] ;
Fooc =—Fge 1 ;
Fap = Fap -85 = —0,871- Fy -1 —0,490- Fyp -K .
Uvjeti ravnoteZe za ¢vor B glase:
> F,=0:  -0,871-F,, ~Fy, 0,788 F,, —4,320=0,
> F,=0: -0,616-F,, —3,378=0,
D> F,=0: 0,490 -F,,-2,430=0.
Iz gornjih jednadzbi dobiju se trazeni iznosi sila:
Fop =—4,959kN, F,. =4,321kN, F;, =-5484kN.

Stap BC optereéen je vlaéno, dok su Stapovi BD i BA optereéeni na tlak.

Razmotrimo sada ¢vor D kao slobodnu tocku na koju djeluje suceljeni prostorni sustav sila koji
Gine sile Fo, =—Fy, te g, Fo. i Fyy, kojima Stapovi DB, DE, DC i DH djeluju na zglob D (slika

2.37.b). Jedinicni vektor &, dobije se na sljedeci nacin:

Fre =(3,2-0)-1+(0-2,5)-j+(0-0)-k =3,2-1 -2,5-7,

e =1/3,22+(~2,5)° = 4,061,

s 32i-25-]
bE 4,061

Vektorski zapis svih sila koje djeluju na zglob D glasi:

=0,788-1 —0,616- ] .

Fos =—Fap =0,871-Fyy -1 +0,490-F; -k, uz Fo, = Fyp =—4,959 kN,

Fos =0,871-(~4,959)-7 +0,490-(~4,959) -k =-4,319-7 - 2,430k ;

Foe = Fop e =0,788-Fo -1 —0,616-Fop - ] ; Foo =FocK; Foy=—Foy-].
Uvjeti ravnoteZe za ¢vor D glase:

> F,=0: 0,788 F, -4,319=0,

> F, =0, -F,-0,616-Fy=0,

Y F=0:  F,-2430=0.
Iz gornjih jednadzbi dobije se:
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F..=2430kN, F, =5481kN , F,, =-3376kN.

==

Stap DH optereéen je na tlak, dok su $tapovi DC i DE optereceni na vlak.

ZADATCI ZA VJEZBU: Y

" J

Zadatak 2.9. Prostorna konstrukcija sastavljena od tri Stapa vezana je za podlogu sfernim

osloncima B, C i D. Stapovi su medusobno spojeni u zglobu A na koji djeluje sila F (slika
Z.2.9.). Valja odrediti iznose sila u svim Stapovima prostorne konstrukcije ako je F =5kN.

ZJ\
3,1
L4m = _lD
B
1,5 II]A
\
2,81’1’1 \ > V

RO

Slika Z.2.9. Zadatak 2.9.

Zadatak 2.10. Za prostornu resSetkastu konstrukciju sastavljenu od Sest Stapova i opterecenu

silama F, i F, potrebno je odrediti sile u svim tapovima (slika Z.2.10.).

Zadano je: F,=-10-k, F,=5-1, a=1m, b=0,8m.

z
1
C
A( /
B a
E »V
-~
b

Slika Z.2.10. Zadatak 2.10.
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Zadatak 2.11. Konstrukcija sastavljena od tri Stapa opterecena je u zglobu A tezinom tereta IfG

(slika Z.2.11.). Valja odrediti sile u svim Stapovima. Zadano je: F, =10kN.

D& 1200
‘ ./"/
. d
.-/
X ¥
Slika Z.2.11. Zadatak 2.11.

2.4.3. Teorem o tri sile

Cesto se nailazi na zadatke gdje se promatra ravnoteza tijela na koje djeluju tri neparalelne sile.
U tom slucaju prikladno je primijeniti teorem o tri sile.

Taj teorem glasi: Ako se slobodno kruto tijelo nalazi u ravnotezi pod djelovanjem triju
neparalelnih sila, koje leze u jednoj ravnini, onda se pravci djelovanja tih sila moraju sjeci u

Jjednoj tocki.
Dokaz izrecenog teorema dan je slikom 2.38. Sile If1 [ If2 mozemo prema drugom i tre¢em

aksiomu zamijeniti jednom silom F, = F, +F,, s hvatistem u A. Na razmatrano tijelo djeluju sada

samo dvije sile If3 i Ifr, koje prema prvom aksiomu moraju biti suprotno usmjerene duz istog
pravca djelovanja.

Slika 2.38. Dokaz teorema o tri sile

Da bi kruto tijelo pod djelovanjem triju sila u ravnini bilo u ravnotezi, potrebno je i dovoljno

da se pravci djelovanja tih sila sijeku u jednoj tocki i da je trokut sila, konstruiran od zadanih
sila, zatvoren.
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Primjer 2.14.

Greda AB zanemarive tezine zglobno je vezana za nepomi¢nu podlogu u A te oslonjena na
glatku kosinu na kraju B. Greda je opterecena teretom teZine IfG (slika 2.39.). Valja odrediti

reakcijske sile u tockama A 1 B.

Zadanoje: a=3,2m, b=17m, ¢ =20", F; =4kN.

A_R_ o

Slika 2.39. Primjer 2.14.
RjeSenje:
Nakon Sto se greda oslobodi od veza, na nju kao slobodno tijelo djeluje sustav od triju sila:
teZina tereta IfG, reakcija oslonca A IfA te reakcija glatke kosine IEB (slika 2.40.a).

D ¥ Y Y
// ‘l\\\
/
/ R\
/ 20°
//’ \
/
/
/’/ |
-
C B
43 m ’I‘ 1,7m J
F

G
Slika 2.40. Primjer 2.14.: a) greda kao slobodno tijelo, b) trokut sila.
Pravci teZine IfG i reakcije glatke kosine IfB su poznati. Primjenom teorema o tri neparalelne

sile moZe se dobiti i pravac reakcije IfA . Taj pravac prolazi tockom A i tockom D koja je sjeciste

pravaca preostalih dviju sila. Buduc¢i da je navedeni sustav sila u ravnotezi, trokut sila mora biti
zatvoren (slika 2.40.b).

TraZene reakcije dobiju se na sljedec¢i nacin:
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tan20°:£; E: 1’7
CD tan 20°

= 4,671

_CD 4,671

=1,086279, [=47,37";
43 43

tan g

y=10"+p=70"+47,37 =117,37".
Primjenom sinusnog poucka dobije se:

F, F sin20°
I A L VTN
sin20° siny sin117,37°

Fs R F _4-sin42,63

. - . B ™ - o

sin(90°— ) siny sin117,37

=3,051kN .

Primjer 2.15.

Konstrukcija prikazana na slici 2.41. optere¢ena je u D silom F te vezana za podlogu Stapom
AB zanemarive tezine i zglobnim osloncem u C. Potrebno je odrediti reakciju oslonca C i silu
u Stapu AB. Zadano je: a=520mm, b=240mm, F=6kN.

a

Y

Lt
&

C

Slika 2.41. Primjer 2.15.
RjeSenje:
Na konstrukeiju oslobodenu od veza djeluju tri sile: sila F, sila kojom $tap AB djeluje na
konstrukciju F,; i reakcija oslonca C F..

Pravci sila F i F,; su poznati. Primjenom teorema o tri neparalelne sile moZe se dobiti i pravac

reakcije Ifc. Taj pravac prolazi totkom C i togkom E koja je sjeciste pravaca sila F i IfAB (slika
2.42.3).

Buduc¢i da je konstrukcija u ravnotezi, trokut sila mora biti zatvoren (slika 2.42.b).
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/ 240 mm
C //'\{
F. /T{ 520 mm

Slika 2.42. Primjer 2.15.: a) konstrukcija kao slobodno tijelo, b) trokut sila.

Slijede traZzene reakcije veza:

tan o =E=0,46154, a=24,78°;
520

tanazi, Fag = P 0 =13,0kN;
AB tana tan24,78°

sinazi; F. = _F =— 6 =14,3kN .
F. Sina sin24,78°

Primjer 2.16.

Za konstrukciju optereéenu silom F u tocki D i vezanu za podlogu uzetom BC te nepomi¢nim
osloncem u A (slika 2.43.) potrebno je odrediti reakcije veza grafickim i analiti¢kim postupkom.

Zadanoje: a=4,5m, b=6,2m,c=6m, d=35m, F=8kN, a=70".
B

Slika 2.43. Primjer 2.16.
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RjeSenje:

Na konstrukciju oslobodenu od veza djeluju tri sile: sila F, sila kojom uZe djeluje na

konstrukciju Fy. i reakcija oslonca A F, . Pravcisila F i F,. su poznati. Primjenjujuéi teorem

o0 tri neparalelne sile, odreduje se pravac reakcije IfA koji mora proé¢i tockom A i sjeciStem

pravaca ostalih dviju sila — tocka E (slika 2.44.a).

Za ravnotezu navedenih sila trokut sila mora biti zatvoren (slika 2.44.b i slika 2.44.c).

a) b)

Slika 2.44. Primjer 2.16.: a) konstrukcija kao slobodno tijelo, b) trokut sila, c) trokut sila.

Iz trokuta ABC moze se odrediti kut £

tan f=-0_-133333, B=5313"

4,5
pa slijedi:
tnf=Y, y-1333, tangr = H22 y=(6,2-x)-tanar—2,5.
X 6,2—X
Dalje je
1333x=(6,2-x)-tanar—2,5  x=3,562, y=4,748,
pa je kut y:

6+y 6+4,748
3,562

tany = =3,0174, y=7166".

Unutarnji kutovi u trokutu sila su:
a,=a+ [ =70"+5313 =12313;

B =y—p=7166"-5313 =18,53";
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7, =180° — ¢, — 5, =180" —123,13" —18,53" = 38,34".
TrazZene reakcije veza mogu se odrediti i primjenom sinusnog poucka na trokut sila:

Fa F _ 8-sin123,13

———=—, Fy=——"-=2108kN;
sin  sin g, sin18,53
'_:LC:_L, B(::8.'-5|n38,34 15,62 kN .
siny, sing; sin18,53°

zapatciza viezeu: [N O

Zadatak 2.12. Greda AB zanemarive teZine vezana je zglobom A za vertikalni zid, a uZzetom
CD za strop. U to¢ki B ovjesen je teret tezine Fg (slika Z.2.12.). Valja odrediti reakciju u
zglobu A i silu u uZetu analiti¢kim i grafickim postupkom.

Zadanoje: a=2m, b=1m, a=45", F; =500 N.

Slika Z.2.12. Zadatak 2.12.

Zadatak 2.13. Zakrivljeni Stap AC opterecen je silom F te vezan za podlogu nepomicnim
osloncem u A i Stapom zanemarive teZzine BC (slika Z.2.13.). Valja odrediti reakcije oslonaca
A'i B te silu u zglobu C analiti¢kim i grafickim postupkom. Zadano je: F =3 kN .

Slika Z.2.13. Zadatak 2.13.
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2.5. STATICKI ODREPENI I STATICKI NEODREDENI ZADATCI

Pri rjeSavanju zadataka o ravnotezi vezanog krutog tijela reakcije veza predstavljaju veli¢ine
koje nisu unaprijed poznate. Broj ovih nepoznatih reakcija ovisi o broju i karakteru veza.
Odgovarajuci staticki zadatak moZemo rijesiti samo u tom slucaju kada broj nepoznatih reakcija
odgovara broju uvjeta ravnoteze koji sadrze te nepoznate reakcije. Takvi zadatci nazivaju se
staticki odredeni, a sustavi tijela koji zadovoljavaju ovaj uvjet nazivaju se staticki odredeni
sustavi.

Zadatci kod kojih je broj nepoznatih reakcija veci od broja uvjeta ravnoteze, koji sadrze ove
reakcije, nazivaju se staticki neodredeni, dok se takvi sustavi tijela nazivaju staticki neodredeni
sustavi.

Ako s n oznac¢imo broj nepoznatih reakcija veza, a s k broj jednadzbi ravnoteze, mozemo
napisati sljedecu jednakost:

s=n-k, (2.21)
gdje mogu nastupiti tri slucaja:
1. s=0 -broj nepoznanica jednak je broju jednadzbi — zadatak je staticki odreden;
2. $>0 - broj nepoznanica veci je od broja jednadzbi — zadatak je staticki neodreden i
to upravo S puta;
3. s$<0 - broj nepoznanica manji je od broja jednadzbi — promatrana konstrukcija je
mehanizam sa |s| stupnjeva slobode gibanja.
Mehanizam (pokretna struktura) jest mehanicka naprava ili njezin dio koji se sastoji od

pokretnih dijelova, medusobno tako povezanih da se pokretanjem jednoga uzrokuje gibanje
ostalih, a naj¢esce sluzi za prijenos i pretvorbu jedne vrste gibanja u drugu vrstu gibanja.

U mehanici se mehanizmi proucavaju kao sustavi medusobno povezanih pokretnih tijela.
Na slici 2.45.a prikazana je jednostavna staticki neodredena konstrukcija u ravnini sastavljena
od triju $tapova i opterecena silom F u zajednic¢kom zglobu.

Broj nepoznatih reakcija veza je 3 (slika 2.45.b — sile u Stapovima), a broj jednadZbi ravnoteze
je 2 (suceljeni sustav sila u ravnini), pa je s=n-k=3-2=1, tj. jedna je veza suvisna — sustav je
jedanput staticki neodreden!

a) b,

Slika 2.45.: a) staticki neodredena konstrukcija, b) zglob kao slobodna tocka s prikazom svih sila koje
na njega djeluju.
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Za rjeSavanje staticki neodredenih zadataka nuzno je odbaciti pretpostavku o apsolutno krutim
tijelima, ve¢ ih se smatra ¢vrstim, tj. takvima da se pod djelovanjem sila mogu deformirati,
odakle se crpe preostale potrebne jednadzbe.

Ravnotezu mehanizama, kada je s<0, moZemo proucavati samo uz dodatne uvjete (npr.

ravnoteza mehanizma u zadanom polozaju 1 slicno).

2.6. METODE RJESAVANJA ZADATAKA STATIKE

Rjesavanje zadataka statike svodi se na odredivanje pritisaka na oslonce, odnosno njihovih
reakcija, koristenjem uvjeta ravnoteze.

Oblik tih uvjeta ovisi o tome kakav sustav sila djeluje na promatrano tijelo poslije oslobadanja
tijela od veza i koja se metoda rjeSavanja zeli primijeniti (geometrijska ili analiticka).

Geometrijska metoda: Ova je metoda pogodna kada je ukupni broj sila (i aktivnih i reakcija
veza) tri. Pri ravnotezi pravci djelovanja ovih sila moraju se sje¢i u jednoj toc¢ki, a trokut,
konstruiran od tih sila, mora biti zatvoren. Konstrukcija trokuta sila obvezno zapocinje
poznatom silom.

Analiticka metoda: Ova se metoda moZe primijeniti pri proizvoljnom broju sila. Da bi se
postavili uvjeti ravnoteze, kojih u sluc¢aju konkurentnog sustava sila u ravnini ima dva, a u
prostoru tri, treba prije svega odabrati koordinatni sustav u odnosu na koji ¢e se rjesavati
zadatak. Taj se odabir mozZe uéiniti potpuno proizvoljno. Medutim, povoljno odabran
koordinatni sustav moze znatno olaks3ati rjeSavanje zadatka.

Rezultate dobivene analitickim postupkom mozemo ponekad jednostavno provijeriti
geometrijskom metodom.

Primjer 2.17.

Valjci 1'i 11, tezine F;, i F;, iistog polumjera R, nalaze se u procijepu Sirine a (slika 2.46.).

Potrebno je izracunati reakcije veza u svim dodirnim to¢kama.

Zadano je: F;, =50N, F;,=30N, a=3R.

Slika 2.46. Primjer 2.17.
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RjeSenje:

Budu¢i da se traze sile u svim dodirnim tockama, razmotrit ¢emo ravnotezu obaju valjaka.
Valjke oslobadamo veza, a utjecaj veza zamjenjujemo odgovarajué¢im silama — reakcijama
veza. Kako su sve veze ostvarene dodirom glatkih ploha, reakcije veza imaju pravce normala u
tockama dodira (slika 2.47.).

2

Slika 2.47. Primjer 2.17.: Valjci I i II oslobodeni od veza

Sa slike 2.47. vidljivo je da se sile koje djeluju na valjke u oba slu¢aja sijeku u jednoj tocki —
srediStima valjaka.

Dakle, na oba valjka djeluje suceljeni sustav sila u ravnini, pa za svaki valjak moZzemo postaviti
po dva uvjeta ravnoteze, Sto upravo odgovara broju nepoznatih reakcija veza.

Jednadzbe ravnoteze za valjak | glase:

D> F,=0: Fy-cos60°—Fg =0,

D> F,=0: F,-sin60°-50=0,
odakle slijedi:

Fo =57,74N; F;=28,87N.
Sada mozemo napisati i jednadzbe ravnoteze za valjak II:

> F,=0: —F,-c0os60°+F, =0,

> F,=0: —F,-sin60°+F,-30=0,
odakle je:

Fo=2887N; F.=80N.

Promatrani zadatak mozemo rijeSiti i grafickim postupkom (slika 2.48.).

Na valjak I djeluju tri sile, pa za njihovu ravnotezu trokut sila mora biti zatvoren. Odaberemo
mjerilo sila M =20 N/cm () te poznatu teZinu valjka | F;, prikazemo duZinom duljine 2,5 cm.
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Kroz pocetak i kraj sile F;; povucimo paralele s pravcima reakcija F, i F; — na taj nacin
dobijemo trokut sila (slika 2.48.a).

a) b)

¥
o

Slika 2.48. Primjer 2.17.: a) zatvoren trokut sila koje djeluju na valjak I, b) zatvoren poligon sila koje
djeluju na valjak II.

Iz uvjeta da trokut sila mora biti zatvoren, odredujemo smjerove trazenih sila, dok intenzitete
reakcija F, i F; dobijemo mjerenjem odgovarajuc¢ih duljina i njihovim mnozenjem s mjerilom

sila:

Fo =2,9cm-M:58N, Fs =1,45cm-@=29 N .
1cm 1cm

Na valjak II djeluju Cetiri sile (od kojih su dvije poznate), pa za ravnotezu mora poligon sila biti
zatvoren. Nanesu se u mjerilu najprije poznate sile F, i F; . Kroz vrhsile Fg vuce se paralela

s pravcem reakcije F,, a kroz pocetak sile F, paralela s pravcem reakcije F. (slika 2.48.b).

Na taj na¢in dobije se poligon sila, koji mora biti zatvoren, a veli¢ine nepoznatih reakcija F, i

F. jesu:

FA:1,450m-20—N:29N, Fc:4cm-20—N:8ON.
lcm lcm

2.7. MOMENT SILE U ODNOSU NA TOCKU

Momentom sile F u odnosu na to¢ku O nazivamo veliginu, uzetu s odgovarajué¢im predznakom,
koja je jednaka produktu sile i kraka sile (slika 2.49.):

ME =+F-d =+2P,,,. (2.21)

Moment sile ovisi o intenzitetu sile F i duljini kraka sile d, i jednak je dvostrukoj povrsini
trokuta OAB koji ¢ine krajevi sile i to¢ka za koju se racuna njezin moment.

Krakom sile naziva se najkraca udaljenost od pravca djelovanja sile do tocke O u odnosu na
koju se odreduje moment sile (to je okomica iz to¢ke O na pravac djelovanja sile).
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Momentom sile u odnosu na to¢ku O izrazava se teznja sile da zakrene tijelo oko te tocke.
Moment je pozitivan ako tezi da zakrene tijelo oko tocke O u smjeru suprotnom od smjera
kazaljke na satu, a negativan ako tezi da zakrene tijelo u smjeru kazaljke na satu (slika 2.49.).
Iz definicije momenta sile za tocku slijedi da se iznos momenta ne mijenja pri pomicanju

hvatiSta sile duz pravca njezina djelovanja.
A
F
B B
"y

A e
M
w(® ‘(o

M=F-d My=—F-d

Slika 2.49. Moment sile F u odnosu na focku O

Takoder, moment sile za tocku O moze biti jednak nuli samo u tom slu¢aju kada je sila jednaka
nuli ili ako pravac djelovanja sile prolazi kroz tocku O, tj. ako je krak sile jednak nuli.

Primjer 2.18.

Na pravokutnu plocu zadanih dimenzija djeluje sila F (slika 2.50.).

Valja odrediti moment sile zadanog intenziteta F u odnosu na tocke A, B i C ako je intenzitet
sile F=200N.

A F
X /
\'. -
\@x -4
N\ \
o} \ffc
.""/'5 \
1300 \

_EL 3m f ¢
Slika 2.50. Primjer 2.18.
Rjesenje:
Iz definicije momenta sile u odnosu na to¢ku prema (2.21) slijedi:

MF=-F.d,, d,=2-cos30°=1732m,

MF =-200-1,732=-346,0N-m
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Mg =0N-m;

M{ =F-d., d.=3-sin30°=15m,

M =200-1,5=300 N-m.

2.8. VARIGNONOV TEOREM O MOMENTU REZULTANTE SUCELJENOG
SUSTAVA SILA U RAVNINI

Varignonov teorem glasi:

Moment rezultante sustava suceljenih sila u ravnini u odnosu na proizvoljno odabranu toc¢ku O
jednak je algebarskoj sumi momenata komponenata u odnosu na istu tocku.

M§ => M§ 2.22)

Dokaz ovog teorema izvest ¢emo S pomocu slike 2.50. Zbog jednostavnosti prikaza razmotrit
¢emo slucaj djelovanja dviju sila Ifl I If2 s hvatiStem u tocki A. Njihova je rezultanta Ifr

prikazana dijagonalom paralelograma konstruiranoga nad zadanim silama.

Sada ¢emo odrediti momente zadanih sila i moment rezultante u odnosu na to¢ku O. Uvodimo
pri tom pomoc¢nu os X okomito na spojnicu OA.

Slika 2.51. Slika uz dokaz Varignonova teorema

Mi=F-d =2P,, =2P_ . =F -OA;

AOAB'

M§=Ef%=2%mc=2ﬂmc:5fOA;

MC'? = I:r 'dr :2PAOAD :2P

AOAD

=F, -OA.

Povrsina trokuta OAB (P,,,;) jednaka je povrsini trokuta OAB' (P,,,s ) jer su to dva trokuta

jednakih osnovica i visina (slika 2.51.). Analogno se mozZe utvrditi i za povrsine trokuta OAC i
OAC', odnosno trokuta OAD i OAD'.

Projekcija rezultante na os x jest:
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F.=F,+F,.
Mnozenjem te jednakosti s duljinom OA dobijemo:
F.-OA=F,-OA+F, -OA,
odnosno:
M =M&+M,
¢ime je teorem dokazan.
Primjer 2.109.

Na trokutnu plodu zadanih dimenzija djeluje sila F (slika 2.52.a). Valja odrediti moment sile
u odnosu na to¢ku A ako je zadano F=10kN.

a) b)
A 4m A
\\ 3 m 3 m
N N F'sin45°
d A ‘ Fcos45°
B

4
\V/ ) i B

Slika 2.52. Primjer 2.19.: Odredivanje momenta sile F u odnosu na tocku A: a) izravno,
b) primjenom Varignonova teorema.

RjeSenje:
1. nacin - izravno:
M} =F-d,
d =AB-sin(a+45°), AB=+3+4?=5m,

Mna:%:OJ& 0 =369

d =5-sin81,9° =4,950 m,
MF =10-4,950 = 49,5kN-m.

2. nacin — primjenom Varignonova teorema (slika 2.52.b):
ML =F,-3+F,-4,
F, =F-cos45° =10-cos45 =7,071kN,
F,=F-sin45" =10-sin45° =7,071kN,

MF =7,071-3+7,071-4=49,5kN-m.
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3. PARALELNI SUSTAV SILA

Ako su pravci djelovanja svih sila koje djeluju na neko tijelo medusobno paralelni, govorimo o
paralelnom sustavu sila. Ako pravci djelovanja svih sila leZze u jednoj ravnini, govorimo o
paralelnom sustavu sila u ravnini (slika 3.1.a); ako su pravci djelovanja svih sila sustava
paralelni, ali nisu u jednoj ravnini, radi se o paralelnom sustavu sila u prostoru (slika 3.1.b).

a) B b)
Ya . F 5 ﬁz ﬁ;
F, .

e m

! i

s -~ }

x 4 n» v

g o F,

.

Slika 3.1. Paralelni sustav sila: a) u ravnini, b) u prostoru.

3.1. SLAGANJE I RAZLAGANJE PARALELNIH SILA

3.1.1. Slaganje dviju paralelnih sila usmjerenih u istu stranu

Ako na promatrano tijelo djeluju dvije paralelne sile F, i F,, tada se pravci njihova djelovanja
sijeku u beskonacnosti (slika 3.2.).

A ¥

Slika 3.2. Slaganje dviju sila usmjerenih u istu stranu

Sustavu stoga dodajemo uravnoteZeni sustav sila (F; , F, ) na pravcu AB, pri ¢emu je F, = —F,.

Zbrajanjem svake od ovih sila s odgovaraju¢om zadanom silom dobijemo sile Fll I F, sa

sjeciStem u O. Nakon pomicanja hvatiSta tako dobivenih sila u to¢ku O mozemo te sile (Iflui
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F, ) ponovno razloziti nasile F, i F,, odnosno F, i F,.Sada oduzimamo uravnoteZeni sustav
sila (F,F,) i dobijemo zadane sile F, i F, na pravcu OC koji je paralelan samim silama.
Zbrajanjem tih sila dobijemo rezultantu:

F=F+F,
intenzitet koje je:
F=F+F, (3.1)
Buduc¢i da je AAaa"= AACO i ABb'b"= ABCO, moze se pisati:
AC:0OC=F :F, BC:0C=F,:F,,
odakle, zbog F, = F,, slijedi:
AC-F, =BC-F,.

Uvrstavanjem gornjih omjera u jednakost AC +BC = AB dobijemo:
BC_AC_AB (3.2)
F F F
pa slijedi zakljucak: Rezultanta dviju paralelnih sila koje djeluju na kruto tijelo i koje su
usmjerene u istu stranu, jednaka je po intenzitetu zbroju intenziteta zadanih sila, paralelna im
Jje i usmjerena u istu stranu, pravac djelovanja rezultante prolazi izmedu hvatista zadanih sila,
a na udaljenostima od tih tocaka koje su obrnuto proporcionalne silama.

3.1.2. Slaganje dviju paralelnih sila usmjerenih u suprotne strane

lako bi se i u ovom slu¢aju moglo postupiti na gore opisani nacin, jednostavniji je sljedeéi
postupak (slika 3.3.a) u kojem ¢emo pretpostaviti da je F > F,.

Sada u to¢ki C tijela dodajemo uravnotezeni sustav sila F, i F,, uz F, =—F, (slika 3.3.b).

Sustav (F, , F,) zamjenjujemo rezultantom F , pri¢emuje F=F,+F. i F, =—F (slika3.3.c).

r

Nakon oduzimanja uravnoteZzenog sustava sila (Ifl, F ) na tijelo ée djelovati samo jedna sila,

F. (slika 3.3.d), koja predstavlja rezultantu zadanog sustava sila (F;, F, ), pri ¢emu je:

F=F-F, (3.3)
BC_AC_ZB -
F F F '

Dakle: Rezultanta dviju paralelnih sila koje djeluju na kruto tijelo i koje su usmjerene u
suprotne strane, jednaka je po intenzitetu razlici intenziteta zadanih sila, paralelna im je i
usmjerena u stranu Ssile veceg intenziteta. Pravac djelovanja rezultante prolazi izvan
pravocrtnog odsjecka koji spaja hvatista zadanih sila, a na udaljenosti od tih tocaka obrnuto
proporcionalnim intenzitetima sila.
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FZI
B A
F,
c) d)
P,
‘r______\_\ C 7}_\\-,‘ C
= Iﬁ I ﬁ:~=ﬁ1+ﬁz
F, ' F.=F—F,

Slika 3.3. Rezultanta dviju paralelnih sila suprotnog smjera: a) zadani sustav sila, b) dodavanje
uravnoteZenog sustava sila F, =—F., c) rezultanta sila F, + F,, d) rezultanta zadanih sila.

3.1.3. Razlaganje sila

Zadatak je odreden samo ako su zadani i neki dopunski uvjeti (npr. pravci djelovanja obiju

traZenih sila ili pak intenzitet i pravac djelovanja jedne od njih).

Primjer 3.1.

—

Na horizontalnu gredu zanemarive tezine djeluju dvije paralelne sile istoga smjera F i F,.

Greda je vezana za podlogu osloncima A i B (slika 3.4.).
Valja odrediti pritiske horizontalne grede na oslonce A i B.

Zadanoje: a=2m, b=3m, c=1m, FF=800N i F, =500 N.

Fl FE
| o]

a b c
Slika 3.4. Primjer 3.1.: Horizontalna greda opterecena s dvije paralelne sile
RjeSenje:
Prvo odredimo rezultantu sila If1 i F, (slika 3.5.3). Njezin je iznos prema (3.1):
F =F +F,=800+500=1300 N,
a njezin je polozaj na gredi prema (3.2):

CD_CE  GE-FR.cp-2% 3_1154m.
E R F 1300

r
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a)
F, F. F,
Cl vE Dl
d
-« »
Pa Pr b)
FA Fr FB
A Er VE \; B
. 3154m | = 2846m
-« 6 m »

Slika 3.5. Primjer 3.1.: a) rezultanta zadanih paralelnih sila, b) sile pritiska na oslonce A i B.
U sljede¢em koraku silu F. rastavljamo na dvije komponente F, i F, duZ pravaca p, i pg
(slika 3.5.b).

Intenziteti ovih komponenata su prema (3.2):

_AB o _EB 2886 30 g7,
AB 6

AE_AB AR _ABp AR _% 1300 = 683 N.

F, F AB

Sile F, i Fy predstavljaju sile pritiska na oslonce A i B, dok su reakcije oslonaca A i B po
iznosu jednake ovim silama pritiska, ali imaju suprotan smijer.

3.2. SPREG SILA. MOMENT SPREGA SILA

Spregom sila nazivamo sustav od dvije paralelne sile F i F', jednakih intenziteta, a suprotnih
smjerova, koji djeluju na kruto tijelo (slika 3.6.).

M +Fd @ b)

/L/;/d/

M=- Fd

Slika 3.6.: @) spreg sila pozitivnog momenta sprega, b) spreg sila negativnog momenta sprega.
Vektorski zbroj sila koje ¢ine spreg jest nulti vektor, tj. spreg sila nema rezultantu.

Ravnina koja prolazi kroz pravce djelovanja sila jest ravnina sprega. Udaljenost d izmedu
pravaca djelovanja sila naziva se krak sprega. Djelovanje sprega sila na kruto tijelo svodi se na
zakretanje tijela koje ovisi:

= o intenzitetu sile F sprega i duljini njihova kraka d
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= 0 polozaju ravnine djelovanja sprega
= 0 smjeru zakretanja u toj ravnini.

Momentom sprega sila nazivamo veli¢inu, uzetu s odgovaraju¢im predznakom, koja je jednaka
produktu intenziteta sila F 1 kraka sprega d .

M =+F d. (3.5)

Moment sprega ima pozitivan predznak tada kada spreg tezi da zakrene tijelo u smjeru
suprotnom od smjera kazaljke na satu (slika 3.6.a), i negativan, kada tezi da zakrene tijelo u
smjeru zakretanja kazaljke na satu (slika 3.6.b).

Teorem o neovisnosti momenta sprega o odabiru tocke glasi:

Algebarska suma momenata sila koje cine spreg, u odnosu na bilo koju tocku koja lezi u ravnini
djelovanja sprega, ne ovisi o odabiru te tocke i jednaka je momentu sprega sila.

M=M.=Mf =F.d. (3.6)
Dokaz teorema slijedi s pomocu slike 3.7.:

< a .
A
F

0O
B
B
d b s

- -
g L3 Ll

Slika 3.7. Uz dokaz teorema 0 neovisnosti momenta sprega o tocki redukcije

Momenti sila F i F' u odnosu na to¢ku O su:

—F-a; M=M}J'=—F.b,

o

M =M

a buduci da je:
d=a-b;

rezultiraju¢i moment sprega iznosi:
M=M§+M5 =F-a-F-b=F-d,
¢ime je tvrdnja dokazana.
3.2.1. Ekvivalentnost spregova sila

TEOREM 1: Ne mijenjajuci djelovanje na tijelo, mozZemo spreg sila, koji djeluje na kruto tijelo,
zamijeniti drugim spregom, koji lezi u istoj ravnini i ima isti moment (slika 3.8.).
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Ve v

3m ‘/m 3m

»

< <
< » Y

M=F"3=400-3=1200 Nm M=F,2=600-2=1200 Nm

Slika 3.8. Ekvivalentnost spregova sila

Dokaz ovog teorema dan je prema slici 3.9.:

2m

Slika 3.9. Uz dokaz teorema o ekvivalentnosti spregova sila

Zadan je spreg sila (F , F') s krakom sprega d . Povucimo kroz hvatista sila F i F (tocke A
I B) dva paralelna pravca p, i p,, medusobna udaljenost kojih je d,, te pravac p koji prolazi

tockama A i B. Ako sada silu F razlozimo nasile F, i F,, s pravcima djelovanja p, i p, te

silu F na F, i F, spravcima p, i p, bit ée:

pa moZzemo ukloniti uravnoteZeni sustav sila (F, , F,).
Primjenom Varignonova teorema dobijemo:
ME=MbE+ME,
a buduci da je:
M =F-d; MZ=F-d; MEZ=0,
slijedi:
F-d=F-d,.
Iz gornjeg teorema slijedi:

e spreg sila mozemo prenositi po volji u ravnini njegova djelovanja;
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e kod zadanog sprega mozemo mijenjati intenzitet sila ili pak duljinu kraka sprega, ali tako
da se pri tome moment sprega ne mijenja.

TEOREM 2: Djelovanje sprega sila na kruto tijelo se ne mijenja ako spreg prenesemo iz
zadane ravnine u bilo koju proizvoljno odabranu, njoj paralelnu ravninu (slika 3.10.).

/ "‘ﬁl
, /{jD

s
T

-
A Z Fl’

Slika 3.10. PrenoSenje sprega sila iz jedne ravnine u njoj paralelnu ravninu

Neka je zadan spreg sila (F , F') koji djeluje u ravnini 7, (slika 3.11.a).

Dodamo i u ravnini z, uravnoteZeni sustav sila sastavljen od ¢etiriju sila: F, i F, s hvatistem

uDte F i F, shvatiStem u E (slika 3.11.b), pri &emu je:

— — — —

F=F,=F; F=F,=F,; AB=DE,

mozemo sile F i F, zamijeniti rezultantom F, s hvatistem u C, asile F i F, rezultantom F,
hvatiste koje je takoder u tocki C (slika 3.11.c).
b)

e

Ty O

k2

Slika 3.11. Dokaz teorema o nepromijenjenom djelovanju sprega sila pri prenosenju iz jedne ravnine
u njoj paralelnu ravninu

Nadalje zaklju¢ujemo da su F. i F. suprotni vektori na istom pravcu djelovanja, da

predstavljaju uravnotezeni sustav sila te da ih, prema drugom aksiomu statike, mozemo oduzeti

promatranom sustavu sila. Dobili smo, dakle, spreg sila (F, F), koji je ekvivalentan

osnovnom spregu (slika 3.11.d).
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Na temelju ovih dvaju teorema mozemo zakljuciti da je moment sprega sila slobodan vektor,
pa ga zato ozna¢avamo dvjema strelicama i, po pravilu desne ruke, oznakom smjera u kojem
teZi zakrenuti tijelo na koje djeluje.

Primjer 3.2.

Pravokutna ploca opterecena je spregom sila i vezana za podlogu osloncima A i B (slika 3.12.a).
Potrebno je odrediti sile pritiska na oslonce A i B. Zadano je: F,=F, =600 N.

F a) b)

-
ST

Slika 3.12. Primjer.3.2.: @) pravokutna ploca opterecena spregom sila, b) spreg sila ekvivalentan
zadanom spregu sila.

RjeSenje:
Prema prvom teoremu mozemo zadani spreg sila (slika 3.12.a) zamijeniti spregom sila prema
slici 3.12.b, pri ¢emu je:

SETCPRSL L LR SN

Dakle, pritisci na oslonce su
Fp=Fy =200 N.
3.2.2. Slaganje spregova sila koji djeluju u istoj ravnini
Teorem o slaganju spregova sila glasi: Sustav spregova koji djeluje u jednoj ravnini mozemo

zamijeniti jednim spregom koji djeluje u istoj ravnini i ¢iji je moment jednak algebarskoj sumi
momenata zadanih (komponentnih) spregova (slika 3.13.).

a) \EL b ¢
F
L F;
(\Mz F, ‘ﬁl E
M3 d d r
— : B

=
),
=,/
VS
N @
BTN
A}

STh

F,

Slika 3.13. Slaganje spregova sila koji djeluju u istoj ravnini
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Neka je zadan niz spregova sila, momenti kojih su M;, M,, ..., M;, .., M (slika 3.13.a).
Svaki od tih spregova mozemo zamijeniti ekvivalentnim spregom s krakom d (slika 3.13.b):
M,=F-d; M,=F,-d; ...; M;=F-d; .., M, =F,-d.
Sile R, F,, ..., F...., F, shvatistem u A moZemo zamijeniti rezultantom F, tih sila s hvatistem
u istoj tocki (A), asile K, F,, .., F .., F. s hvatidtem u B moZemo zamijeniti rezultantom
F. s hvatistem u istoj tocki (B) (slika 3.13.c).
Prema Varignonovu teoremu vrijedi:
M=F.d=F-d+(-F,-d)+..+(-F-d)+..+F,-d
M=M,+M, +..+M,...+ M

3.3. TEOREM O REDUKCIJI SILE NA TOCKU

Teorem glasi: Silu F poznatog pravca djelovanja koja djeluje na kruto tijelo u tocki A mozemo,
ne mijenjajuci njezino djelovanje, prenijeti na paralelni pravac u bilo koju tocku tijela B ako
pri tome dodamo spreg Ciji je moment jednak momentu sile koja se prenosi u odnosu na tocku
u koju se prenosi.

F

B+ B

Slika 3.14. PrenoSenje sile na pravac paralelan njezinu pravcu djelovanja

Neka na promatrano kruto tijelo djeluje zadana sila F s hvatistem u tocki A (slika 3.14.). Silu
treba paralelno prenijeti u po volji odabranu to¢ku B. U toc¢ki B moZemo, prema drugom

aksiomu, dodati uravnotezeni sustav sila(F ', F ), pri¢emuje F =—F .Sile F i F’ ¢&ine spreg

¢iji je moment, kako je ranije receno, jednak umnosku intenziteta jedne od sila i kraka sprega.
Slijedi da je taj moment sprega sila jednak momentu sile F u odnosu na to¢ku B:

M=ME.

3.4. REDUKCIJA PARALELNOG SUSTAVA SILA NA ZADANU TOCKU

Ako na tijelo djeluje proizvoljan paralelni sustav sila i spregova, tada, postupnom primjenom
prethodnog teorema o redukciji sile na to¢ku, mozemo 1 sve sile zadanog sustava reducirati na
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jednu toc¢ku. Time djelovanje zadanih sila mozemo zamijeniti jednom jedinom silom, koja se u

ovom slucaju naziva glavni vektor paralelnog sustava sila i oznacava s Fy.

Sve spregove momenata M,, M,, ..., M;, .., M, moZemo takoder zbrojiti u jedan,

i?
rezultirajuci spreg momenta M, koji se naziva glavni moment paralelnog sustava sila u
odnosu na tocku O.

Glavni vektor paralelnog sustava sila dobije se prema
Fr=>_F. 3.7)

Kako su redukcijom sve sile doSle na isti pravac koji je paralelan pravcima djelovanja svih
zadanih sila, iznos glavnog vektora sila jednak je algebarskoj sumi iznosa zadanih sila i racuna
se prema

Fr=>F. (3.8)

Vektor glavnog momenta paralelnog sustava sila u ravnini okomit je na ravninu u kojoj leze
pravci djelovanja zadanih sila. Njegov iznos jednak je algebarskoj sumi momenata svih sila u
odnosu na tocku redukcije O 1 algebarskoj sumi svih zadanih spregova, te se raCuna prema

Mo=Y M5 +Y'M,. (3.9)
Ako se za neku to¢ku redukcije dobije da je My =0, glavni vektor sila F, postaje rezultanta
F. zadanog sustava paralelnih sila.
lako je
F=F, F=F, (3.10)
pojmovno treba razlikovati rezultantu F. od glavnog vektora sila F,. Stoga se i drugadije
oznadavaju: rezultanta s F,, a glavni vektor silas F.

Primjer 3.3.

Na horizontalnu gredu AB djeluje paralelni sustav sila u ravnini sastavljen od triju sila zadanih
iznosa F, F, i F, (slika 3.15.). Valja odrediti iznos rezultante zadanoga paralelnog sustava

sila i njezin polozaj u odnosu na tocku A.
Potrebno je reducirati zadani sustav sila na tocke A i B.

Zadano je: a=2m, F,=300N, F, =180 N, F, =250 N.

Slika 3.15. Primjer 3.3.: Horizontalna greda optereéena paralelnim sustavom sila u ravnini
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Rjesenje:
Iznos rezultante jednak je iznosu glavnog vektora sila, a dobije se prema (3.8):
F.=F+F,+F, F =300+180+250=730N, F, =-730-].
Polozaj rezultante odreden je iz uvjeta da je moment rezultante u odnosu na to¢ku A jednak
algebarskom zbroju momenata zadanih sila u odnosu na istu to¢ku (slika 3.16.).
~F..x.=—F,-2-F,-4-F, -6,
« = 300-2+180-4+250-6

r ~3,863m.
730

; g

Ai LB
Slika 3.16. Primjer 3.3.: Rezultanta zadanih sila

Redukcijom zadanih sila na to¢ku A dobije se glavni vektor sila F, sa smjerom rezultante i

glavni moment M, u odnosu na tocku A (slika 3.17.a) prema (3.7), (3.8) i (3.9):
F,=F+F,+F, =300+180+250=730 N, F,=-730-7;
M,=-F-2-F,-4—F,-6=-300-2-180-4—250-6 =—2820 N-m,
M, =-2820-k .

Glavni vektor sila F, i glavni moment M, medusobno su okomiti vektori.

Fy aj

AR

Slika 3.17. Primjer 3.3.: a) redukcija zadanog sustava na tocku A, b) redukcija zadanog sustava na
tocku B.

Na isti na¢in dobiju se glavni vektor sila F, i glavni moment sila M u odnosu na to¢ku B
(slika 3.17.b):

F,=F +F,+F,=300+180+250=730 N, F,=-730-7;
M, =F -6+F,-4+F,-2=300-6+180-4+250-2=3020 N-m,
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M, =3020 K .
MozZe se zakljuciti da glavni vektor sila F, nije ovisan o tocki redukcije i naziva se invarijanta

zadanog sustava, dok se glavni moment M. mijenja promjenom tocke redukcije T.

Primjer 3.4.

Na pravokutnu ploc¢u djeluje prostorni paralelni sustav sila Koji ¢ine Cetiri sile poznatih
smjerova i iznosa (slika 3.18.). Potrebno je odrediti iznos rezultante zadanog sustava sila i
njezin poloZaj u odnosu na ishodi$nu to¢ku O. Reducirati zatim zadani sustav sila na tocku A.

Zadano je: a=3m, b=2m, c=1m, d=3m, F,=800N, F,=600N, F,=300N,
F, =650 N.

L |

Slika 3.18. Primjer 3.4.: Ploca optereéena paralelnim sustavom sila u prostoru
Rjesenje:
Iznos rezultante jednak je algebarskom zbroju iznosa zadanih sila, a dobije se prema:

F =—F +F,+F,—F, =-800+600+300—650=-550 N,

F =-550-k.
b) c)
z z
F,
0. Faads O
y O&x
y .
th 4 Ve > > g x»

Slika 3.19. Primjer 3.4.: a) rezultanta zadanog sustava sila s pretpostavljenim poloZajem hvatista H,
b) rezultanta sa stvarnim polozajem hvatista H, ¢) redukcija zadanog sustava sila na tocku A.

Kako su pravci djelovanja svih zadanih sila paralelni s osi z, to ¢e i pravac djelovanja rezultante
biti paralelan s osi z.

Koordinate x, i y, tocke H, tocke kroz koju prolazi pravac rezultante, mogu se odrediti iz
uvjeta da je moment rezultante u odnosu na ishodidne osi x i y jednak algebarskom zbroju
momenata zadanih sila u odnosu na iste osi.
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Koordinate hvatista H rezultante (slika 3.19.a) i (slika 3.19.b) mogu se dobiti na sljedec¢i naéin:
F.y,=F-0+F,.-0+F,-3-F,-5,
—550-y, =300-3-650-5, y, =4,273m;
F.x =F-4+F,-0-F,-3+F,-0,
550-x, =800-4-300-3, x =4,182m.

Zadani sustav sila moZe se u tocki A zamijeniti ekvivalentnim sustavom koji ¢ine glavni vektor
sila F, i glavni moment M , u odnosu na toc¢ku A (slika 3.19.c), koji su dobiveni prema:

F,=F +F,+F,+F, =-800+600+300—650 =-550 N, F,=-550-K;
M, =F-5-F,-5—F,-2+F,-0=800-5-600-5-300-2=400 N-m,
My =F-0+F,-4+F,-1-F,-4=600-4+300-1-650-4 =100 N-m,
M, =400-i+100- .
Kod paralelnog sustava sila glavni vektor sila F, i glavni moment M, u odnosu na bilo koju

tocku T, uvijek su medusobno okomiti.

Primjer 3.5.

Pravokutna plo¢a opterecena je paralelnim sustavom sila u prostoru (slika 3.20.).

Slika 3.20. Primjer 3.5.: Ploc¢a opterec¢ena paralelnim sustavom sila u prostoru

Valja odrediti iznos rezultante zadanog sustava sila i njezin polozaj u odnosu na ishodi$nu tocku
O. Potrebno je takoder reducirati zadani sustav sila na tocku A.

Zadanoje: a=4m, b=1m,c=1m,d=2m, F,=5kN, F,=3kN, F,=4kN.

RjeSenje:
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Buduéi da su pravci djelovanja zadanih sila paralelni s 0si y, to ¢e i pravac djelovanja
rezultante biti paralelan s osi y . Iznos rezultante dobiva se prema (3.7) i (3.10):
F=F+F,-F, F =5+3-4=4kN, F =4-].

Koordinate x, i z, tocke H, u kojoj pravac rezultante probada plo¢u, mogu se odrediti iz uvjeta

da je moment rezultante u odnosu na ishodisSne osi x i z jednak algebarskom zbroju momenata
zadanih sila u odnosu na iste osi (slika 3.21.a) i (slika 3.21.b):

-F -z, =-F-6-F,-2+F,1,
—4-.2, =-5-6-3-2+4-1, z,=8m,

r

F.x =F-4+F,-1-F,-3,

4-Xx. =5-4+3-1-4-3, X, =2,75m.

v v e e

Slika 3.21. Primjer 3.5.: a) rezultanta zadanog sustava sila s pretpostavljenim polozajem hvatista H,
b) rezultanta sa stvarnim poloZaj hvatista H, ¢) redukcija zadanog sustava sila na tocku A.

Pri redukciji zadanih sila na to¢ku A dobije se glavni vektor sila F, i glavni moment M, u
odnosu na tocku A (slika 3.21.c), koji se mogu dobiti prema (3.8) i (3.9):

F.=F+F,—F,=5+3-4=4kN, F,=4-];
M, =F-0+F,-4-F,-5=3.4-4.5=-8kN-m,
M, =F-4+F,-1-F,-3=5.4+3-1-4.3=11kN-m,

M, =—8-1+11-k kN-m.
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zapatci za viezeu: [N O

Zadatak 3.1. Na reSetkastu konstrukciju djeluje paralelni sustav sila u ravnini (slika Z.3.1.).
Valja odrediti:

a) iznos i vektor rezultante zadanog sustava sila te njezin polozaj u odnosu na tocku A,
b) glavni vektor sila i glavni moment zadanog sustava sila u tocki A.

Zadanoje: a=1m, F, =1,5kN, F,=3kN, F,=2,5kN, F, =5kN, F, =2kN .

F, F, F; F, F.
\ 4 l l 4 4
m
e d a > a > a > a >

Slika Z.3.1. Zadatak 3.1.

3.5. RAVNOTEZA PARALELNOG SUSTAVA SILA

Za ravnotezu paralelnog sustava sila potrebno je da oba vektora diname, glavni vektor sila F,

i glavni moment M u odnosu na proizvoljno odabranu to¢ku T budu nulti vektori:

Fo=0, M, =0. (311)

Uvjeti ravnoteZe mogu se pisati kao dvije vektorske jednadzbe:

SF=0, > MJ+>M,=0. (3.12)
Skalarni oblik tih jednadzbi prema (3.9) i (3.10) za paralelni sustav sila u ravnini jest:

> F=0, > M;=0. (3.13)
Uvjeti ravnoteZe mogu se pisati i u obliku:

DM, =0, > My=0, (3.14)

ako tocke A i B nisu na pravcu koji je paralelan pravcima djelovanja zadanih sila.

Za paralelni sustav sila u prostoru skalarne jednadzbe uvjeta ravnoteze imaju oblik:

> F=0, >M=0, >»M, =0. (3.15)

U jednadzbama (3.15) pretpostavljeno je da su sve sile paralelne osi z , a momentne jednadzbe
piSu se uvijek za dvije preostale osi, koje nisu paralelne s pravcima djelovanja zadanih sila.

Primjer 3.6.

Resetkasta konstrukcija opterecena je paralelnim sustavom sila u ravnini (slika 3.22.). Valja
odrediti iznos reakcija oslonaca A i B. Zadano je: a=3m, F, =3kN, F, =5kN.

81



Slika 3.22. Primjer 3.6.: ReSetkasta konstrukcija opterecena paralelnim sustavom sila
Rjesenje:
Nakon Sto se reSetkasta konstrukcija oslobodi od vanjskih veza, a njihov utjecaj zamijeni
reakcijama veza, na reSetku kao slobodno tijelo djeluje paralelni sustav sila u ravnini koji ¢ine
zadane sile F, i F, te reakcije veza F, i F, (slika 3.23.).

| |

3m im
i".\ ‘I“IE

Slika 3.23. Primjer 3.6.: ReSetkasta konstrukcija kao slobodno tijelo pod djelovanjem paralelnog
sustava sila u ravnini

Uvijeti ravnoteze mogu se napisati prema (3.13):
> F,=0: F,-F-F+F=0,
d>M,=0: -F-15-F,-45+F6=0.

RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobiju se trazeni iznosi reakcija oslonaca:
F,=35kN; F;=45kN.

Primjer 3.7.

Ravni puni nosac¢ opterecen je paralelnim sustavom sila u ravnini (slika 3.24.). Potrebno je
odrediti iznos reakcija oslonaca A i B. Zadano je: a=1,5m, b=0,5m, ¢c=1m, d=2m,

F,=6kN, F,=5kN, F,=24kN, M =15kN-m.

Slika 3.24. Primjer 3.7.: Ravni puni nosac opterecen paralelnim sustavom sila

RjeSenje:
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Nakon §to se nosa¢ oslobodi od veza i njihov utjecaj zamijeni reakcijama veza, na njega kao
slobodno tijelo djeluje paralelni sustav sila i spregova u ravnini (slika 3.25.).

F F, F,
|
4 L 4
F, Fy
' 1Sm_ |Im | 2m | Im
0,5m
Slika 3.25. Primjer 3.7.: Ravni puni nosac kao slobodno tijelo pod djelovanjem paralelnog sustava
sila u ravnini

Reakcije oslonaca A i B mogu se dobiti iz uvjeta ravnoteze prema:
Y F =0 F,-F-F-F+F=0,
d>M,=0: -F-15-M-F,-3+F,-5-F,-6=0.

Iz druge od jednadzbi ravnoteZe dobije se

E F-15+M+F,-3+F-6 6-15+15+5-3+24.6
B — - 1
5 5

F, =36,6 kN,

pa je iz prve jednadzbe
F.=R+F+F-F =6+5+24-36,6,
Fo=-16kN.

Primjer 3.8.

Trokutna plo¢a zadane mase m vezana je za podlogu uzetima AB, CD i EH (slika 3.26.).

\‘\\ =
a " A
\\ \\\\\ ////é ) / y

I . T )
™~ T T
\\ \\ - /

T

Slika 3.26. Primjer 3.8.: Trokutna ploca pod djelovanjem vlastite teZine
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Valja odrediti sile u uzadi. Zadano je: a=3m, b=1,5m, m=80Kkg.
RjeSenje:

Nakon sto se ploca oslobodi od veza s uzetima, a njihov utjecaj zamijeni reakcijama veza, na
plocu kao slobodno tijelo djeluje paralelni sustav sila u prostoru koji ¢ine tezina F; i sile kojima

uzad djeluje na plocu: F,;, F, 1 F, (slika3.27.).
Uvjeti ravnoteZe prema (3.15) glase:

Y F,=0: Fyg+Fp+Fy-m-g=0,
D M =00 —-m-g-1+Fy-3=0,

> My, =0: m-g-0,5-F,,-15=0.

Wz
Fiyg
F G
F EH
v I m -
L CD
X & S ‘\‘ - \\ /‘ -
S 0,5 ITI,:/;" < ¥ A
e ‘A, - ,X-\_ \\‘/ e

Slika 3.27. Primjer 3.8.: Trokutna ploca oslobodena od veza s prikazom svih sila
RjeSavanjem gornjih jednadZbi dobiju se traZeni iznosi sila kojima uzad djeluje na plocu:

Fao = Fep = Fas :%.m.g =%.80-9,81=261,6 N.

Sile kojima ploca djeluje na uzad po iznosima su jednake ovim silama sa suprotnim
smjerovima.

Primjer 3.9.
Plo¢a zanemarive tezine koja ima oblik Getvrtine kruga opterecena je silama F,, F, i F,.

Ploca je za podlogu vezana Stapovima CD 1 EH te uzetom AB (slika 3.28.).

Valja odrediti sile u Stapovima CD i EH te silu u uzetu AB.

Zadanoje:a=2m,b=3m, R=4m, =45, F,=3kN, F,=5kN, F,=8kN.
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Slika 3.28. Primjer 3.9.: Ploca oblika cetvrtine kruga opterecena paralelnim sustavom sila u prostoru

Rjesenje:
Nakon §to se ploca oslobodi od veza, a njihov utjecaj zamijeni reakcijama veza, dobije se

prostorni paralelni sustav sila koji ¢ine zadane sile F,, F, i F, te reakcije veza: sile F., i F,
kojima $tapovi CD i EH djeluju na plocu te sila F,; kojom uze AB djeluje na plocu (slika

3.29.).

FCD

Slika 3.29. Primjer 3.9.: Ploca oblika cetvrtine kruga kao slobodno tijelo pod djelovanjem paralelnog
sustava sila u prostoru

Uvjeti ravnoteZe prema (3.15) glase:
DY F,=0: Fg+Fp+Fy-F-F-F=0,
> My =00 —-F,-4-sin45 —F,-3+F,-4=0,
DMy, =01 F-2+F,-4.cos45 —F.,-4=0.
RjeSavanjem navedenog sustava jednadzbi dobiju se trazeni iznosi sila:

Foo =1L430kN, F., =5035kN, F., =9535kN.
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zavatcizaviezeu: I 0

Zadatak 3.2.
Remenica transmisijskog vratila opterecena je silom iznosa F; (slika Z.3.2.). Valja izracunati

reakcije lezajeva A i B.
Zadano je: a=12cm, | =32cm, F, =3,8kN.

A
L_i

B
=
——
iyl

Slika Z.3.2. Zadatak 3.2.
Zadatak 3.3.

Homogena greda AB, tezine F; i duljine I, vezana je za podlogu nepomi¢nim osloncem u C i

pomi¢nim osloncem u D. Greda je opterecena silom iznosa F . Na kraju B grede vezano je uze
na ¢ijem drugom kraju visi teret tezine F, (slika Z.3.3.).

Valja odrediti reakcije oslonaca C i D.

Zadano je: a=c=3m, b=2m, I=10m, F, =2kN, F =8kN, F, =3kN.

Slika Z.3.3. Zadatak 3.3.
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4. OPCI SUSTAV SILA U RAVNINI

Ako sve sile nekog sustava sila leze u jednoj ravnini, govorimo o op¢em sustavu sila u ravnini
(slika 4.1.).

Ya

\1 F,

F,

N

.
Y
3 ‘1 /

X
® >
0 /

F

n

Slika 4.1. Opdi sustav sila u ravnini

4.1. REDUKCIJA OPCEG SUSTAVA SILA U RAVNINI NA ZADANU TOCKU

U poglavlju 3.3. objasnjen je teorem o redukciji sile na tocku.

Ako na tijelo djeluje proizvoljan sustav od n sila koje leZe u istoj ravnini, tada, postupnom
primjenom prethodnog teorema o redukciji sile na tocku, mozemo 1 sve sile zadanog sustava
(slika 4.2.a) reducirati na jednu tocku.

Tako ¢emo redukcijom sile If1 na tocku O dobiti u O silu |51' 1 odgovarajuci spreg sila momenta
Mgl = F, -d,; redukcijom sile F, dobit ¢emo silu Ile I spreg sila momenta Mgz =F,-d,; ...;

te konaéno redukcijom sile F, dobit éemo silu F, i spreg sila momenta M =F, -d, (slika
4.2.b).

Pri tome je Ifll = lfl ; lf2 =F, ;.. lfn = Ifn . Na taj nacin dobivene sile Ifll, lfz, lfn ¢ine
konkurentni sustav sila u ravnini s hvatistem u O. Djelovanje ovih sila moZzemo zamijeniti

—

jednom jedinom silom, koja se u ovom slu¢aju naziva glavni vektor sila i oznacava s Fy.

Sve spregove momenata dobivene redukcijom sila na tocku O (Mgl,l\/lgz, M'é, Mg“)

mozemo zbrojiti u jedan, rezultirajuéi moment Mo, koji se naziva glavni moment sustava u
odnosu na tocku O (slika 4.2.d).

Glavni vektor sila ra¢una se prema izrazu:
Fe=2F. (4.1)

a graficki se moZze prikazati kao zavrs$na stranica poligona sila (slika 4.2.c).
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Projekcije glavnog vektora sila na koordinatne osi su:

Fey = Z Fi ; I:Ry = Z I:iy : (4.2)

Glavni moment sustava u odnosu na to¢ku O racuna se prema:

Mo =Y M5 . (4.3)

i=1
Ako uz sustav sila prikazan na slici 4.2.a na tijelo djeluje i niz spregova sila momenata M,

M,, ... Mj, ... M, tada jednadzba 4.3 poprima oblik:

Mo:ZM§+ZMj. (4.3.3)

U izrazu (4.3.a) prvi ¢lan predstavlja algebarski zbroj momenata svih sila koje djeluju na tijelo
u odnosu na tocku O, a drugi ¢lan algebarski zbroj svih spregova koji djeluju na to tijelo.
a) b)
Va Va

Slika 4.2. a) zadani opci sustav sila u ravnini, b) redukcija svih sila na tocku O, ¢) graficki prikaz

odredivanja glavnog vektora sila F, d) zadani sustav reduciran na tocku O.

Zaklju¢ujemo: Svaki sustav sila u ravnini koji djeluje na kruto tijelo pri svodenju (redukciji) na
toc¢ku O moZzemo zamijeniti jednom silom IfR , koja se naziva glavni vektor zadanoga sustava

sila, s hvatistem u tocki O, i spregom, ciji je moment M, koji se naziva glavni moment sustava
u odnosu na focku O (slika 4.2.d).
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Da bismo, dakle, definirali op¢i sustav sila u ravnini, dovoljno je dati glavni vektor sustava sila
IfR i glavni moment tog sustava M, u odnosu na neku po volji odabranu tocku O.

Iz prethodnog izlaganja proizlazi da glavni vektor sila IfR ne ovisi o odabiru tocke na koju se
vrsi redukcija, dok se vrijednost glavnog momenta M, mijenja jer se mijenjaju krakovi
pojedinih sila. Zato se za glavni vektor sila kaze da je invarijanta zadanoga sustava sila.

4.1.1. Svodenje opceg sustava sila u ravnini na jednostavniji oblik
Ovisno o veli¢inama IfR I Mg, razlikujemo sljedece slucajeve:

1. Ako je za zadani sustav sila F; =0 i M, =0, sustav se nalazi u ravnoteZi.

2. Ako je za zadani sustav sila IfR =0 i Mg =0, sustav se svodi na spreg sila ¢iji je moment
Mg = Z M§ +Z M; . U tom slucaju veli€ina glavnog momenta Mg ne ovisi 0 odabiru
tocke O.

3. Ako je za zadani sustav sila F; 20, a M, =0, tada je sila F, ujedno i rezultanta F,
zadanoga sustava sila pravac koji prolazi upravo tockom O.

4. Ako je pak IfR £0 i Mg # 0, sustav mozemo zamijeniti samo jednom silom (rezultantom)

F. = IfR , pravac djelovanja koje prolazi tockom C, koja je od tocke O udaljena za iznos
d =|MO|/ Fr (slika 4.3.).
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Slika 4.3. Op¢i sustav sila u ravnini s glavnim vektorom sila IER i glavnim momentom Mg u tocki O

—

reduciran u tocki C na rezultantu Fr

Naime, moment M, moZemo zamijeniti spregom (F,,F,) s krakom d, nakon ¢ega tako

dobivenom sustavu oduzmemo uravnoteZeni sustav sila (Fy, F.).

4.1.2. JednadZba pravca rezultante

Ako je za promatrani sustav sila IfR £0 i My #0 (slika 4.4.a), jednadzbu pravca rezultante u

eksplicitnom obliku dobijemo zamjenom momenta M, spregom (Ifr, —Ifr) s hvatiStima u
tockama O i C (slika 4.4.b), pri ¢emu vrijede sljedece jednakosti:
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F=F i MF=M,.

Vrijedi takoder, sukladno ranije izvedenim izrazima:

I:Rx = I:rx :Z l:ix ;
Fry =Fy = Z Fiy ;
Fo M. = R
ME =M =SM5+3M;.
aj b) c)
Ya Ya F Ya Y
1 JF F,
F,
v R C C P (E
% y y /
Og = 2l " Oc, {5@{;\@ "
Vs
2
7

Slika 4.4. a) sustav reduciran na toc¢ku O, b) zamjena glavnog momenta spregom sila, ¢) pravac rezultante.
Mozemo napisati (slika 4.4.b):
I:ry'x_l:rx'y:MO'

odakle slijedi trazena jednadzba pravca rezultante (slika 4.4.c):

Py v Mo _Fy Mo (4.4)

Primjer 4.1.

Zadani op¢i sustav sila u ravnini (slika 4.5.a) valja reducirati na tocke A i B te odrediti intenzitet
I pravac rezultante.

, a) y b,
< A |

M,

> X Oc lA ¥ ] -
\FR

Slika 4.5. Primjer 4.1.: a) zadani sustav sila, b) sustav reduciran na tocku A.

Rjesenje:
Reducirati op¢i sustav sila u ravnini na tocku A (slika 4.5.b) znaci odrediti odgovarajuéi glavni
vektor sila F; i glavni moment M , u odnosu na tu tocku.
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Projekcije glavnog vektora sila na koordinatne osi mogu se izraCunati prema (4.2):

FRX :ZFiX:F1X+F2X+F3x :—3+2+2:1kN;
FRV :zFiy:Fly+F2y+F3y =0+2-3=-1kN.

Vektorski zapis glavnog vektora sila i njegov intenzitet jesu:

FomT T, Fo=yFL+FE = I +(-17 =L41KN.

Glavni moment u odnosu na to¢ku A jednak je prema (4.3) sumi momenata zadanih sila u
odnosu na tu to¢ku. Moment svake sile za tocku A jednak je, prema Varignonovu teoremu,
sumi momenata njezinih pravokutnih komponenata za tu to¢ku, pa imamo:

Mp=F-3-F,, -2-F;-4=3.3-2.2-2-4=-3kN-m.
Na isti se nac¢in moze zadani sustav reducirati na tocku B (slika 4.6.a).

a) b)
¥ g

A
My \"‘-.
™, o
B o \"\_ B
F, 5

o » X o » X

0 A -0 A .
Slika 4.6. Primjer 4.1.: a) sustav reduciran na tocku B, b) vektor i pravac rezultante.

Glavni vektor sila IfR je nepromjenljiva veli¢ina sustava, te je za tocku B isti kao i za tocku A:

Fe=i-], Fy=141kN.

Glavni moment u odnosu na tocku B jednak je sumi momenata zadanih sila u odnosu na tu
tocku. Moment svake sile za tocku B jednak je, prema Varignonovu teoremu, sumi momenata
njezinih pravokutnih komponenata za tu to¢ku, pa imamo:

Mg=-F-1+F, -4-F, -4+F; -2=-3-1+2-4-2-4+3-2=3kN-m,
Vektor rezultante jednak je glavnom vektoru sila, pa je

F.=i-]j, F =141kN.

Jednadzba pravca rezultante dobije se prema (4.4):

gdje je M glavni moment u odnosu na ishodisnu tocku O:
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Mo =F,-3+F, 1-Fy 4-F;,-3=3.3+2.1-2.4-3.3= -6 kN-m.

Jednadzba pravca rezultante zadanoga opéeg sustava sila u ravnini je (slika 4.6.b):

-1 —6
=—:X——=-X+6.
¢ 1 1

4.2. UVJETI RAVNOTEZE OPCEG SUSTAVA SILA U RAVNINI

Za ravnotezu proizvoljnog opéeg sustava sila u ravnini potrebno je i dovoljno da istovremeno
budu ispunjeni uvjeti:

Fr=0iM,=0. (4.5)

4.2.1. Prvi oblik uvjeta ravnoteZe

S obzirom na (4.2), (4.3) i (4.5) uvjeti ravnoteZze mogu se napisati kao
> F=0;
2.Fy=0; (4.6)
Y MG +Y M, =0.

Za ravnotezu opceg sustava sila u ravnini nuzno je i dovoljno da suma projekcija svih sila na
dvije koordinatne osi bude jednaka nuli i da suma momenata svih sila i spregova u odnosu na
Jednu po volji odabranu tocku, koja lezi u ravnini djelovanja sila, bude jednaka nuli.

4.2.2. Drugi oblik uvjeta ravnoteZe

Drugi oblik uvjeta ravnoteze glasi:
z Fx = 0;
MR+ M =0; @)
Y ME+Y M, =0.

Za ravnotezu opceg sustava sila u ravnini nuzno je i dovoljno da suma momenata svih sila i
spregova u odnosu na dvije po volji odabrane tocke A i B bude jednaka nuli i da suma
projekcija svih sila na os Ox, koja nije okomita na pravac AB, bude jednaka nuli.

Opravdanost gore izrecenog ogranicenja prikazana je slikom 4.7.a.

Naime, moze se dogoditi da obje odabrane tocke leze na pravcu rezultante, pa ¢e sume
momenata svih sila za te tocke biti jednake nuli; ako je os Ox odabrana tako da je okomita na
pravac AB, bit ¢e projekcija rezultante na tu os jednaka nuli, 1ako je F #0.
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A o ™ A
A x'

Slika 4.7. Ogranicenje uz drugi oblik uvjeta ravnoteze

4.2.3. Treci oblik uvjeta ravnoteze

Za ravnotezu opceg sustava sila u ravnini nuzno je i dovoljno da suma momenata svih sila i
spregova u odnosu na tri proizvoljno odabrane tocke A, B i C, koje ne leze na istom pravcu,
bude jednaka nuli.

ZME +> M, =0;
> Mg +> M, =0; (4.8)
YME+3 M, =0.

Ovo je ograni¢enje nuzno da bi se izbjegla moguénost odabira svih triju toCaka na pravcu
rezultante; tako bi bili ispunjeni uvjeti (4.8), a rezultanta bi bila razli¢ita od nule (slika 4.7.b).

4.3. RJESAVANJE ZADATAKA

Uz napomene za nacelni pristup rjeSavanju zadataka statike dane u uvodu, ovdje ¢emo naglasiti

sljedece:

e pri odabiru koordinatnih osi teziti, ako je to moguce, da §to veci broj sila bude paralelan
nekoj osi;

e tocku (tocke) za koju (koje) ¢e se postavljati sume momenata, po mogucénosti birati U
presjeciStima nepoznatih sila;

e uvijek voditi racuna o ¢injenici da jednakost broja nepoznatih veli¢ina i broja jednadzbi
ravnoteze nije i dovoljan uvjet rjeSivosti nekog problema (slika 4.8.).

Naime, kod zadatka prikazanoga na slici 4.8.a imamo tri nepoznate veliine i tri uvjeta
ravnoteZze, ali problem nije moguce rijesiti jer se pravci djelovanja reakcija veza sijeku u jednoj

tocki — uvjet > M & nije zadovoljen!

Reakcije veza sustava na slici 4.8.b medusobno su paralelne, pa je o¢evidno da jednadzba
z F, =0 nije zadovoljena, bez obzira na ¢injenicu da broj jednadzbi ravnoteze odgovara broju

nepoznatih reakcija veza.
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Slika 4.8.: a) zadana ploca nije u ravnotezi, b) odabrane veze ne osiguravaju ravnotezu ploce.

Primjer 4.2.

Konstrukcija opterecena koncentriranim silama Ifl i If2 vezana je za podlogu nepomi¢nim
osloncem u C te Stapom zanemarive teZine AB (slika 4.9.). Valja odrediti reakcije veza.

Zadanoje: a=1,2m, b=16m, c=3,2m, F=12kN, F, =8kN.
A B

Slika 4.9. Primjer 4.2.

RjeSenje:
Konstrukcija se oslobada od veze sa Stapom 1 veze s podlogom u nepomi¢nom osloncu C.
Umjesto Stapa dodaje se sila F,; kojom Stap djeluje na konstrukciju, a djelovanje oslonca C

nadomjesta se reakcijom kojoj su komponente F., i F., (slika 4.10.).

Uvjeti ravnoteZe postavljeni za konstrukciju kao slobodno tijelo mogu se napisati prema prvom
obliku (4.6):

D F=0:  Fy-Fg=0,
> F,=0: F,-F-F,=0,

D> M =0: Fy-32-F-12-F,-2,8=0.
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Slika 4.10. Primjer 4.2.: Konstrukcija kao slobodno tijelo
Iz tre¢e jednadzbe dobije se:

c _FR12+F-28_1212+828
A8 3,2 3,2

=11,5kN,

a iz prve i druge:
Fox =Fas =115kN; F, =F +F,=12+8=20kN.

Iznos reakcije oslonca C je

FC = \/FCZX + Fczy = \/11a 52 + 202 = 23’1 kN '
Primjer 4.3.

Zakrivljena greda zanemarive tezine opterec¢ena je koncentriranim silama If1 i If2 te vezana za

podlogu nepomi¢nim osloncem u A i pomic¢nim osloncem u B (slika 4.11.). Valja odrediti
reakcije oslonaca A i B. Zadano je: a=2,2m, b=1,8m, a =20", F, =12kN, F, =8 kN.

Slika 4.11. Primjer 4.3.

RjeSenje:

Gredu je potrebno osloboditi od veza, a njihov utjecaj zamijeniti reakcijama veza.
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Nepomicni oslonac A djeluje na gredu reakcijskom silom kojoj su komponente F,, i F, , a

F,sin20°
F,cos20°

'1 1,8 m
F,. X

pomicni oslonac B reakcijom F; (slika 4.12.).

Slika 4.12. Primjer 4.3.: Zakrivljena greda kao slobodno tijelo

Uvjeti ravnoteze postavljeni za konstrukciju kao slobodno tijelo mogu se napisati u prvom
obliku (4.6):

D F, =01 Fy+F,c0s20° =0,

> F,=0: F,+F-F+F,-sin20" =0,

> M,=0: -F-22+F,-4,4-F,-c0s20"-18+F,sin20°-6,6 =0.
RjeSavanjem trec¢e jednadzbe dobije se:

_F,-2,2+F,-c0s20"-1,8—F,-sin 20° -6,6

F
® 4,4

~12.2,2+8-c0s20°-1,8-8-sin20° - 6,6

F
° 4,4

=4,971kN .

Iz prve jednadzbe je

F, =—F,-c0s20° =-8-c0s20° =-7,518 kN,
gdje negativan predznak znaci da je smjer sile F,, suprotan od pretpostavljenoga.
Iz druge se jednadzbe dobije:

F, =—F,+F —F,-sin20° =—-4,971+12-8-sin 20" = 4,293 kN .

e

Intenzitet reakcije nepomicnog oslonca A je

F2+F2 =(~7,518) +4,293° =8,657 kN.
Primjer 4.4.

Ravni puni nosac opterecen je dvjema koncentriranim silama If1 [ If2 te spregom sila momenta

M . Nosac je za podlogu vezan nepomicnim osloncem u A te pomi¢nim osloncem u B.

Valja odrediti reakcije oslonaca A i B (slika 4.13.).
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Zadano je: a=14m, a=60", F,=6kN, F,=3kN, M =5kN-m.

Slika 4.13. Primjer 4.4.

RjeSenje:
Nakon oslobadanja od veza na nosac pored zadanog opterecenja djeluju i reakcije oslonaca A i
B. Nepomicni oslonac A djeluje reakcijskom silom kojoj su komponente F, i F,, , a pomicni

oslonac B reakcijskom silom F; (slika 4.14.).

Ya
F, sin60° F,
F F 60°i U l
. cos
S S /-\ =
3
F,, Fy
Slika 4.14. Primjer 4.4.: Zadani nosac kao slobodno tijelo
Uvjeti ravnoteZe prema drugom obliku (4.7) glase:
> F,=0: F,+F-cos60" =0,
> M,=0: -F-sin60"-1,4-M-F,-4,2+F;-56=0,
> My=0: -F,-56+F:sin60"-4,2-M+F,-1,4=0.
Iz gornjih jednadzbi je
F, =—F cos60° =—-6-0,5=—-3kN,
F, - F,-sin60"-4,2-M+F,- 14 6-s5in60°-4,2-5+3-14 _3.754 kN,
Y 5,6 5,6
F, = F2+F2 =/(-3)"+3,754* = 4,805 kN ,
_ F -sin60"-1,4+M +F,-4,2 _ 6-sin60°-1,4+5+3-4,2 4,442 kN .

F
B 5,6 5,6

Primjer 4.5.

Resetkasta konstrukcija optere¢ena dvjema koncentriranim silama If1 i If2 vezana je za podlogu

nepomic¢nim osloncem u A te uzetom BC (slika 4.15.).
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Potrebno je odrediti reakciju oslonca A i silu uzeta BC.
Zadano je: a=3m, b=24m, a=30", F,=5kN, F,=6kN.
C

a vF a v F, a
- > >« >

Slika 4.15. Primjer 4.5.

RjeSenje:

Pri oslobadanju od veza nepomiéni oslonac A zamjenjujemo dvjema komponentama reakcije
Fa 1 Fa,, @aumjesto uzeta BC dodaje se sila F;. kojom uze djeluje na reSetkasti nosac (slika

4.16.).
‘VA F BC
30\
2 ' A
24 m
}’1.-\\ X
o »
F.I
Ay l FI 1 F2
3m »le 3m »le 3m

- T
-+ »>

Slika 4.16. Primjer 4.5.: ReSetkasta konstrukcija kao slobodno tijelo
Uvjeti ravnoteze napisani prema prvom obliku glase:
D F,=0: F, —Fa-C0s30° =0,
> F,=0: F,-F-F,+F;-sin30 =0,
D> M,=0: -F-3-F,-6+F,-c0530"-2,4+F,.-sin30"-6=0.
Iz gornjih jednadzbi dobije se:

£ F,-3+F,-6 ~ 5.3+6-6
B¢ 2 4.c0s30° +6-5in30° 2,4-c0s30° +6-sin30°

=10,04 kN,

Fu = Fac -€0s30° =10,042-c0s30° =8,697 kN,
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I:A

Y

=F +F,-F;.-sin30° =5+6-10,042-sin30° =5,979 kN,

F, = FZ + F2, =+/8,697% +5,979" =10,55kN..
Primjer 4.6.

Konstrukcija zanemarive tezine opterecena je koncentriranom silom Fi spregom momenta M
te vezana za podlogu nepomicnim osloncem u A i uzetom BC (slika 4.17.). Valja odrediti
reakciju oslonca A i silu uzeta BC.

Zadanoje: a=12m, b=34m,c/d=4/3, F=30kN, M =15kN-m.

Slika 4.17. Primjer 4.6.

Rjesenje:
Pri oslobadanju od veza nepomicni oslonac A zamjenjujemo reakcijskom silom kojoj su

komponente F, i F,,, a umjesto uzeta BC dodaje se sila F,. kojom uze djeluje na

konstrukciju (slika 4.18.).
F

1,2r11M 1.2m l,2ml_
F M
A ‘ 0
a"-\;

F

BC

e 3.4m

F,

Ax v
‘ F‘,—\l'

Slika 4.18. Primjer 4.6.: Konstrukcija kao slobodno tijelo

X
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SN

Sila Fy. sosi x zatvara kut « koji se dobije prema: tana = % =3 =1,33333, ¢ =53,13".

Uvijeti ravnoteze napisani prema prvom obliku (4.6) glase:
D F,=0:  F,—Fy-c0s5313 =0,
> F,=0: F,—F-F,-sin5313 =0,
M, =0: -F-1,2-M +Fg-c0s53,13 3,4+ Fy. -sin53,13"-1,2=0.

Iz gornjih jednadzbi dobiju se trazene vrijednosti reakcijskih sila:

£ 30.1,2+15
B¢ 3,4.c0s53,13° +1,2-5in53,13°

=17,0kN;

F, = F..-C0s53,13 =17,0-c0s53,13° =10,2 kN ,

F., = F +Fy. -5in53,13 =30+17,0-5in53,13 = 43,6 kN,

Fuo=\F2+F2 =1/10,2°+43,6° =44,8kN.
Primjer 4.7.

Homogena greda AB duljine | i tezine F; oslanja se na glatku horizontalnu podlogu u A'i na

glatki vertikalni zid u B. Greda se odrzava u ravnotezi uz pomo¢ uzeta CD (slika 4.19.a).

a) b)

Slika 4.19. Primjer 4.7.: a) zadana greda, b) greda kao slobodno tijelo.
Valja odrediti reakcije veza grede. Zadano je: F; =200 N.
Rjesenje:
Nakon oslobadanja od veza na gredu AB djeluje sustav sila u ravnini koji ¢ine tezina IEG,
reakcije glatkih podloga F, i F, tesila F., kojom uZe djeluje na gredu (slika 4.19.b).

Uvjeti ravnoteze za op¢i sustav sila u ravnini, napisani prema prvom obliku, glase:
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Y F,=0: F;—Fy-c0s30" =0,
D F,=0: F,—F,-sin30-F; =0,
> My=0: F,-1-sin30"—F;-0,5-sin30" — F, -1-cos 30" -c0s 30" = 0.

RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobiju se trazene reakcije:

F,=250N; F,=86,6N; F., =100N.

4.4. RAVNOTEZA SUSTAVA KRUTIH TIJELA

Staticki proracun inzenjerskih konstrukcija u vecini se sluc¢ajeva svodi na razmatranje uvjeta
ravnoteZe konstrukcije sastavljene od sustava krutih tijela medusobno spojenih vezama (slika
4.20.a).

Veze pomocu kojih su pojedina tijela medusobno spojena nazivaju se unutarnje veze, za razliku
od vanjskih veza preko kojih se ¢itava konstrukcija vezuje za oslonce.

Ako nakon uklanjanja vanjskih veza konstrukcija ostaje i dalje kruta (slika 4.20.b), onda se na
nju, pri ispitivanju ravnoteze, primjenjuju svi zakoni koji vrijede za ravnotezu krutog tijela.
Vrlo ¢esto nailazimo na takve konstrukcije koje nakon uklanjanja vanjskih veza ne ostaju vise
krute (slika 4.21.a).

Prema petom aksiomu statike (princip ukruéivanja) sile koje djeluju na takve konstrukcije
moraju zadovoljiti uvjete ravnoteze krutog tijela.

Fy,

Slika 4.20. a) zadana konstrukcija, b) konstrukcija oslobodena od vanjskih veza.

Medutim, ti uvjeti nisu i dovoljni (slika 4.21.b — tri uvjeta ravnoteze za ¢itavu konstrukciju, a
Cetiri nepoznate reakcije), pa se prema tome iz njih ne mogu odrediti sve nepoznate veliCine.
Da bi se postavili i ostali uvjeti, potrebno je razmotriti ravnotezu jednog ili vise dijelova (tijela)
od kojih se sastoji konstrukcija.

Iz konstrukcije prikazane na slici 4.21.a ,,0osloboden” je dio BC (slika 4.21.c), za koji se mogu
postaviti tri nove jednadzbe ravnoteze.
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Buduc¢i da su uvedene samo dvije nove nepoznate veliine, na ovaj je na¢in dobiven sustav od
Sest jednadZbi sa Sest nepoznanica.

Drugi nacin rjeSavanja zadataka ove vrste sastoji se u tome da se uopcée ne postavljaju uvjeti
ravnoteze za konstrukciju kao cjelinu, ve¢ za svaki dio konstrukcije posebno, smatrajuci svaki
dio konstrukcije slobodnim krutim tijelom. U tom slucaju reakcije unutarnjih veza javljaju se
uvijek u parovima, jednakih su intenziteta i pravaca djelovanja, a suprotnih smjerova.

a) b) c)

F 2 F 2
FC.{ C
—_—
F CI'I

QN

Fy. .
A Bux B Bx B
F Ax
F Ay £ By 3 By

Slika 4.21. a) konstrukcija sastavljena od dvaju krutih tijela, b) citava konstrukcija kao
slobodno tijelo s prikazom svih sila koje na nju djeluju, c) desni dio konstrukcije kao slobodno
tijelo s prikazom svih sila koje na njega djeluju.

Slika 4.22. a) konstrukcija sastavljena od dvaju krutih tijela, b) dijelovi konstrukcije kao
slobodno tijelo.

Primjer ovakva nacina rjeSavanja zadataka prikazan je na slici 4.22. Oslobadanjem dijelova AD
I BE konstrukcije dobije se Sest jednadzbi sa Sest nepoznanica. Ravnoteza konstrukcije u cjelini
pri tom se ne razmatra.

Primjer 4.8.

Trokutaste ploce I 1 II zanemarivih tezina vezane su za podlogu i medusobno zglobnim vezama
A, B i C (slika 4.23.a). Ploca II opterecena je silom intenziteta F . Valja odrediti sile u svim
vezama konstrukcije.

Zadano je: F =15kN.
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b)

1I

X

Iy

Slika 4.23. Primjer 4.8.: a) zadana konstrukcija, b) dijelovi konstrukcije kao slobodna tijela.
Rjesenje:

Razmatrat ¢emo ravnotezu svake ploce zasebno. U tu svrhu ploce oslobadamo od veza, a
djelovanje veza nadomjeStamo odgovaraju¢im reakcijama veza (slika 4.23.b).

Na plocu I djeluju samo dvije sile F, i F. u zglobovima A i C, pa iz uvjeta ravnoteze dviju

sila mozemo zakljuciti da ¢e reakcije F, i F; lezati na pravcu kroz tocke Ai C.
Uvjeti ravnoteZe za plocu II prema prvom obliku glase:

> F,=0: -F.-sin45 +Fsin30"-F,, =0,

> F,=0: —F.-cos45 —F-cos30"+F, =0,

> My=0: -—F-sin30"-2a+F.-cos45 -a+F, sin45-2a=0.
Iz gornjih jednadzbi dobijemo:

F.=7,07kN; F, =250kN, F, =18,0kN,

F, =+/2,507 +18,0% =18, 2 kN F, =+/2,50? +18,0% =18, 2 kN.
Iz ravnoteze tijela | je

F,=F.=707kN.

Primjer 4.9.

Trokutaste plo¢e 11 Il zadanih tezina Fy, i F;, vezane su za podlogu i medusobno zglobnim

vezama A, B i C (slika 4.23.a). Ploca II opterecena je silom intenziteta F . Valja odrediti sile u
svim vezama konstrukcije. Zadano je: F;, =3kN, F;, =5kN, F =15kN.
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RjeSenje:
Ploce smo oslobodili od veza, a djelovanje veza nadomjestili odgovaraju¢im reakcijama veza

(slika 4.24.). Smjerove pojedinih reakcija veza smo pretpostavili. Ako u rezultatu za neku
reakciju dobijemo negativni predznak, to samo znaci da je smjer suprotan od pretpostavljenoga.

Slika 4.24. Primjer 4.9.: Ploce kao slobodna tijela

Uvjeti ravnoteZe za plocu I prema prvom obliku glase:
Y F =00  Fy—F, =0,
Y F,=0: Fy+F,—F;=0,
dM,=0: F,-a+F,-a-F;-a/3=0.
Uvjeti ravnoteZe za plocu II glase:
> F. =01 F,—Fy+F-sin30" =0,
>F =0: Fy—F,—F;,—F-cos30° =0,
> My=0: F,-a-F,-2a+F,,-a/3-F-sin30"-2a=0.

RjeSavanjem navedenih jednadZbi dobije se:

Fa=—411kN, F, =-211KN, F, =,/(-4,11) +(-2,.11)° =4,62KkN;

For =3.39kN, Fy =231kN, F,=4339°+231 =23,4kN;

Fo =—411KN, Fo =511kN, F,=1/(-4,11) +511° =6,56 kN.

Primjer 4.10.

Konstrukcija sastavljena od triju dijelova optereéena je silom F (slika 4.25.). Potrebno je svaki
dio konstrukcije osloboditi od veza te prikazati sve sile koje djeluju na svaki dio.
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Valja izraCunati sve sile veza.

Zadanoje: a=1m, b=3m, R=2m, F=9kN.

Slika 4.25. Primjer 4.10.

Rjesenje:

Na konstrukeiju nakon oslobadanja od veza djeluju vanjska aktivna sila F te reakcije veza

cilindri¢nih zglobova u tockama A i B, lfA i IEB, koje su prikazane svojim komponentama

iznosa F, i F,, odnosno F; i Fy . Smjerovi ovih reakcija su pretpostavljeni u smjeru

pozitivnih osi X i y (slika 4.26.).
Ya

« 3m

¢

Im

F Bx X

TFHV

Slika 4.26. Primjer 4.10.: Konstrukcija kao slobodno tijelo

Y

Fy

Uvjeti ravnoteZe za Citavu konstrukciju glase:
DY F. =01  Fy+F, =0,
Y F,=0: Fy,+F,-F=0,
d>M,=0: -F-3+F,-2=0.

RjeSavanjem druge i tre¢e jednadzbe dobije se:
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:%329—3213,5 kN, F, =-F, +F=-135+9=-4,5kN.

Fa,

Iz prve jednadzbe slijedi F,, =—F;,, ali iznose tih komponenata joS ne mozemo odrediti.

a) Ya b)
I Ya I +F, Ey
A APr——
< 3m F..
F Im F Cy
Foo € D " y Yo !
> \.\ »> ﬁ‘i\? .
e I m
1 m FC_V - 2 m_v

!'—G:f_/,,_, o o
A FA:_’T
FA_1,-

Slika 4.27. Primjer 4.10.: Dijelovi konstrukcije oslobodeni veza: a) dio |, b) dio Il.

Na dio konstrukcije | nakon oslobadanja od veza djeluje vanjska aktivna sila F, reakcija
cilindri¢nog zgloba C, kojoj su komponente F, i F, , kojima dio konstrukcije Il djeluje na dio
konstrukcije 1 u zglobu C (pretpostavljeni smjerovi ovih reakcija u smjeru su pozitivnih osi x
I y) tesila IfD kojom dio konstrukcije I11 djeluje na dio I. Ta sila je na pravcu koji spaja tocke
A'i D s pretpostavljenim smjerom od A prema D.

Uvjeti ravnoteZe za dio konstrukcije | glase:

Y F. =01 F,+F,-cosa=0,

Y F,=0: F,+F, sina-F=0,

> M. =0: -F-3+F,-sina-CD=0.
pri ¢emu je:

=% = a=30"; Ez\/Zz—lz:\/ém-

Sina =

513

Iz tre¢e jednadzbe je:

= F-3 9.3

_ > _ —31,18 kN
® sina-CD sin30°-4/3

Uvrstavanjem te vrijednosti u prvu i drugu jednadzbu dobije se:

F., =—F,cosa =-31,177c0s30° =-27 kN,

Fo, =—F-sina+F =-31177-sin30° +9=-6,589 kN,
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F2+F2 =J(~27) +(~6,589)" = 27,79 kN.

Na dio konstrukcije Il nakon oslobadanja od veza djeluje reakcija IfA, kojoj su komponente
Fao 1 Fa=—4,5kN; sila u zglobu IfC kojom dio | djeluje na dio Il s komponentama
Fo, =27 KN i F,, =6,589 kN (smjer tih komponenata sile u zglobu IfC je suprotan od smjera

komponenata kojima dio 1l djeluje na dio I) te sila u zglobu E IfE kojom dio konstrukcije 111

djeluje na dio Il s komponentama F, i F., (smjerovi pretpostavljeni u smjeru pozitivnih osi
X1y).
Uvjeti ravnoteZe napisani prema prvom obliku za dio konstrukcije Il glase:
Y F, =01 Fy—Fy+F, =0,
D F,=0: Fy,-F,+F,=0,
> M =0: F,-2-F,-1=0.
Iz trece jednadzbe je:

1 1
F =—~F = —- _27 =_13)5kN
Ax 2 Cx 2 ( )

Uvrstavanjem te vrijednosti u prvu i drugu jednadzbu dobije se:

Fey =—Fa + Fo, =—(-13,5)-27=-13,5kN,
F., =—F, +Fe, =—(-4,5)—6,589=-2,089 kN,

X

Fo = —Fa = —(~13,5)=13,5kN .

Konac¢no je:
F2+F2 =(-135) +(-4,5)" =14,23kN,
Fo = (P2 + P, = 13,5 +13,5 =19,09 kN,
F.=27,79kN, F,=3118kN,
F. = JF2 +F2 = (-13,5) +(~2,089)° =13,66 kN .
Primjer 4.11.

Konstrukcija sastavljena od dvaju dijelova optereéena je silom F i spregom momenta M te
vezana za podlogu nepomi¢nim osloncima u A 1 E i pomi¢nim osloncem u D. Dijelovi su
medusobno povezani klizacem u C (slika 4.28.). Valja odrediti sve sile veza.

Zadanoje: a=1m, b=15m, F=3kN, M =12kN-m.
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M

Slika 4.28. Primjer 4.11.
Rjesenje:
Svaki dio konstrukcije osloboden je od veza i prikazan kao slobodno tijelo sa svim silama koje
na njega djeluju (slike 4.11.a i 4.11.b).

y, Q) b

N\M x

Y

F

Ay
Slika 4.29. Primjer 4.11.: Dijelovi konstrukcije kao slobodna tijela: a) dio AC, b) dio BE.

Uvjeti ravnoteZe za dio AC glase:

Y F,=0: Fuy-Fc-sina=0,

D F,=0: Fu+F.-cosa=0,

>M,=0: -M+F.-AC=0.
gdje su

N 2 2 115 o

AC=415"+1° =1,803m, tana:Tzl,S a =56,31".
1z trece jednadZzbe je

M 1,2

AC 1,803

nakon ¢ega iz prve i druge slijedi:
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Fa, = F.-sina =0,666-5in56,31° = 0,554 kN ;
Fay =—Fc -c0s56,31" = -0,666-c0s 56,31" = —0,369 kN .
Reakcija oslonca A iznosi:

Fp=JF2 + F2, =/0,554” +(-0,369)" = 0,666 kN.

Uvjeti ravnoteZe za dio BCDE:

> F.=0: Fy+Fsina=0,

D F,=0: Fy+Fy,—F.-cosa—F =0,
D M=0: F-3+F cosa-2—Fy-1=0.
Iz trece jednadzbe je
Fp=3-3+F.-cosa-2=9+0,666-c0s56,31"-2=9,739kN;
iz prve
Fe, =—Fc-sina =-0,666-sin56,31" = —0,554 kN ;
a iz druge
Fey =—Fp + Fc-cosa +3=-9,739+0,666-c0s56,31" +3=—6,370 kN..

Reakcija oslonca E je

Fe = JF& + F2 = /(-0,554)" +(~6,370)" = 6,394 kN .

4.5. KONTINUIRANA RASPODJELA SILA

Do sada razmatrane sile djelovale su u jednoj tocki i nazivali smo ih koncentriranim silama.
Sile, medutim, mogu djelovati na dio volumena, povrSine ili pak na dijelu linije. Ovim
posljednjima, rasporedenima duz odsjecka linije, ovdje ¢emo posvetiti dio prostora. Uvest ¢emo
pojam specificno opterecenje (, koje predstavlja silu na jedinicu duljine optere¢enog odsjecka,
a mjeri se u N/m.

Navedimo nekoliko slu¢ajeva kontinuirano raspodijeljenog opterecenja:

- jednolika raspodjela sila duz odsjecka pravca (slika 4.30.)

VF,

Slika 4.30. Jednoliko kontinuirano opterecéenje
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Rezultantna sila kojom se moZze zamijeniti ovo opterecenje je F, =q-I, a smjestena je po

sredini opterecenja.

- linearna raspodjela sila duz odsjecka pravca (slika 4.31.)

« »

. 21/3 1. m
Pl

>
»

Slika 4.31. Linearno (trokutno) raspodijeljeno kontinuirano opterecéenje

. . y . . 1 - .
Rezultantna sila kojom se moze zamijeniti ovo opterecenje je F, = 5 Qo |, asmjestena je u

teziStu trokuta.

- proizvoljna raspodjela sila duz odsjecka pravca (slika 4.32.)

/

-« >

q(x)._

Slika 4.32. Proizvoljno raspodijeljeno kontinuirano opterecéenje

Rezultantna sila kojom se moze zamijeniti ovo opterecenje je
|
F = Iq(x)dx :
0

a smjestena je u teziStu lika omedenog funkcijom opterecenja i osi X.
- jednolika raspodjela sila po kruznom luku (slika 4.33.)
Rezultantna sila kojom se moze zamijeniti ovo opterecenje je:
F,=2q-Al-cosg;; Al;-cosg, = Ay;;
F,=3q-Ay; =q-ZAy,; XAy, =AB=h;
F,=9-h.

Dakle, rezultantna sila jednaka je produktu kontinuiranog opterec¢enja i duljine tetive AB, a
smjeStena je na simetrali kruznog luka.
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Slika 4.33. Jednolika raspodjela sila po kruznom luku

4.6, VEZA UKLJESTENJEM

Kod veze ostvarene ukljeStenjem (slika 4.34.a) na tijelo duz linija A’A" i B'B"’ djeluje sustav
kontinuirano rasporedenih sila. Ako te sile reduciramo na tocku A, mozemo ih zamijeniti

nepoznatom silom IEA s hvatiStem u A 1 spregom sila ¢iji je moment M , . Ove veli¢ine ( IEA i

M , ) nisu unaprijed poznate, a odredujemo ih iz jednadzbi ravnoteze. Silu IfA zamjenjujemo
pri tome projekcijama F,, i F,, kao nepoznanicama, pa je za odredivanje reakcije veze

ukljestenjem potrebno odrediti tri veli€ine: Fn,, Fa, | M4 (slika 4.34.b).

a)
/ \ P FA/ \
Al v V All
> > > 0 A
Bl A A A BH MA A F

Ax

b)

Slika 4.34. a) veza ostvarena ukljeStenjem, b) reakcijska sila i reakcijski moment veze
ostvarene ukljeStenjem.

Primjer 4.12.

Konzolni nosa¢ opterecen je spregom momenta M te linearno i jednoliko raspodijeljenim
kontinuiranim opterecenjem q (Slika 4.35.a). Valja odrediti reakcijsku silu i reakcijski moment

na mjestu ukljestenja.

Zadano je: M =10kN-m i q=8KkN/m.
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a

Slika 4.35. Primjer 4.12.: @) konzolni nosac, b) konzolni nosac kao slobodno tijelo.

Na nosa¢ nakon oslobadanja od veza djeluje op¢i sustav sila u ravnini koji ¢ine: spreg momenta

M, sila |fq1 kojom zamjenjujemo linearno raspodijeljeno kontinuirano opterecenje, sila Ifqz
kojom zamjenjujemo jednoliko raspodijeljeno kontinuirano opterecenje, reakcijska sila IfA i
reakcijski spreg momenta M, kojima ukljestenje djeluje na nosac (slika 4.35.b).

Sila Ifql smjeStena je u teZiSte trokuta i iznosi:

d,=1667m, Fy =%~1-q =%~1-8=4 kN ;

dok je sila Ifq2 smjeStena u teziSte pravokutnika i iznosi:
d,=25m, F,=0q1=81=8kN.
Uvjeti ravnoteze glase:
D F =0 F,-F,-F,=0,
D> M,=0: -Mo-M-F,1667-F,-25=0.
Iz gornjih jednadzbi je:
F,=12kN; M, =-36,70kN.
Kako je reakcijski moment ukljeStenja M, negativan, zaklju¢ujemo da mu je smjer pogresno
pretpostavljen.
Primjer 4.13.

Zakrivljeni Stap zanemarive tezine opterecen je Cetirima koncentriranim silama i vezan za
podlogu ukljeStenjem u A. Valja odrediti reakcijsku silu i reakcijski moment na mjestu
ukljeStenja ako je zadano: a=1,5m, b=25m, «=30", F,=500N, F,=300N,
F,=250N, F, =600 N.
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Slika 4.36. Primjer 4.13.

RjeSenje:
Stap se oslobada od veze s podlogom na mjestu ukljestenja te se na tom mjestu dodaju dvije
komponente reakcijske sile F,, i F,, ireakcijski moment M, (slika 4.37.).

Ya
FI
JMII\
F.—\n /t. Y {'2 "x
L
Fy, 2,5sin30°
F3
< 1,5m e 1Sm |, 2,5co0s30°

F,
Slika 4.37. Primjer 4.13.: Zakrivljeni Stap kao slobodno tijelo

Uvjeti ravnoteze glase:

Y F.=0: F,+F+F=0,

> F,=0: F,-F-F=0,

> M,=0: -M,-F-15+F,-25-5in30"~F,-(3+2,5-c0s30") =0.
Iz gornjih jednadzbi dobiju se trazene veli¢ine kako slijedi:

F, =—F,—F,=-300-250=-550 N,

FA

y

Fo = JF% +F2 =(-550)° +1100° =1230 N,

M, =-F,-15+F,-2,5:sin30" - F,(3+2,5-c0s30°),

=F,+F, =500+600=1100 N,

M, =-500-1,5+250-2,5-sin 30° —600-(3+2,5-COS30°)=—3537 N-m.
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O
zapatci za viezeu: [ O

Zadatak 4.1. Zadan je op¢i sustav sila i spregova u ravnini (slika Z.4.1.). Valja odrediti vektor
i iznos rezultante te jednadZbu pravca njezina djelovanja.

Zadano je: M, =18kN-m, M, =10kN-m, M, =19kN-m.
y

4

(S0 KN, 0.0m,

Slika Z.4.1. Zadatak 4.1.

Zadatak 4.2. Homogena greda duljine | i tezine F, optereéena je silom F u to¢ki E.

b

>

<

Slika Z.4.2. Zadatak 4.2.

Greda se u tockama A i B oslanja na zid, dok je uzetom CD vezana za strop (slika Z.4.2.). Valja
odrediti reakcije svih veza grede.

Zadano je: a=0,5m, b=1m, =3m, F; =2kN, F=5kN.

Zadatak 4.3. Dvije homogene grede, AB tezine F, i BC tezine F,, medusobno su povezane

zglobom u B. Greda BC opterecena je spregom sila momenta M (slika Z.4.3.). Valja odrediti
sile u svim vezama.
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Zadano je: a=1m, F;, =1kN, F;,,=2KkN, M =5kN-m.

Slika Z.4.3. Zadatak 4.3.

Zadatak 4.4. Konstrukcija sastavljena od triju ploca I, Il i 11l zanemarivih tezina optereéena je

koncentriranom silom F . Konstrukcija je za podlogu vezana nepomiénim osloncem u A,
pomi¢nim osloncem u C te §tapovima zanemarivih tezina 1i 2.

Ploce su medusobno povezane zglobovima u B i D (slika Z.4.4.).

Valja odrediti sile u svim vezama. Zadano je: F =20 kN .

- 2“ bdabiabdahiab

Slika Z.4.4. Zadatak 4.4.

Zadatak 4.5. Mehanizam ¢ine poluga OA, kliza¢ A i kulisa BC. Mehanizam je opterecen

koncentriranom silom F (slika Z.4.5.). Valja odrediti intenzitet sile F za ravnotezni poloZaj
prikazan slikom. Trenje na dodirnim povrSinama moze se zanemariti.

Zadano je: a=25cm; b=7,5cm; c=10cm; M =5kN-m; ¢=30".

Slika Z.4.5. Zadatak 4.5.
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Zadatak 4.6. Sastavljena konstrukcija koristi se za podizanje tereta tezine F; (slika Z.4.6.).

Zanemarujudi tezine pojedinih dijelova konstrukcije i trenje na dodirnim povrSinama, odrediti
sile u svim vezama.

Zadano je: a=1m; r=0,4m; F;, =20kN.

5 oy H

Slika Z.4.6. Zadatak 4.6.
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5. OPCI SUSTAV SILA U PROSTORU

Ako natijelo djeluje sustav sila i spregova kojima vektori ne leZe u istoj ravnini, radi se 0 opéem
sustavu sila u prostoru (slika 5.1.).

z M,

Slika 5.1. Op¢i sustav sila u prostoru

5.1. MOMENT SILE U ODNOSU NA TOCKU KAO VEKTOR

Pri proucavanju opceg sustava sila u ravnini moment sile u odnosu na tocku promatrali smo
kao skalarnu veli¢inu. Takvo predoCavanje momenta sile moguce je, medutim, samo pri
djelovanju ravninskih sustava sila jer je moment sile u odnosu na tocku O vektorska veli¢ina,
koja je jednaka vektorskom produktu radijus vektora polozaja hvatista sile u odnosu na to¢ku
O i same sile (slika 5.2.):

(5.1)

. >F
- smjer vektora M,

Slika 5.2. Vektor momenta sile u odnosu na tocku O te njegov smjer odreden pravilom desne ruke

Vektorski karakter momenta sile u odnosu na tocku ogleda se u nepromjenjivosti njegova
intenziteta promjenom koordinatnog sustava i u nacinu zbrajanja dvaju momenata: momenti
sila u odnosu na tocku zbrajaju se geometrijski.

Iz definicije vektorskog produkta slijedi:
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- intenzitet momenta sile u odnosu na toc¢ku dan je izrazom:

‘Mg‘ =M§ =Top-Fosin Z(Toa, F)=F -h=2-Pp, (5.2)

- pravac momenta sile u odnosu na tocku okomit je na ravninu definiranu pravcem sile i
to¢kom O,

- smjer vektora momenta odreduje se po pravilu desne ruke: kada se svijenim prstima desne
ruke pokazuje smjer u kojem sila nastoji zakrenuti tijelo oko tocke (kraca rotacija od vrha

vektora T, ka vektoru F ), palac te ruke pokazuje smjer vektora momenta.

Izrazavanjem radijus vektora poloZaja T, isile F preko njihovih pravokutnih komponenata:

—

Ton = X-I+I’y-j+l’z-k,

F=F i+F j+Fk
I uvrStavanjem u izraz (5.1) dobijemo:
M§ =(F,-t,=F,-r,)- T +(F -r,—F,-r,)- T+(F,-r,—F 1)k, (5.3)
odakle slijedi da su projekcije momenta sile u odnosu na tocku, na osi koordinatnog sustava:
Mg =F,-r,—F,-r; M§=F-r,-F-r; M§=F r-F.-r.

Moment sile u odnosu na tocku mozemo prikazati i determinantom:

i ]k
Mg =faxF={r, 1, 1|, (5.4)
F,F F

razvojem koje se po prvom retku dobije jednakost (5.3).

5.2. MOMENT SILE U ODNOSU NA 0OS

Slika 5.3. Moment sile u odnosu na 0s
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Momentom sile u odnosu na os nazivamo skalarnu veli¢inu, uzetu s odgovaraju¢im
predznakom, koja je jednaka produktu intenziteta projekcije sile na ravninu okomitu na

promatranu os i najkrac¢e udaljenosti od pravca te projekcije do tocke u kojoj os probada ravninu
(slika 5.3.):

Mf ==F, -h. (5.5)

Moment sile u odnosu na os je pozitivan ako za promatraca, koji gleda iz smjera pozitivnog
dijelaosi &, projekcija F_ tezi da zakrene tijelo u smjeru suprotnom od smjera rotacije kazaljke

na satu.

Moment sile u odnosu na os bit ¢e jednak nuli u slu¢aju da pravac djelovanja sile sije¢e zadanu
0s (h=0) ili pak u slucaju da je pravac djelovanja sile paralelan s promatranom osi (kada je
F._=0).

5.3. VEZAIZMEDPU MOMENTA SILE U ODNOSU NA TOCKU I NA 0S

Ova veza dana je sljede¢im teoremom:

Projekcija momenta sile u odnosu na tocku na po volji odabranu os, koja prolazi kroz tu tocku,
jednaka je momentu sile u odnosu na tu os (slika 5.4.).

M,

Slika 5.4. Veza izmedu momenta sile u odnosu na tocku i na 0s

Intenzitet momenta sile u odnosu na toc¢ku O, odnosno u 0dnosu na 0s & jest:
MEZZ'PAOAB; MEZZ'PAOA'B'-

Vrijedi takoder:
Moﬁé = |v|§ CoSD®  te  Pap =Piong -COSD,

odakle slijedi:
Mgé - Mfﬁ '

¢ime smo gornji teorem dokazali.
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Upravo poglavlja 5.2. i 5.3. upuéuju na opravdanost rada s momentom sile kao skalarom pri
analizi opceg sustava sila u ravnini. Naime, sila koja lezi u ravnini Oxy imat ¢e moment u
odnosu na bilo koju toc¢ku te ravnine koji je paralelan s osi z . Projekcija tog momenta na os z
jednaka je momentu sile u odnosu na 0s z, a to je skalarna veli¢ina.

5.4. SPREG SILA. MOMENT SPREGA SILA

Moment sprega sila jest vektorska veli€ina ¢iji je intenzitet jednak produktu intenziteta jedne
od sila koje ¢ine spreg i kraka sprega, pravac mu je okomit na ravninu sprega, a Smjer mu je
odreden po pravilu desne ruke (slika 5.5.).

Slika 5.5. Spreg sila i hjegov moment
Buduéi da spreg sila mozemo pomicati u ravnini njegova djelovanja, ili pak u ravninu njoj
paralelnu, to vektor momenta sprega M moZemo nanijeti u bilo kojoj to¢ki krutog tijela —

kazemo da je moment sprega sila slobodan vektor. Ocevidno je da je vektor momenta sprega
jednak vektoru momenta jedne od sila za tocku u kojoj djeluje druga sila:

M=Ml=MF}". (5.6)

@
> T

5.5. SLAGANJE SPREGOVA SILA U PROSTORU

Slaganje spregova sila pojasnit ¢emo na primjeru dvaju spregova (slika 5.6.).

Vektori momenata prikazanih spregova sila s obzirom na (5.6) jesu:

—

M, =g xF; M,=ryxF,.

Buduéi da rezultante sila F, i F, te F i F,:
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tj. rezultiraju¢i moment sprega Mr dobijemo kao dijagonalu paralelograma konstruiranoga nad

vektorima M, i M,.

Slika 5.6. Slaganje dvaju spregova sila

Postupnom primjenom gore opisanog postupka mozemo odrediti moment rezultiraju¢eg sprega

kada je zadan sustav od vise spregova sila momenti kojih su M,, M,, ..., M,, ..., M, :
M, =M, +M,+..+M..+M, => M, (5.7)
projekcije kojega na koordinatne osi jesu:

er:ZMix; Ivlry:ZNIiy; I\/lrzzzlvliz' (58)

Konac¢no, intenzitet momenta rezultirajuéeg sprega sila jest:

M, = MZ+M2+M? (5.9)

pa slijedi zakljucak:

Proizvoljni sustav spregova, koji djeluje na kruto tijelo, mozemo zamijeniti jednim spregom

¢iji je moment jednak geometrijskoj (vektorskoj) sumi momenata komponentnih spregova.

5.5.1. Uvjeti ravnoteZe sustava spregova

Budu¢i da proizvoljni sustav spregova, koji djeluje na kruto tijelo, moZzemo zamijeniti jednim
spregom, to je za ravnotezu sustava nuzno i dovoljno da taj, rezultirajuci vektor mora biti jednak
nultom vektoru:

M, =S M, =0,

r

odnosno:

(1) My=> M, =0; (1) M, => M, =0; (3) M,=> M, =0. (5.10)
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5.6. REDUKCIJA PROSTORNOG SUSTAVA SILA NA ZADANU TOCKU

Sli¢no kao kod opceg sustava sila u ravnini, dokazat ¢emo sljedeci teorem:

Proizvoljni prostorni sustav sila, koji djeluje na kruto tijelo, moZzemo, pri redukciji na po volji
odabranu tocku O, zamijeniti jednom silom IfR (glavni vektor sila) s hvatistem u O i jednim

spregom momenta MO (glavni vektor momenata), koji je jednak vektorskoj sumi momenata

svih sila u odnosu na tocku O.

Da bismo dokazali navedeni teorem, promotrit ¢emo paralelni pomak jedne sile u tocku O (slika
5.7.). U to&ki O dodajemo uravnotezeni sustav od dviju sila, F i F', pri éemu zadana sila F

sasilom F’ ¢&ini spreg sila ¢iji je moment:

Slika 5.7. Redukcija sile na zadanu tocku O

Slijedi: Silu F s hvatistem u tocki A mozemo, paralelno njoj samoj, pomaknuti u po volji

odabranu tocku O ako zadanoj sili pridodamo spreg ciji je moment jednak momentu sile F u
odnosu na tocku O.

Neka je sada zadan proizvoljni sustav sila F,, F,,..., F.,..., F, koji djeluje na kruto tijelo (slika
5.8.4).
z 0.') z b)

Slika 5.8. a) zadani opci sustav sila u prostoru, b) zadani sustav sila reduciran na tocku O.
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Postupnim paralelnim prenosenjem svake od sila u tocku O dobijemo u toj tocki n sila, koje sve

mozemo zamijeniti jednom silom IfR s hvatistem u tocki O, i n spregova sila, koje mozemo

zamijeniti jednim spregom &iji je moment M o
Glavni vektor sila F, i glavni moment M, (slika 5.9.) jesu:

(D) Fe=XF: (@ Mo=Y.M{. (5.11)

Slika 5.9. Glavni vektor sila i glavni moment u tocki O

S obzirom na teorem o projekcijama vektora na 0s mozemo pisati:
(1) FRX = Z Fix ) (2) FRy = Z Fiy : (3) FRZ - Z Fiz ! (512)

(4) Mo, =2"M&; (5) Mg, =2 "M§; (6) Mg, =D Mg, . (5.13)
Iz teorema koji smo ovdje dokazali slijedi da su dva prostorna sustava sila ekvivalentna ako im

se poklapaju glavni vektor sila F, i glavni vektor momenata MO za jednu, istu tocku O.

Takoder, glavnim vektorom sila i glavnim vektorom momenata potpuno je odreden prostorni
sustav sila.

Ako natijelo, uznsila F, F,,..., F, ..., F,, djeluje i m spregova silamomenata M,, M, , ...,
M

i M . koji su slobodni vektori i ¢ije se djelovanje nece promijeniti pomicanjem u to¢ku

O, glavni vektor momenata bit ¢e
Mo =Y MJ+> M. (5.14)
5.6.1. Svodenje prostornog sustava sila na jednostavniji oblik

Ovisno o intenzitetima glavnog vektora sila IfR i glavnog vektora momenata Mo, kao i 0
medusobnom polozaju pravaca njihova djelovanja, razlikujemo sljedece slucajeve:

a) Ako je za zadani sustav sila F, =0 i M, =0, sustav se nalazi u ravnoteZi.
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b) Ako je za zadani sustav sila F, =0 i M # 0, sustav se svodi na spreg sila ¢iji je moment

—

M

o-

c) Ako je za zadani sustav sila F, =0 i M, =0, sustav se svodi na rezultantu F. = F,,

pravac koje prolazi upravo tockom O.

d) Ako je za zadani sustav sila F, =0 i M, =0 te ako je vektor F, okomit na M, sustav

se takoder svodi na rezultantu, pravac koje prolazi izvan tocke O (slika 5.10.a).

e) Ako je za zadani sustav sila F, #0 i M, =0 te ako je vektor F, paralelans M, sustav

f)

se ne moze svesti na jednostavniji oblik jer je moment sprega sila slobodan vektor.
Kazemo da se sustav svodi na dinamicki vijak, 0s kojega prolazi to¢kom O i naziva se
sredisSnja os prostornog sustava sila (slika 5.10.b).

Ako je za zadani sustav sila F, =0 i M, =0 te ako vektor F, nije okomit niti paralelan

sM o» sustav se takoder svodi na dinamicki vijak, os kojega, medutim, ne prolazi tockom
O, nego je pomaknuta. Naime, glavni vektor momenata moZze se u tom slucaju rastaviti

na dvije komponente: jednu okomitu na F,, a drugu paralelnu's F,.

i a) b)
M,

Fy
/0
y / -._ sredidnja
& / — os |
E} (@) Fr h
"\%’ #0

Slika 5.10. a) glavni vektor sila i glavni moment u tocki O kao medusobno okomiti vektori,
b) srediSnja os prostornog sustava sila.

Primjer 5.1.

Zadan je op¢i sustav sila u prostoru:

F =5-i-6-]+7-k shvatiSttmu A (-2; 4; -5)

[

—3-7+8-]—4-k shvatistemu B(3;1;7);

N

. =4-1+8-]-9-k shvatistemu C (-2;5; 4);

T

M,=3-T+8-J+7-K.

Valja reducirati zadani sustav na tocku D (5; -2; 3).

Rjesenje:
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Zadani sustav reducira se u to¢ki D na glavni vektor sila F, i glavni moment sila M, u odnosu

na toc¢ku D.

Glavni vektor sila IfR dobije se prema prvom od izraza (5.11), a glavni moment sila MD u

odnosu na tocku D dobije se prema (5.14):

gdje su:

|

3
Fe=> F=FR+F+F,
i=1

Fo=(5-3+4)T+(-6+8+8)-J+(7-4-9)-k =6-T +10- ] -6-k ,

[Fo|= Fo =67 +10° +(-6)° =13,11kN;

(XA—XD).T+(yA—yD)-]+(zA—zD)-R,

ov
>
Il

Toa =(-2-5)-T+(4+2)-J+(-5-3) -k =-7-T+6-]-8-k,

i ] K
MZ=F,xF=-7 6 -8=-6-1+9-]+12-k;
5 6 7

Toe = (% =% )T +(Ye = ¥o ) T +(2c = 25) K,
e =(-2-5)-T+(5+2)- J+(4-3)-k=-7-T+7-J+1.k,

k
1|=-71-7-59-]-84-k .
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Glavni moment sila u odnosu na tocku D jest:

My =(-6-44-71+3)-1 +(9-20-59+8)- ] +(12-7-84+7) -k,

M, =-118-1 -62-]-72-k,

Mo =(~118)’ +(-62)° +(~72)° =15L,5kN-m.

Primjer 5.2.
Na tijelo oblika kvadra djeluje op¢i sustav sila u prostoru (slika 5.11.).

Valja reducirati zadani sustav sila na tocku O ako je zadano: a=2m, b=4m, c=3m,
F,=350N, F,=490 N, M, =220 N-m, M, =300 N-m.

Z

Slika 5.11. Primjer 5.2.
Rjesenje:
Redukcijom zadanog sustava sila na ishodisnu to¢ku O dobije se glavni vektor sila IfR i glavni

moment sustava sila M, u odnosu na tu to¢ku.

Glavni vektor sila IfR dobije se prema (5.11):
— 2 — — —
Fa=> F=F+F,,
i=1

gdje susile F, i F, u vektorskom zapisu:
Iflel'éAB; 'EZZFZ'éCD'
Koordinate todaka A, B, CiD jesu: A(2;0;3), B(0;4;0), C(2;4;0) i D(0;4;3).

Jedini¢ni vektori dobiveni prema (2.15) jesu:
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Mg =(0-2)-T+(4-0)-7+(0-3)-k=-2-T +4-] -3k,

_ \/(_2)2 +42 +(-3)" =5,3852,

r-AB

g, =t =21 +41=3K _ 37147 10,7428--0,5571.K ;
5,3852

Fp=(0-2)-T+(4-4)-+(3-0)-k=—2.T+3K,

Vektorski zapisi sila su

F, = F, -6y =350-(~0,3714.7 +0,7428-] -0,5571-k ),

F, =-130-i +260- ] -195-k ;

F, = F, 8, =490-(~0,5547-7 +0,8320-K ) = ~271,8-1 +407,7 K .

Glavni vektor sila je

Fo =(—180-T+260- ] -195-k ) +(-271,8-T +407,7-k),

F, =-401,8-7 +260- ] +212,7-K

Fy = (—401,8)° +260° +212,7° =523, 7N.
Glavni moment sustava sila u odnosu na to¢ku O racuna se prema (5.14):

Mo=M>+M>+M, +M,,

gdje su
ik i j k
Moﬁl:FOAX_;:XA Ya  Za|=| 2 0 3 |
F, F, F. [130 260 -195
M§ =(0-3-260) - [ 2-(-195)-3-(-130) |- j +(2-260-0) K ,

M5 =780 +520-k ;
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i ] k i i kK
M =FexF =X Yo 2Zo|=| 2 4 0 |,
F. F, F| [-2718 0 407,7

M§ =(4-407,7-0)-1 —(2-407,7-0)- ] +[0-4-(-271,8) | -k ,
M =1630,8-7 —815,4- ] +1087,2-K ;
M, =220-k; M,=-300-i.

Glavni moment sila u odnosu na ishodisnu toc¢ku O jest:

M, =(~780+1630,8—300)-i +(-815,4)- j +(520+1087,2+220) -k ,

M, =550,8-1 —815,4- ] +1827,2-k ,

Mo = |/550,8° +(—815,4)" +1827,2° =2075 N-m.

Dakle, zadani prostorni sustav sila reducira se u ishodi$noj tocki na dinamu koju ¢ine glavni

vektor sila F, i glavni moment M, sustava sila u odnosu na to¢ku O:

F,=-401,8-1 +260-]+212,7-k; M, =550,8-1 —815,4- ] +1827,2-k .

Primjer 5.3.

Na tijelo oblika prizme djeluje op¢i sustav sila u prostoru (slika 5.12.). Potrebno je reducirati
zadani sustav sila na ishodisnu tocku O. Zadano je: a=2m, b=3m, c=4m, F =8kN,

F,=6kN, M,=10kN-m, M, =12 kN-m.

WX

Slika 5.12. Primjer 5.3.
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Rjesenje:

Redukcijom se dobije glavni vektor sila F, i glavni moment sustava sila M, u odnosu na
1shodisnu tocku O.

Glavni vektor sila IfR dobije se prema (5.11):
Fo= YR -F+Fy
gdje se sile F, i F, u vektorskom zapisu dobiju s pomoéu jediniénih vektora:

F=F-6,; F=-F-k.

Koordinate tocaka su A(Z; 0; 4), B(O; 3; 0) i C(O; 3; 4), pa je:

Bo =%, Ty =(0-2)-T+(3-0)- J+(0-4)-K =—2.7+3-T-4-K

S
5
Il

=<

(—2)" +3* +(-4)" =5,3852,

Te  —2:0+43-j-4K
Mg 5,3852

eAB

=—0,3714-i +0,5571- ] —0,7428k .

Vektorski zapisi sila su

F=F 6,=88,=—-20971-i +4,457-]-5942.k; F,=-6-k.

Glavni vektor sila je
F, =—2,971-1 +4,457- ]+(—5,942—6)~IZ =—2,971-1 +4,457-]-11,942 -k .

Glavni moment M o U odnosu na ishodi$nu to¢ku dobije se prema (5.14):

gdje su

F, F, F,| 2971 4,457 50942

i ] k| [ ]k
MZ=F.xF,=|X Y. z.|=0 3 4|=-18.
Fy Foy Ful [0 0 -6
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Glavni moment zadanog sustava sila u odnosu na ishodi$nu tocku jest:
Mo =(-17,828-18)-i+(-10)- j +(12+8,914) -k
M, =-35,828-1-10- j + 20,914 -k .

Primjer 5.4.

Na trokutnu plo¢u djeluje opéi sustav sila u prostoru (slika 5.13.). Spreg sila momenta M
djeluje u ravnini ABC. Reducirati zadani sustav sila na ishodisnu to¢ku O.

Zadano je: a=2m, b=1m, c¢c=2m, F=51+10-J+2-k kN; F,=5-7+6-k kN;
F,=12-1—6-7+2-k kN; M =10-/6 kN-m.

Slika 5.13. Primjer 5.4.

RjeSenje:
Glavni vektor sila dobije se prema (5.11):
Fr =Z|fI =F+F,+F,
Fo=(5+0+12)-1 +(10+5-6)- j+(2+6+2)-k =17-1 +9- ] +10-k,

Fe =v17%+97 +107 = 21,68 kN.

Glavni moment sustava sila M, u odnosu na to¢ku O jednak je
W, =Ni§ +VIG 4 MG 4T
gdje su
i ] k| i jk
MCI)EI=FOAX =|Xa Ya Za[=]2 O 02_4'174_20&;
F, F F| |5 10 2
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i ] k| Tk
M7 =F xF, =X Vs 2Z5/=[0 1 0|=6-T;
F, Foy Ful [0 5 6
i ] k| T 7k
MS =P xF =X Yo 2.|=|0 0 2[=12.7+24-7.
Fx Fy, Ful [12 -6 2

Vektor M dobijemo mnoZenjem intenziteta M jedini¢nim vektorom koji ima pravac i smjer
vektora M , tj. koji je okomit na ravninu ABC. Neka je to vektor A, koji se dobije dijeljenjem
bilo kojeg vektora i paralelnoga vektoru ri, s intenzitetom tog vektora.

Vektor i mozZemo dobiti vektorskim mnozenjem bilo kojih dvaju vektora koji leze u ravnini
ABC.

Neka su to upravo vektori AB i AC, pri ¢emu na prvom mjestu u tom vektorskom produktu
mora biti vektor AC, kako bi se smjer vektora fi poklopio sa smjerom vektora M :

Xc_XA)'T+(yc_yA)']Jr(Zc_ZA)'R’

Slijedi:
— ﬁ 2 d 4 e d 2 g 1 > 2 - 1 —
nO:_:_ = .J_ k=——21] ——-J——'k,
n 246 246 26 J6 6 6
pa je vektor momenta sprega sila:
7 l d 2 b d 1 g - - —
M =M :fi,=10-v/6+| ——= ——=j——=-k |=-10-7 -20- [ -10-K .
’ ( NN j .

Glavni moment sustava sila u odnosu na tocku O jest:
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Mo =(0+6+12-10)- +(~4+0+24-20)-j+(20+0+0-10)-k ,

M, =+/82+10? =12,8kN-m; M, =87 +10-K.

O
zapatci za viezev: [N O 2

Zadatak 5.1. Zadani op¢i sustav sila u prostoru:
F=-2-i+3-J+k shvatistemu A (3;3;1);

F,=5-1+1-J+3-k shvati§temu B (-1;-1;-1);

F,=-1.i —2--1-k shvati§temu C (2; -1; 1);

M=3i+2-jJ+4-k
reducirati na ishodisnu tocku O (0; O; 0).
Zadatak 5.2. Zadan je intenzitet sile F =100 N s hvatiStem u toc¢ki A. Pravac djelovanja sile

prolazi tockom C (slika Z.5.2.). Valja odrediti silu i moment u tocki B koji bi imali isto
djelovanje kao i zadana sila. Zadano: a=3m, b=4m, c=2m.

3]

Hw
o
>
A

Slika Z.5.2. Zadatak 5.2.

5.7. UVJETI RAVNOTEZE OPCEG SUSTAVA SILA U PROSTORU

Kao Sto smo pokazali u poglavlju 5.6., op¢i sustav sila u prostoru mozemo reducirati na po volji
odabranu tocku O i zamijeniti glavnim vektorom sila IfR I glavnim vektorom momenata Mo,
koji su analiticki odredeni jednakostima (5.11). Da bi proizvoljni sustav sila u prostoru bio u
ravnoteZi, potrebno je i dovoljno da jednovremeno bude i F, =0 i M, =0. Ti vektori mogu

biti nulti vektori, tada i samo tada, kada su im sve projekcije na koordinatne osi jednake nuli,
tj. kada je:
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Fey =D F, =0;
Foy = Z Fy=0;
Fe. =Y F, =0;
Mo, =Y M5+ M, =0;
Mg, =D M5 +> M, =0;
Mg, =D M&+> M, =0,
odnosno, kazano rijeCima: za ravnotezu proizvoljnog prostornog sustava sila potrebno je i

dovoljno da suma projekcija svih sila na svaku od triju koordinatnih osi bude jednaka nuli i da
suma momenata tih sila za svaku od osi bude jednaka nuli.

(5.15)

5.8. VARIGNONOV TEOREM O MOMENTU REZULTANTE ZA TOCKU

Ako se zadani sustav sila svodi samo na rezultantu, onda je moment rezultante za po volji
odabranu tocku jednak vektorskoj sumi momenata njezinih komponenata za tu istu tocku.

Dokaz ovog teorema slijedi sa slike 5.14. Naime, svodenjem zadanog sustava sila na bilo koju
toCku na pravcu rezultante (npr. C), dobit ¢emo u toj toc¢ki konkurentni sustav sila s rezultantom

—

F, , pri ¢emu je glavni vektor momenata jednak nultom vektoru. Dalje je:
M§ =D Toox(F+F+. 4 F ) =T xF =M.

Iz jednakosti ovih vektora slijedi i jednakost njihovih projekcija na po volji odabranu os.
7 a) z b)

Slika 5.14. Uz Varignonov teorem: a) zadani sustav sila, b) sustav reduciran na rezultantu.

Primjer 5.5.

Trokutna ploca tezine IEG vezana je za podlogu sfernim osloncem u A, cilindri¢nim osloncem
u B te uzetom CD (slika 5.15.). Valja odrediti reakcije svih veza.
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Zadano je: a=3m, b=3m,c=2m, d=0,75m, F;, =8kN.
Zjl

d

™

Slika 5.15. Primjer 5.5.

RjeSenje:

Plocu treba osloboditi od veza, a njihov utjecaj nadomjestiti reakcijama veza.

Umjesto sfernog oslonca u A dodaju se tri komponente reakcijske sile F,,, F, i F,, ; umjesto
cilindri¢nog oslonca u B dvije komponente reakcijske sile F,, i Fg,; umjesto uzeta dodaje se
silaiznosa F., kojom uze djeluje na plocu (slika 5.16.).

Z
A
0,75 m | )
D
/ 2m
/ ;/ N Ff’\z FBL’
-’}J ‘F.ﬂn
,/’ / > » y
/ F,, . T F.
Fep : T m
lF(;

/ 3m

Slika 5.16. Primjer 5.5.: Trokutna ploc¢a oslobodena od veza
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Vektorski zapisi svih sila koje djeluju na plocu jesu:

Fo=-8K; Fy=Fpy-T+Fy-]+FyK;

IEB = FBX'T+FBZ'E; IEcD =Fep €ep -

Koordinate totaka C i D su C(3;0;0), D(0;0,75; 2), pa je jedini¢ni vektor & :

o

o =2 f:CDZ(XD_X<:)'T+(yD_yC)'J7+(ZD_ZC)'k’
D

D
Oﬂ

o =(0-3)-1 +(0,75-0)-J+(2-0)-k ==3-7 +0,75-J + 2k,

fep = (=3’ +0,752 + 2> 3,683,

. By -30+0,75-J+2-k

Bp =2 = =-0,815-7+0,204- J +0,543 K .

rp 3,683

Vektorski zapis sile F.; je

Fep =Fep 8.5 = Fep -(—0,815-T+0,204-]+0,543-|Z),

F., =-0,815-F., -1 +0,204-F., - ] +0,543-F. -k .

Momenti pojedinih sila u odnosu na tocku A jesu:

M =0;
i j kK
M =FgxFy=|0 3 0|=3-F,-i-3-F, k;
FBx O FBz
i j k
Mfe =F . xFp=| 30 0 0

~0,815F,, 0,204F,, 0,543F.,

M oo = —1,630-Fyp - j +0,611- Fop K ;

o i

=-8-1+8-].

MEG :rATxlfG =

o ~ =4
O P —y

-8
Uvjeti ravnoteze glase:
D F, =01  Fy+F,—0815Fy,=0;
D F,=0: F,+0,204-Fy =0;

> F,=0: F,+Fs;+0,543F,,-8=0;
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> M, =0: 3-F,-8=0;
> M, =0: -1,630-Fy+8=0;
>'M,=0: -3:F,+0,611-F, =0.

Iz gornjih jednadZzbi dobiju se trazene reakcije veza:
Fx=30kN, F, =-10kN, F, =27kN,

Fo=3.0°+(-10)° +2,72 = 4,14 kN,

F,, =LOKN, F,, =27kN,

F,=410%°+2,72 =2,88 kN,
F., =4,91kN.

Primjer 5.6.

Pravokutna ploc¢a opterecena je vlastitom teZinom te vezana za podlogu sfernim osloncem u A,
cilindriénim osloncem u B i uzetom CD (slika 5.17.). Valja odrediti reakcije u osloncima A'i B
te silu u uzetu CD ako je zadano: a=3m, b=4m,c=2m, d=15m, F, =12kN.

AZ

Slika 5.17. Primjer 5.6.

Rjesenje:

Plocu treba osloboditi od veza, a njihov utjecaj nadomjestiti reakcijama veza.

Umjesto sfernog oslonca u A dodaju se tri komponente reakcijske sile F,, F, i F,, ; umjesto
cilindri¢nog oslonca u B dvije komponente reakcijske sile Fy, i F;,; umjesto uzeta dodaje se

sila iznosa F_; kojom uze djeluje na plocu (slika 5.18.).
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/ D e . / 2m
‘FA: T T - F.
}"-""' F G “’
F;\.\ /
AF Bz T 3m
FH[ 4 m

Slika 5.18. Primjer 5.6.: Pravokutna ploca kao slobodno tijelo
Vektorski zapisi sila koje djeluju na plocu jesu:
Fo=-12-k; Fy=Fy T+F, - J+Fyk;

— - — —

FB:FBy'j"‘FBz'k; Feo = Fep *€cp -

Koordinate totaka C i D su C(0;4;0) i D(1,5;0; 2), pa je jedini¢ni vektor & :

Ep ==, rCD:(XD_XC).I+(yD_yC).J+(ZD_ZC).k’

oo =157 —4-T+2:K, 1o =15 +(-4)' +2° = 4,717,

5. :rC_D:l'S'I —4-1+2-k 20,318-7—0,848-]+0,424-IZ.
oo 4,717

Vektorski zapis sile F., je
Feo = Fop +8cp = Fop +(0,318-7 - 0,848 i+o,424-12),

F.,=0,318-F,, -1 —0,848-F,, - j+0,424-F, -k .

Momenti svih sila u odnosu na to¢ku A dobiju se prema:

M™% =0;
i j ok

ME=FgxFy=[3 0 0|=-3-F,; J+3-Fy K;
0 Fy Fo
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i j K
M:CDerCX_’CDz 0 4 0
0,318- FCD —0,848- FCD 0,424- I:CD
M fee =1,696- F., -1 —1,272- Fop K ;
i J ok
M =F xF,=[1L5 2 0 |=-24-T+18-].
0 0 -12

Uvjeti ravnoteZe glase:
> F.=0: F,+0,318-F, =0;
Y F,=0: F,+F,;,—0,848-F, =0;
D F, =0 F,+F,+0,424.-F, -12=0;
> M, =0: 1696-F,—-24=0;
> M, =0: -3-F,+18=0;
>M,=0: 3-F;,-1272-F, =0.

Iz gornjih jednadzbi dobiju se trazene reakcije veza:

Fo=—4,5kN, F, =6kN, F, =0kN, FA:\/(—4,5)2+62+02:7,5kN;

Fo, =6kN, F,, =6kN, Fy=+6"+6"=8485kN;

Fep =14,151kN.

Primjer 5.7.

Cijev opterecena koncentriranom silom i momentom vezana je za podlogu cilindri¢nim
osloncimau A, B i C (slika 5.19.). Valja odrediti reakcije oslonaca.

Zadano je: a=0,8m, b=0,4m, c=0,6m, a=45, F=5kN, M =0,6 KN-m.

Slika 5.19. Primjer 5.7.
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RjeSenje:
Cijev treba osloboditi od veza, a njihov utjecaj nadomjestiti reakcijama veza.

Buduc¢i da su svi oslonci cilindri¢ni, umjesto oslonca u A dodaju se dvije komponente reakcijske
sile F,, 1 F,,, umjesto oslonca u B dvije komponente reakcijske sile F,, i F;, te umjesto

oslonca u C dvije komponente reakcijske sile F, i F, (slika5.20.).

x &

Slika 5.20. Primjer 5.7.: Cijev kao slobodno tijelo

Vektorski zapisi svih sila i sprega momenta M , koji djeluju na cijev jesu:

F =F.cos45 - j—F -sin45° -k =5-0,707- j —5-0,707-k =3,535- ] —3,535-k ;

— —

=FuaT+Fyk; Fy=Fyi+F,k; Fo=Fy-j+F, k.

Momenti svih sila u odnosu na tocku A jesu:

i K
ME=FpxF=0 12 04 |=-5656-1;
0 3535 -3,535
Mf* =0;
i ] kK
ME® =FxFy=/0 08 0|=08-F,-1-08-F k;
FBX 0 I:Bz
i ] kK
Mie=fexF. =|-06 12 04=(L2-F,-04-F,)i+06F, ]-06F,k.
0 F, F,

Uvjeti ravnoteZe glase:
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> F,=0: Fo + Fa, =0;

> F,=0: Fe, +3,535=0;

D F,=0: F, +F, +F,—3535=0;

D> M, =0: 0,8-Fs,—0,4-F,, +12-F, -5,656=0;
>'M, =0: 0,6-F,-0,6=0;

>'M, =0: -0,8-F;, —0,6-F,, =0.

Iz gornjeg sustava jednadzbi dobije se:

F, =-2,651kN, F, =-1,268kN, F, = \/(—2, 651)" +(~1,268)" = 2,939 kN;

F,, =2,651kN, F, =3803kN , F,=1/2,651°+3,803* =4,636 kN

F,, =-3,535kN, F, =1kN, F.=,/(-3535)" +1* =3,674kN.
Primjer 5.8.

Cijev opterecena koncentriranom silom vezana je za podlogu sfernim osloncem u A i
cilindri¢nim osloncem u B. U toc¢ki C cijev je naslonjena na glatku podlogu (slika 5.21.).

X & i

Slika 5.21. Primjer 5.8,
Valja odrediti reakcije oslonaca ako je zadano: a=0,5m, b=0,6m, ¢c=0,8m, F=15KkN.
Rjesenje:
Cijev treba osloboditi od veza, a njihov utjecaj nadomjestiti reakcijama veza.
Umjesto sfernog oslonca u A dodat ¢emo tri komponente reakcijske sile: F,,, F, i F,,;

umjesto cilindri¢nog oslonca u B dvije komponente reakcijske sile: F;, 1 F;,, a glatku podlogu
u C zamijenit ¢emo reakcijskom silom F; (slika 5.22.).

140



“ay
Slika 5.22. Primjer 5.8.: Cijev kao slobodno tijelo

Vektorski zapisi svih sila koje djeluju na cijev jesu:

i ]k
Mf =FoxF=-06 05 0 |=-0757-0,9 ;
0 0 -15
M =0;
i ]k
MEB:FABXAB: 0 1 0|=F, 7-Fyk;
I:Bx 0 I:BZ
i ]k
Mfe=F.xF.=-0,8 1,5 0|=15F -7+0,8F.-]
0 0 F
Uvjeti ravnoteze glase:
ZFXZO: FAX+FBx:O;
> F,=0: Fu =0;

Fo +Fs, +F.-15=0;

> F,=0:
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D> M, =0: F, +15-F.-0,75=0;
>'M, =0: 0,8-F.-0,9=0;
>'M, =0: ~F,, =0.

Iz gornjeg sustava jednadzbi dobije se:

Fu =OKN, F, =0kN, F,, =-1313kN, F, =1313kN;
F, =0kN, F, =—00938kN, F,=0938KkN;

F. =1,125kN .

®

Zadatak 5.3. Pravokutna plo¢a ABCD, stranica a i b te teZine F;, u¢vrscena je za podlogu

sfernim zglobom u A, cilindri¢nim u B i Stapom CE zanemarive tezine.

Sila F djeluje u vrhu D okomito na ravninu ploge (Slika Z.5.3.).

Valja odrediti reakcije oslonaca A i B te silu u Stapu CE ako je zadano: a=3m, b=2m,
F,=200N, F=200N.

) C

E(3 m; 0; 0)

7
(" ; F
%

Slika Z.5.3. Zadatak 5.3.

Zadatak 5.4. Potrebno je odrediti komponente reakcije u ukljestenju A konzole opterecene
trima koncentriranim silama (slika Z2.5.4.).

Zadano je: a=1m, F,=300N, F,=200 N, F, =400 N..
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Slika Z.5.4. Zadatak 5.4.
Zadatak 5.5. Homogena pravokutna ploca tezine F; vezana je u A sfernim, a u B cilindri¢nim

zglobom. Ploc¢a se u ravnoteznom stanju odrzava pomocu Stapa DE. Za kraj C ploce vezano je
uze, paralelno stranici AB, na kraju kojega visi teret tezine F, =2-F; (slika Z.5.5.).

Potrebno je odrediti reakcije veza ploce.

4a

Slika Z.5.5. Zadatak 5.5.

Zadatak 5.6. Uredaj za podizanje tereta prikazan je na slici Z.5.6. Podizanje tereta ostvaruje se
djelovanjem elektromotora preko puznog vijka ¢ije je djelovanje na puzno kolo prikazano
silama F, F i F,.

Valja odrediti silu F, potrebnu za jednoliko podizanje tereta tezine F, te reakcije u osloncima
AiB.
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Zadano: F,=0,2-F,, F,=0,6-F,, F, =1kN, F, =0,5kN, F, =50kN, r,=2-r, =40 cm.

Slika Z.5.6. Zadatak 5.6.
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6. RESETKASTI NOSACI

ReSetkom nazivamo krutu konstrukciju sastavljenu od ravnih $tapova, koji su medusobno
spojeni zglobovima (cilindri¢ni zglob). Mjesta spajanja Stapova nazivamo ¢vorovima reSetke.
Pri razmatranju reSetkastih nosaca uvodimo sljedece pretpostavke:

e vanjsko opterecenje djeluje samo u ¢vorovima resetke;

e Stapovi reSetke optereceni su samo na istezanje (vlak) ili sabijanje (tlak);

e vlastita tezina Stapova u vecini je slu¢ajeva mala u odnosu na vanjsko opterecenje, pa
se moze zanemariti (ako se uzima u obzir, rasporeduje se u ¢vorne tocke Stapa);

e trenje u zglobovima moZe se zanemariti.

Ravninska reSetka jest reSetka kojoj svi Stapovi i sve vanjsko opterecenje leZe u jednoj te istoj
ravnini.

Osnovni element ravninske reSetke je trokut sastavljen od triju Stapova medusobno spojenih
zglobovima (slika 6.1.a). Osnovni element ABC mozemo proSirivati dodajuéi dva nova Stapa,
BD i CD, koji se na postojecu reSetku vezuju u ¢vorovima B i C, a medusobno su povezani u
¢voru D, pri ¢emu ¢vor D ne lezi na pravcu BC (slika 6.1.b). Tako dobivena nova reSetka je
kruta (ne mijenja oblik pod djelovanjem opterecenja).

Resetku dalje prosirujemo dodajué¢i nova dva Stapa, BE i DE, koji se vezuju na ¢vorove B i D,

a medusobno su zglobno spojeni u ¢voru E (slika 6.1.c).

Na taj nacin dobivena reSetka naziva se jednostavna reSetka. Dakle, jednostavnu reSetku
dobijemo dodajuéi na osnovni trokut dva nova Stapa i jedan ¢vor i taj postupak ponavljamo.

a)
C

A B A B

Slika 6.1. a) osnovni element reSetkaste konstrukcije u ravnini, b) proSirenje osnovnog elementa s dva
nova Stapa, ¢) dodatno proSirenje s nova dva Stapa.

Neka je broj Stapova oznacen sa S, a broj ¢vorova s n. Kod jednostavne reSetke broj je Stapova
dakle:

s=3+2:(n-3).
Pri rjeSavanju reSetkastog nosaca javljaju se sljedece nepoznanice:

e S —Dbroj nepoznatih sila u Stapovima
e r —broj nepoznatih reakcija veza, za reSetku u ravnini je r =3.

Dakle, broj nepoznanica je s+r, a broj uvjeta ravnoteze 2-n (za svaki ¢vor po dva uvjeta
ravnoteze).
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Ako je broj uvjeta ravnoteze jednak broju nepoznanica: 2-n=s+r ili za reSetku u ravnini
s =2-n-3, reSetku nazivamo staticki odredenom (slika 6.2.a):

s=7, n=5, 7=2.5-3, 7=7.

Ako je s<2-n-3, reSetka je nestabilna (slika 6.2.b):
s=6, n=5, 6<2-5-3, 6<7.

Ako je s>2-n-3, reSetka je staticki neodredena (slika 6.2.c):
s=8, n=5, 8>2-5-3, 8>7.

b)

3 4 5 6

Slika 6.2. a) staticki odredena resetka, b) nestabilna resetka, c¢) staticki neodredena reSetka.

Stapovi resetke optereceni su na rastezanje (vlak — slika 6.3.a) ili sabijanje (tlak — slika 6.3.b).
a) b)
«— e o— —— Ol —
Slika 6.3. Opterecenje Stapa resetke: a) vlacno opterecen, b) tlacno opterecen.

Pri analizi reSetke razmatramo:
e vanjsku ravnoteZu — za odredivanje reakcija u osloncima,
e unutarnju ravnotezu — za odredivanje sila u Stapovima.
Sile u Stapovima odredujemo:
e metodom ¢vorova,

e metodom presjeka.

6.1. METODA CVOROVA

Pri odredivanju sila u Stapovima ovom metodom preporuca se sljedec¢i postupak:
e osloboditi reSetku od veza u osloncima,
e dodati reakcije veza,
e iz uvjeta ravnoteZe za cijelu reSetku odrediti reakcije u osloncima,
e izrezati ¢vor na koji djeluje najmanje jedna poznata sila i najviSe dvije nepoznate sile,

e pretpostaviti u svim Stapovima vlacne sile (pozitivan predznak oznacava onda vlacne
sile, a negativan tlacne),
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e postaviti uvjete ravnoteze za promatrani ¢vor iz kojih odredujemo nepoznate sile,

e nastaviti izrezivanjem ¢vorova u kojima je najmanje jedna poznata, a najvise dvije
nepoznate sile, sve dok ne odredimo sve sile u Stapovima.

Postupak se bitno pojednostavljuje ako neki Stapovi nisu optereceni, tj. ako je u njima sila
jednaka nuli — tzv. nulti Stapovi.

Ako se u ¢voru sastaju samo dva Stapa, a na ¢vor ne djeluju ni vanjske aktivne niti pasivne sile,
sile u tim Stapovima jednake su nuli (slika 6.4.a — Stapovi 31 7).

Slika 6.4. Stapovi u kojima je sila jednaka nuli: a) zglob s dva $tapa, b) zglob s tri Stapa.

Ako se u ¢voru sastaju tri $tapa od kojih dva leze na istom pravcu, a na ¢vor ne djeluju nikakve
vanjske sile niti reakcijske sile, tada je sila u tre¢em $tapu jednaka nuli (slika 6.4.b — Stap 5).

Primjer 6.1.

ResSetkasti nosa¢ optereCen je koncentriranom silom iznosa F i vezan je za podlogu
nepomic¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u B (slika 6.5.a).

Valja odrediti reakcije oslonaca i sile u svim $tapovima reSetkastog nosa¢a metodom ¢vorova.

Zadano je: a=1m, b=2m, F=6KkN.

C 5 D % C 5 p ¥

A ]

F_N‘f B
Ax
€ »> F Ay FBT

Slika 6.5. Primjer 6.1.: @) zadana reSetka, b) resetka oslobodena veza.

ol -
> i

A

RjeSenje:

Reakcije oslonaca odredujemo razmatranjem vanjske ravnoteze reSetke. ReSetku u osloncima
A1 B oslobadamo od veza, a djelovanje veza nadomjestamo odgovaraju¢im silama — reakcijama

147



veza: nepomicni oslonac u A dvjema komponentama reakcijske sile F,, i F,

oslonac reakcijom F; (slika 6.5.b).

Uvjeti ravnoteZe prema drugom obliku glase:
D F.=0:  Fu=0,
D M,=0: F-2-F-3=0,

> Mg=0: -F,-2-F-1=0.

Rjesavanjem navedenih jednadzbi dobiju se trazene reakcije oslonaca:

Fo, =0kN, F,

Smjer reakcije F,, pogresno je pretpostavljen.

Yy

, @ pomicni

Sile u Stapovima resetkastog nosaca odredujemo razmatranjem unutarnje ravnoteze resetke, tj.
postavljanjem uvjeta ravnoteze za svaki ¢vor reSetke. Stoga i naziv ove metode — metoda
¢vorova. Budu¢i da na svaki ¢vor djeluje suceljeni sustav sila u ravnini, mogu se za svaki ¢vor
napisati dva uvijeta ravnoteZe. Pretpostavlja se vlaéno optereéenje svih §tapova. Stapovi na
¢vorove djeluju silama istog intenziteta, ali suprotnog smjera. Dakle sve sile kojima Stapovi

djeluju na ¢vor imaju pretpostavljeni smjer od ¢vora (slika 6.6.).

Slika 6.6. Primjer 6.1.: Elementi reSetkaste konstrukcije (¢vorovi i Stapovi) oslobodeni od veza

Uvjeti ravnoteze za ¢vor A glase:
D F,=0:  Fu+S,-co0sa+S; =0,
D F,=0:  Fu+S,-sina=0,
gdje je kut o dobiven na sljedeci nacin:

tana:%:Z, a=63,4°.
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Iz gornjih jednadzbi dobijemo:
S,=-150kN; S,=335kN.
Negativan predznak uz iznos sile u Stapu 1 znaci da je taj Stap opterecen tlacno.

Uvjeti ravnoteZe za ¢vor B jesu:
> F,=0: -S-S;-cosa+S,-cosa=0,
D F,=0:  Fg+S;-sina+S, sina=0.
RjeSavanjem sustava jednadzbi dobijemo:
S,=-3,35kN; S,=-671kN.

Stapovi 3 i 4 optereceni su tlagno.

Jednadzbe ravnoteze za ¢vor C glase:
> F,=0: -S,-cosa+S;-cosa+S5=0,
> F,=0: -S,-sina—S;-sina=0.

Iz prve jednadzbe je
Sc =3,0kN,

dok druga jednadzba moze posluziti kao kontrola s obzirom na to da smo sile u Stapovima 21 3
ve¢ odredili (S, =-S;).

Isto tako uvjeti ravnoteze za ¢vor D mogu posluziti kao kontrola dobivenih rezultata jer smo
ve¢ odredili sile u svim Stapovima.
Primjer 6.2.

Resetkasti nosa¢ opterec¢en dvjema koncentriranim silama iznosa F, i F, vezan je za podlogu

pomic¢nim osloncem u A i nepomi¢nim osloncem u B (slika 6.7.). Valja odrediti reakcije
oslonaca i sile u svim Stapovima resetkastog nosac¢a metodom ¢vorova.

Zadanoje: a=3m, b=2m, F=5kN, F,=8kN.

a

Y

3 ' e ¥

Slika 6.7. Primjer 6.2.
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RjeSenje:

Resetkasti nosac oslobada se od veza te se djelovanje pomicnog oslonca zamjenjuje reakcijom
F,, a nepomicnog oslonca dvjema komponentama reakcije Fy i Fy . Na reSetku djeluje op¢i

sustav sila u ravnini (slika 6.8.).

FBy Fl F2
FB

=
Q!
£y

—>»0
3m 3m

Slika 6.8. Primjer 6.2.: ReSetkasta konstrukcija kao slobodno tijelo

Uvjeti ravnoteZe glase:
DY F. =0 F+F, =0,
Y F,=0: Fy-F-F=0,
> Mg=0: F,-2-F-3-F,-6=0.
Iz gornjih jednadzbi dobiju se trazene reakcije oslonaca:
F,=315kN; F, =-3L5kN, F, =13kN, F,=34,077kN.

Odredivanje sila u Stapovima reSetkastog nosaca metodom ¢vorova moze zapoceti od ¢vora na
koji djeluje barem jedna poznata sila i najviSe dvije nepoznate sile kojima Stapovi djeluju na
¢vor. Navedeni uvjet u ovom zadatku ispunjavaju ¢vorovi A i E.

Jednadzbe ravnoteze za ¢vor A glase (slika 6.9.a):
Zszo: F,+S,=0,
Z F,=0: §,=0,

pa su trazene sile u Stapovima 31 7:

S,=0; S,=-315kN.

A

Slika 6.9. Primjer 6.2.: Ravnoteza ¢vorova resetke: a) ¢vor A, b) cvor B.
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Uvjeti ravnoteze napisani za ¢vor B glase (slika 6.9.b):
> F.=0: Fy+S+S,-cosa=0,
D F,=0: Fy-S,sina=0,

gdje kut & dobijemo iz geometrije reSetkastog nosaca:

tana=9=§=0,66667 o =33,69°.
a

Iz gornjih jednadzbi dobiju se trazene sile u Stapovima 1 i 4:
S,=12,0kN; S, =23436kN.

Uvjeti ravnoteZe ¢vora D (slika 6.10.a) jesu:
ZFX:O: S,-S,=0,
> F,=0: -S-F=0.

Sile u Stapovima 2 i 5 su

S,=12,0kN; S,=-5kN.

Slika 6.10. Primjer 6.2.: Ravnoteza cvorova resetke: a) ¢vor D, b) évor E.

Uvjeti ravnoteZe ¢vora E (slika 6.10.b) jesu:
> F,=0: -S,-S;-cosa=0,
D F,=0: -S;-sina-F,=0.
Iz prve od gornjih jednadzbi je
S, = 14,422 kN,
a druga jednadzba moze posluziti kao kontrola izracunanih vrijednosti:
—(~14,422)-sin 33,69°—8 = —0, 22
-0,22#0.

Mala nejednakost lijeve i desne strane jednadzbe posljedica je zaokruzivanja brojeva.
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Primjer 6.3.

Resetkasta konstrukcija opterec¢ena je trima koncentriranim silamaiznosa F, F, i F; te vezana

za podlogu nepomi¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u B (slika 6.11.).

Valja odrediti reakcije oslonaca i sile u svim $tapovima resetkastog nosa¢a metodom ¢vorova.

Zadanoje: a=2,5m, b=15m, FF=6kN, F,=12kN, F,=8kN.

y
<
< >

A
Y «

Slika 6.11. Primjer 6.3.
RjeSenje:
Resetkasti nosa¢ oslobada se od veza te se djelovanje nepomi¢nog oslonca u A zamjenjuje

dvjema komponentama reakcije F,, i F,, , a pomi¢nog oslonca u B reakcijom F;.

Na reSetku djeluje op¢i sustav sila u ravnini (Slika 6.12.), pa se uvjeti ravnoteze mogu napisati
prema prvom obliku:

Slika 6.12. Primjer 6.3.: ReSetkasta konstrukcija oslobodena od veza
D F.=0: Fy+F,=0,

> F,=0: Fy,+FR-F-F=0,

> Mg=0: -F-1,25-F,-15-F;-25+F,-5=0.

RjeSavanjem navedenih jednadZbi dobiju se reakcije oslonaca:

Fo =—12kN, F, =49kN, F,=12,962kN; F,=9,1kN.

Yy
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Uvjeti ravnoteze ¢vora A glase (slika 6.13.3):
D F.=0: Fy+S+S;-cosa=0,

D F,=0:  Fy+S;-sina=0,

Slika 6.13. Primjer 6.3.: Ravnoteza ¢vorova resetke: a) ¢vor A, b) ¢vor C.
gdje se kut & moze dobiti iz geometrije reSetke:
b 15

tana=—="-=12 «a=50,19".
0,5a 1,25
Iz prve jednadzbe je
F
Sy=——2 = 49 _ 6 379KN,

sina sin50,19°
a iz druge
S, =—Fu —S;-cosa =—(-12) - (-6,379) - c0s50,19° =16,084 kN .
Uvjeti ravnoteze ¢vora C (slika 6.13.a) glase:
> F,=0: -S,-cosa+S,-cosa+$S,=0,
D F,=0: -S;sina-S,-sina—F =0.

Iz prve se jednadzbe dobije:

_ —Sgsina—-F _ —(-6,379)-sin50,19°-6
sina sin50,19°

S, =—1,432 kN,

a iz druge:
S, =S;-cosa—S,-cosa =-6,379-c0s50,19° - (-1,432) - cos50,19°
S, =-3,167 kN .

Slika 6.14. Primjer 6.3.: Ravnoteza cvorova resetke: a) ¢vor E, b) évor B.
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Uvjeti ravnoteze za ¢vor E (slika 6.14.a) glase:
D F,=0: S,+S;-cosa—S,-cosa—S, =0,
D F,=0: S,sina+S;-sina—F,=0.
RjeSavanjem gornjih jednadZbi dobiju se sile u Stapovima 2 i 5:
S,=7,583kN; S,=11,846kN.
Jednadzbe ravnoteze za ¢vor B (slika 6.14.b) jesu:
> F.=0: -S,-S;-cosa=0,
D F,=0:  Fy+S;-sina=0.
Iz prve jednadzbe je

Sg=- S, =— 7,583 =-11844 kN,
cosa €0s50,19°

a druga jednadzba moze posluziti kao kontrola izracunanih vrijednosti:
9,1+(-11,844)-sin50,19° =0,0018=0.

Mala nejednakost lijeve i1 desne strane jednadzbe (0,0018) posljedica je zaokruzivanja

vrijednosti na tri decimale.

Primjer 6.4.

Resetkasta konstrukcija opterecena je dvjema koncentriranim silama iznosa F, i F, te vezana

za podlogu pomi¢nim osloncem u A i nepomi¢nim osloncem u B (slika 6.15.). Valja odrediti
reakcije oslonaca i sile u svim $tapovima resetkastog nosaca metodom ¢vorova ako je zadano:
a=4m,b=3m, F,=15kN, F,=10kN.

a d

.
e

A
) 4
A
¥

Slika 6.15. Primjer 6.4.
Rjesenje:
Resetkasti nosa¢ oslobada se od veza te se djelovanje pomi¢nog oslonca u A zamjenjuje
reakcijom F,, a nepomicnog oslonca u B dvjema komponentama reakcije F;, i F;, .

Na resetku djeluje op¢i sustav sila u ravnini (slika 6.16.), pa su uvjeti ravnoteze:

> F,=0: Fy,+F,=0,
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D> F,=0: F,+F,-F=0,

> Mg=0: F-12-F,-3-F,-8=0.

F,
| o o = i
S
E
on
oL a/ ‘Lfo
F A
4m 4m 4m Fy

Slika 6.16. Primjer 6.4.: ReSetkasta konstrukcija kao slobodno tijelo
Iz gornjih jednadzbi ravnoteze dobiju se reakcije oslonaca:
Fo=18,75kN; F;, =-10kN, F, =-3,75kN, F;=10,68kN.
Sile u Stapovima zadanoga resetkastog nosa¢a mogu se izracunati koriStenjem metode ¢vorova.

Kako na ¢vorove D i H ne djeluju vanjske sile, a dva Stapa leze na istom pravcu, moze se
zakljucitidasu S, =01 S, =0, tevrijedi S, =S, i S;=S,.

Slika 6.17. Primjer 6.4.: Ravnoteza cvorova resetke: a) cvor C, b) évor B, b) ¢vor A.

Uvjeti ravnoteze za ¢vor C (slika 6.17.a) glase:
D F,=0: S,-cosa+S,=0,
> F,=0: -F-S,sina=0,

gdje je kut « iz jednog od trokuta reSetke:

tana=9= =0,75, «a=36,87".
a

A w

Iz druge jednadzZbe je

aiz prve
Sg =-S,-cosa =—(—-25)-c0s36,87°=20kN; S;=S;,=20KkN.

3 —

Uvijeti ravnoteze za ¢vor B (slika 6.17.b) jesu:
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D F.=0: F4-S,-S,-cosa=0,
D F,=0:  Fy+S,-sina=0.
Iz gornjih jednadzbe dobije se:
S,=-150kN, S,=6,25kN.
1z ravnoteze ¢vora H je
S, =S,=-150kN.
Uvjeti ravnoteze ¢vora A (slika 6.17.c) glase:
> F,=0: S +S;-cosa—S,-cosa=0,
D F,=0:  F,+S;-sina+S-sina=0.
Iz prve jednadzbe je

S,-cosx—S, —25-00836,87 —(~15)

=-—6,25kN.
Ccosa €0s36,87°

Ss

Druga jednadZba moze posluziti kao kontrola izrac¢unanih vrijednosti:
18,75+ (—25)-sin 36,87 +(—6,25)-sin36,87° =0,0004 = 0.

Mala nejednakost lijeve i desne strane jednadzbe posljedica je zaokruzivanja brojeva.

6.2. METODA PRESJEKA

Metoda presjeka pogodna je u slu¢ajevima kada zelimo odrediti sile samo u nekim Stapovima
reSetkastog nosaca. ZamiSljeni presjek moze i¢i najviSe preko triju Stapova, a reSetku
presijecamo preko onih Stapova u kojima zelimo odrediti sile. Time je reSetka rastavljena na
dva dijela, koja takoder moraju biti u ravnotezi.

Sile u Stapovima dobit ¢emo promatranjem ravnoteze ili jednog ili drugog dijela reSetke.
Odabrat ¢emo onaj dio za koji je lakse izracunati sile u Stapovima.

Primjer 6.5.
Resetkasti nosa¢ opterecen je trima koncentriranim silama iznosa F,, F, i F, te vezan za

podlogu nepomi¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u B (slika 6.18.).

FZ FS
F, 18 19 ¥y 1,20 vy 21

Slika 6.18. Primjer 6.5.
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Potrebno je odrediti reakcije oslonaca i sile u Stapovima 4, 13 i 20 metodom presjeka.
Zadano je: F,=5kN, F,=4kN, F,=3kN.

Rjesenje:

Prije odredivanja sila u Stapovima potrebno je odrediti reakcije u osloncima iz uvjeta ravnoteze
cijele konstrukcije.

Resetkasti nosa¢ oslobada se od veza te se djelovanje nepomi¢nog oslonca u A zamjenjuje
dvjema komponentama reakcije F,, i F, , a pomi¢nog oslonca u B reakcijom F.

F, F,
F,
—_—0 o] 0o A

Slika 6.19. Primjer 6.5.: ReSetkasti nosac osloboden od veza

Na resetku djeluje op¢i sustav sila u ravnini (slika 6.19.).

Jednadzbe ravnoteZe prema drugom obliku (4.7) glase:
> F,=0: -F,+F=0,
> M,=0: F;-6-a-F-a-F,-3-a-F,-4-a=0,
> Mg=0: -F,-6-a-F-a+F,-3-a+F;-2-a=0.
Iz gornjih jednadzbi dobiju se reakcije oslonaca:
F,, =5kN; F, =217kN; F,=4,83kN.

Yy

Da bismo metodom presjeka odredili sile u Stapovima 4, 13 i 20, potrebno je uéiniti zamisljeni
presjek reSetke preko tih Stapova. Time je reSetka rastavljena na dva dijela, a utjecaj jednog
dijela na drugi zamijenit ¢emo odgovaraju¢im silama. Budu¢i da je cijela konstrukcija u
ravnoteZi, to i oba tako dobivena dijela konstrukcije moraju biti u ravnotezi.

Trazene sile u Stapovima odredit ¢emo razmatranjem ravnoteze desnog dijela resSetkastog
nosaca (slika 6.20.).

A

y 15 17
Noy” 16 a
[~ 1. 5 6 v
4 0
N,
a a a Fy

Slika 6.20. Primjer 6.5.: Dio resetkastog nosaca desno od presjeka kao slobodno tijelo
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Uvjeti ravnoteze prema trecem obliku (4.8) glase:

>M;=0: F,-3-a+Ny-a-F-a=0,
> M, =0: F;-2:a-N,-a=0,
DM =01 Fy-2-a+Ny-a+N,-cosd5 -a=0.

RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:
N,, =-11,5kN; N,=9,67kN; N, =2,59kN.

Stap 20 opterecen je na tlak.
Primjer 6.6.

Resetkasti nosac opterecen je dvjema koncentriranim silama iznosa F, i F, te vezan za podlogu
nepomic¢nim osloncem u C i pomi¢nim osloncem u E (slika 6.21.). Valja odrediti sile u
Stapovima 2, 5 i 7 metodom presjeka.

Zadanoje: a=3,5m, b=28m, F,=5kN, F, =6kN.

Fl
Ay 1

C

Slika 6.21. Primjer 6.6.
Rjesenje:
Resetkastu konstrukciju treba presjeci preko Stapova 2, 51 7 te promatrati ravnotezu odsjecenog

dijelareSetke ili s lijeve ili s desne strane presjeka. Ovdje je odabran odsjeceni dio s lijeve strane
presjeka (slika 6.22.).

F, F,
l l N, C
A —D‘-“--"""'_'__:.-O A
AT g
N, <
L] .":a '_""
D ot
oy,
35m 3.5m
- >

Slika 6.22. Primjer 6.6.: Dio reSetkastog nosaca lijevo od presjeka kao slobodno tijelo

Uvjeti ravnoteZe za taj dio mogu se napisati u obliku:

D> Mc=0: F:7+F,-35+N,;-cosa-L4+N, sina-35=0,
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> Mp=0: F-35-N,-1,4=0,
> M,=0: -F,-35+N;-cosa-14+N;-sina-3,5=0,

gdje je kut o dobiven prema geometriji reSetke:
_b_28_
2a 7
RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:
N, =12,5kN, N,=8,078kN, N,=-2154KkN.

tana 0,4, «a=2180".

Primjer 6.7.

Resetkasti nosac vezan je za podlogu nepomic¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u D te
opterecen dvjema koncentriranim silama iznosa F, i F, (slika 6.23.). Valja odrediti sile u

Stapovima 2, 6 i 9 metodom presjeka.
Zadanoje: a=3,2m, b=2,4m, F =12kN, F, =9kN.

=
|
- ] D N 8 b
A | /2 3 D
B | Clp,
n a L a )‘—: a

Slika 6.23. Primjer 6.7.
Rjesenje:
Resetkasti nosac treba presjeci preko Stapova 2, 6 1 9 te promatrati ravnotezu odsjecenog dijela
reSetke ili s lijeve ili s desne strane presjeka.
Ovdje je odabran odsjeceni dio s desne strane presjeka. Prije odredivanja sila u oznacenim
Stapovima potrebno je pronaci reakciju oslonca D F;. Ta reakcija dobit ¢e se postavljanjem

uvjeta ravnoteze za cijeli reSetkasti nosac (slika 6.24.).

Fl
—0 O, A

2.4m

e

o/
‘ h 4

| |
Fi, F,, F, F,
" 32m ol 3,2m s 3,2m .

Slika 6.24. Primjer 6.7.: ReSetkasti nosac kao slobodno tijelo
> Mp=0: F-24-F,-64+F,-9,6=0,

odakle je
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-F-2,4+F,-6,4 -12-2,4+9-6,4

9,6 9,6
Uvjeti ravnoteze za odsjeceni dio nosaca s desne strane presjeka (Slika 6.25) mogu se napisati
u obliku:

=3KkN.

F, =

g
S
o
N Y
F, F,
« 32m Y 32m

L

Slika 6.25. Primjer 6.7.: Dio reSetkastog nosaca desno od presjeka kao slobodno tijelo
> Mg=0: F,-64-F,-32-N,-2,4=0,
D Mc=0: F,-3,2+N;-2,4=0,
D F,=0: Ngsina-F,+F, =0,

gdje je kut o dobiven prema geometriji reSetkastog nosaca:

tana=2=ﬁ=0,75, a =36,87".

a 3,2
RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobiju se trazene sile u Stapovima:
N,=—4kN, N;=10kN, N,=-4kN.

Stapovi 2 i 9 optereceni su tlagno.

ZADATCI ZA VJEZBU: _@p

Zadatak 6.1. ReSetkasti nosa¢ opterecen je trima koncentriranim silama iznosa F,, F, i F, te

vezan za podlogu nepomi¢nim osloncem u A i pomic¢nim osloncem u B (slika Z.6.1.).

Slika Z.6.1. Zadatak 6.1.
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Valja odrediti reakcije oslonaca i sile u svim $tapovima metodom ¢vorova. Sile u ozna¢enim
Stapovima izracunati metodom presjeka. Zadano je: F =10 kN.

Rezultate provjeriti s pomoc¢u programskog paketa MDSolids.

Zadatak 6.2. ReSetkasti nosa¢ opterecen je dvjema koncentriranim silama iznosa F, i F, te

vezan za podlogu nepomi¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u B (slika Z.6.2.). Potrebno
je odrediti reakcije oslonaca te sile u svim $tapovima metodom ¢vorova. Sile u ozna¢enim
Stapovima izracunati metodom presjeka. Zadano je: F, =10kN, F, =40kN .

Rezultate provjeriti s pomoc¢u programskog paketa MDSolids.

1.5a

e
<

A
Y

e »
& Ll

Slika Z.6.2. Zadatak 6.2.
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7. PUNI RAVNINSKI NOSACI

Svako kruto tijelo vezano za nepokretnu podlogu 1 opterec¢eno silama naziva se nosac.

Nosaci, s obzirom na karakter sustava sila koji na njih djeluje, mogu biti ravninski i prostorni.
Nosac je ravninski ako os nosaca i sve sile (tj. optere¢enje nosaca) leZe u istoj ravnini.

S obzirom na nacin noSenja optere¢enja nosace dijelimo na pune nosace — grede i reSetkaste
nosace — reSetke.

Resetkasti nosa¢i obradeni su u poglavlju 6., a ovdje ¢e biti govora o punim nosacima.
Razmatrat ¢emo linijske i okvirne pune nosace.

7.1. LINIJSKI NOSACI

Linijski nosaci prema slozenosti 1 na¢inu oslanjanja mogu biti:

o jednostavni nosaci (slike 7.1.a 1 7.1.b) kod kojih je udaljenost izmedu oslonaca ujedno
1 ukupna duljina nosaca;

o nosaci s jednim ili dva prepusta (slike 7.1.c i 7.1.d) kod kojih je udaljenost izmedu
oslonaca manja od duljine nosaca;

a) Fl b)

Slika 7.1.: a) jednostavni nosac opterecen neposredno, b) jednostavni nosac s posrednim
opterecenjem, c) nosac s jednim prepustom opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
optereéenjem i koncentriranom silom, d) nosac s dva prepusta optereéen linearno promjenljivim
kontinuiranim opterecenjem, koncentriranom silom i spregom.
e  konzolni nosaci (konzole) jesu nosaci koji su jednim krajem uklijeSteni (slike 7.2.a i
7.2.b);

e nosaci sa zglobom (Gerberovi nosaci) jesu slozeni nosaéi koji su sastavljeni od jedne
ili vise greda medusobno povezanih zglobovima (slike 7.2.c i 7.2.d).

Sile koje djeluju na nosa¢ mogu biti koncentrirane ili pak kontinuirane (rasporedene po jednom
dijelu duljine nosaca — slike 7.1.c 1 7.1.d). Kontinuirano opterec¢enje moze biti konstantnog

(q, = konst.) ili pak promjenljivog intenziteta g, = g, ().

162



Optereéenje, nadalje, moze biti neposredno (slike 7.1.a; 7.1.c;. 7.1.d), posredno (slike 7.1.b;
7.2.b) ili kombinirano.

Slika 7.2.: a) konzolni nosac optereéen neposredno, b) konzolni nosac opterecen posredno,
) Gerberov nosac sastavljen od dvije grede, d) Gerberov nosac sastavljen od tri grede.

Prema vremenu trajanja optereéenja se dijele na stalna (npr. tezina) i promjenljiva (npr. vjetar).
Koordinatni sustav, koji se vezuje uz nosa¢, dogovorom je uzet tako da se os Ox poklapa s
uzduznom osi nosaca, os Oy izlazi iz slike, a time je odredena i os Oz jer se upotrebljava desni

pravokutni koordinatni sustav (kod linijskih je nosaca os Oz usmjerena prema dolje).
7.1.1. Unutarnje sile u presjeku nosaca

Pod djelovanjem vanjskih aktivnih i vanjskih pasivnih sila (reakcija veza) pojavit ¢e se u
proizvoljnom presjeku nosaca unutarnje sile. Te se sile javljaju uvijek u parovima i nalaze se u
ravnotezi (svojstvo unutarnjih sila). Cesto je, medutim, u proradunima inZenjerskih
konstrukcija, neophodno izracunati veli¢ine tih sila kako bi se odabrale odgovaraju¢e dimenzije
konstrukcije (nosaca).

Unutarnje sile definirat ¢emo s pomocu primjera jednostavnog nosaca optere¢enoga dvjema
koncentriranim silama iznosa F, i F,. Nosac je vezan za podlogu nepomi¢nim osloncem u A i

pomicnim osloncem u B (slika 7.3.a).

Zadano je: a=1m, l=4m, F=10kN, F, =7kN, o =45

b)
F2
I?‘ 450->\ X
I 'S
'{ lm FB
" 4m N
VZ VZ

Slika 7.3.: @) razmatrani nosac, b) nosac kao slobodno tijelo.

Nakon $to se nosa¢ oslobodi od veza, za njega se kao slobodno tijelo pod djelovanjem opceg
sustava sila u ravnini (slika 7.3.b) mogu napisati uvjeti ravnoteze prema prvom obliku:

D F,=0  —Fy+F,-c0545° =0,
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ZFZ:O —F,, +F +F,-sind5" —F; =0,
> M,=0: Fg-4-F-1-F,-sin45-3=0.

RjeSavanjem navedenih jednadZbi dobiju se traZzene reakcije oslonaca:

Faoe =4,95kN, F,,=874kN; F;=6,21kN.

Unutarnje sile u oznaenom presjeku odredit ¢e se S pomocu zamisljenog presjeka na
proizvoljnoj udaljenosti x od lijevog oslonca.

Zamisljenim presjekom dobili smo dva dijela nosaca: dio nosaca lijevo od zamisljenog presjeka
i dio nosaca desno od tog presjeka. Budu¢i da je ¢itav nosa¢ u ravnotezi, to i svaki dio nosaca
mora biti u ravnotezi pod djelovanjem vanjskih sila te unutarnjih sila kojima dijelovi nosaca
djeluju jedan na drugi (slika 7.4.a 1 7.4.b).

a) b)
Fl M A Q__ F2
Fi v } N =N NJ_—NE 45R‘
P M’) P
F v F
Az I m N 0. X « Im J B
X . 8 m .

Slika 7.4. Unutarnje sile u zamisljenom presjeku nosaca: a) lijevo od presjeka, b) desno od presjeka.

Medusobno djelovanje lijevog i desnog dijela nosaca izraZzeno je jednom silom i jednim
momentom.

Silu mozemo rastaviti na dvije komponente:
e jednu paralelnu s uzduznom osi nosaca, kojoj je naziv uzduzna sila, a oznatavamo je S
N (3to se najc¢esce upotrebljava u literaturi umjesto N, ) te
e drugu, okomitu na uzduznu os nosaca, Kojoj je naziv poprecna sila, s oznakom Q, .

Moment ¢emo nazvati moment savijanja i oznacavati s M, .

Dakle, uzduzna sila, poprecna sila i moment savijanja ¢ine unutarnje sile u presjeku nosaca.

Prije razmatranja samog izraCunavanja unutarnjih sila potrebno je navesti dogovor o predznaku
poprecnog presjeka i predznaku unutarnjih sila.

Poprec¢ni presjek je pozitivan ako se smjer vanjske normale na presjek poklapa s pozitivnim
smjerom osi x (slika 7.5.a), a negativan ako vanjska normala ima suprotan smjer od pozitivnog
dijela osi x (slika 7.5.b).

Na pozitivhom popre¢nom presjeku unutarnje sile su pozitivne ako im se smjerovi poklapaju s
pozitivnim dijelovima koordinatnih osi (slika 7.6.a), a na negativnom poprecnom presjeku bit
¢e pozitivne ako imaju smjerove suprotne smjerovima pozitivnih dijelova koordinatnih osi
(slika 7.6.b).
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Slika 7.6. Pozitivni smjerovi unutarnjih sila: a) na pozitivnom presjeku, b) na negativnom presjeku.

Unutarnje sile moZzemo odrediti razmatranjem ravnoteze dijela nosaca, bilo lijevo ili desno od
zamiSljenog presjeka.

U razmatranom ¢emo primjeru razmatrati dio nosaca lijevo od zamisljenog presjeka (slika
7.4.2), za koji uvjeti ravnoteze glase:

D F.=0: N-F,=0,
Y F,=0: Q,+FR-F,=0,
D> Mp=0: M, +F-(x-1)-F4-x=0.
Iz gornjih jednadzbi dobiju se izrazi za unutarnje sile u oznacenom presjeku nosaca:
N =F,, =4,95KkN;
Q,=F,,—F=874-10=-126kN;
M, =F,, -x—F -(x-1)=8,74-x-10-(x-1),
M, =-126-x+10 kN-m.

Funkcije unutarnjih sila u nacelu odredujemo za sva neovisna podrucja nosaca.

Neovisnim podruc¢jima nosaca nazivamo podrucja izmedu mjesta poremecaja (promjena), a to
su slobodan kraj nosaca, mjesto djelovanja koncentrirane sile (vanjske aktivne sile ili vanjske
pasivne sile — reakcije veza), mjesto djelovanja sprega sila te pocetak ili kraj podruéja u kojemu
djeluje kontinuirano opterecenje.
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7.1.2. Veza izmedu kontinuiranog opterecenja, poprecne sile i momenta
savijanja
Diferencijalnu zavisnost izmedu kontinuiranog optere¢enja g, , poprecne sile Q, i momenta

savijanja M. odredit ¢emo promatranjem jednostavnog nosa¢a AB optereéenog proizvoljno
Jan) y p jem J g p gp i

promjenljivim kontinuiranim optere¢enjem g, (slika 7.7.a).

Slika 7.7.: a) jednostavni nosac opterecen proizvoljno promjenljivim kontinuiranim opterecenjem,
b) ravnoteza infinitezimalnog dijela nosaca CD (Sirine dx).

Uvjeti ravnoteze djelica CD nosaca (slika 7.7.b) jesu:
> F,=0: (N+dN)-N=0,
Y F,=0: (Q,+dQ,)+q, dx-Q, =0,
> Mp=0: -M,-Q,-dx+q, -dx-dx/2+(M +dM )=0.

Iz prve od gornjih jednadzbi slijedi da je uzduzna sila konstantna u jednom nezavisnom dijelu
nosaca:

dN =0, N =konst (7.2)
Iz drugog uvjeta ravnoteze elementarnog dijela nosaca slijedi:
d
4Q, =g dx, =g, @)

tj. prva derivacija poprecne sile po nezavisnoj koordinati x jednaka je negativnom
kontinuiranom opterecenju.

Rjesenjem trece od jednadzbi ravnoteze, uz zanemarivanje ¢lana @,-dx-dx/2 kao male

veli¢ine viSeg reda, dobijemo:

dMm,
dM, =Q, -dx, i =Q,, (7.3)
d’M,
e, =-0q,. (7.4)

1z izraza (7.2) — (7.4.) moze se zakljuciti sljedece:

e prva derivacija momenta savijanja po nezavisnoj koordinati x jest poprecna sila,
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e druga derivacija momenta savijanja po nezavisnoj koordinati x jednaka je negativnom
kontinuiranom opterecenju.

To znaci da ¢e u podru¢ju gdje nema kontinuiranog opterecenja (g, =0) poprecna sila biti
konstantna, a moment savijanja linearna funkcija (pravac); u podrucju gdje je g, = konst.

poprecna ¢e sila biti linearna funkcija (pravac), dok ¢e moment savijanja biti kvadratna funkcija
(parabola 2. stupnja), itd.

Iz izraza (7.3) moze se zakljuciti da ¢e funkcija momenta savijanja imati ekstrem na mjestu
gdje je poprecna sila jednaka nuli ako je pritom kontinuirano optereéenje razlicito od nule.

U primjerima koji slijede kontinuirano opterecenje g, zapisivat ¢emo bez indeksa, kao .

Na temelju definicije unutarnjih sila, dogovora o predznacima te diferencijalnih veza (7.1) —
(7.4.) crtamo dijagrame unutarnjih sila kao funkcije koordinate X :

e dijagram uzduznih sila N = N (x),
e dijagram popre¢nihsila Q, =Q, (),
e dijagram momenata savijanja M, =M ().

Dijagrami unutarnjih sila u ovim su skriptama crtani tako da su pozitivne vrijednosti prikazane
iznad, a negativne ispod osi X.

7.1.3. Postupak pri rjesavanju ravninskih nosaca

Postupak pri rjeSavanju punih ravninskih nosaca je sljedeéi:

e nosac oslobodimo od veza pa na temelju zadanog vanjskog optere¢enja i geometrije
nosaca odredujemo vanjske reakcije veza;

e uocCavamo broj nezavisnih podruc¢ja nosaca pa za svako od tih podru¢ja odredujemo
analiticke izraze za unutarnje sile;

e odredujemo polozaj opasnog (opasnih) presjeka po podrucjima nosaca i odgovarajuce
vrijednosti momenta savijanja;

e crtamo i kotiramo dijagrame unutarnjih sila.
Primjer 7.1.

Na slici 7.8.a prikazan je jednostavni puni nosa¢ opterecen koncentriranom silom
intenziteta F koja djeluje na udaljenosti a od oslonca A.

Yz

Slika 7.8. Primjer 7.1.: @) zadani nosac, b) nosac kao slobodno tijelo.
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Valja odrediti raspodjelu unutarnjih sila po podru¢jima nosaca te skicirati i kotirati dijagrame
unutarnjih sila.

RjeSenje:
Izracunavanje reakcija veza. Reakcije oslonaca dobit ¢emo iz uvjeta ravnoteze postavljenih
za nosac kao slobodno tijelo (slika 7.8.b):

D F.=0:  Fy =0,
Y F,=0: -F,-F+F=0,
> Mg=0: -F,1+F-b=0.

RjeSavanjem gornjeg sustava dobijemo:

Fo=0, Fy=F-— Fy=F

b a
| I

Izracunavanje unutarnjih sila po podrudjima nosa¢a. Za odredivanje unutarnjih sila
uocavamo dva nezavisna podrucja nosaca, jedno lijevo a drugo desno od mjesta djelovanja sile
F , pa ¢e se odrediti izrazi za unutarnje sile u oba podrugja.

- | podrucje: 0<x<a

Uvjeti ravnoteze za dio nosaca lijevo od presjeka glase (slika 7.9.a):
D F.=0:  N+Fu=0,
D F,=0: Q,-F,=0,
D Mg=0: M, —Fy-x=0.

Iz gornjih jednadzbi je

N=-Fn\=0; QZ=FAZ=F-$=k0nst.; My:FAZ.x:F.%X_

a)
M,
F.\\' \ \r
P
F, 0.
PR

Slika 7.9. Primjer 7.1.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela a) lijevo od razmatranog presjeka u I.
podrucju, b) lijevo od razmatranog presjeka u Il. podrucju.

Budu¢i da je poprecna sila u ovom dijelu konstantna, ne treba traziti opasni presjek.

Kako je M, linearna funkcija, za njezino crtanje dovoljno je poznavati vrijednost momenta u

dvjema tockama:
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.IE.a:F.a_.b_

- 1l podrucje: a<x<|

Jednadzbe ravnoteze dijela nosaca lijevo od zamisljenog presjeka (slika 7.9.b) jesu:
D F,=0: N+Fuy=0,
Y F,=0: Q-Fy+F=0,
D> Mg=0: M, —F, -x+F:(x-a)=0.

Njihovim rjeSavanjem dobije se:

a .
M :F'I—'(I—X), My(a):F'I—, I\/Iy(l)=0
Prema gore dobivenim vrijednostima crtaju se dijagrami unutarnjih sila, koji su dani slikom

7.10.
F
l

AT ) (o]
A
P‘.\: [“I%
N a
0 »*
Q ‘
IL-\:
0 »*
Fy
‘.M\_ A )L.‘a}h
0 >

Slika 7.10. Primjer 7.1.: Dijagrami unutarnjih sila

Iz dijagrama prikazanih na slici 7.10. mozemo zakljuciti:

o funkcija poprecne sile ima skok na mjestima djelovanja koncentriranih sila F,,, F i
Fgs

e u podruc¢ju u kojem je poprecna sila pozitivna funkcija momenta savijanja ona raste,
dok u podrucju u kojem je poprecna sila negativna funkcija momenta savijanja ona
pada;

e na mjestu skoka u funkciji popre¢ne sile funkcija momenta ima lom (ima dvije
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vrijednosti derivacije u jednoj tocki); ta se tocka u dijagramu M, =M, (x) ne moze
odrediti kao ekstrem funkcije, ali se moZze uociti iz dijagrama,

e moment savijanja je najveci na mjestu djelovanja sile F , a najnepovoljniji je poloZaj te

: I
sile kada djeluje u sredini nosaca, pri ¢emu je M, =F v
Primjer 7.2.

Jednostavni puni nosa¢ opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optereéenjem
g = konst. prikazan je naslici 7.11.a. Potrebno je odrediti raspodjelu unutarnjih sila te skicirati

i kotirati odgovarajuce dijagrame: N(x), Q,(X) i M (x).

b)
F=q]
F A l bx
FA: |L 1/2 > FB
-« ! »
Yz

Slika 7.11. Primjer 7.2.: &) zadani nosac, b) nosac kao slobodno tijelo.
Rjesenje:
Izracunavanje reakcija veza. Kontinuirano optereenje mozemo zamijeniti jednom
koncentriranom silom F,=q-I s hvatiStem u tezistu (slika 7.11.b), pri ¢emu se ovom

zamjenom mozemo Koristiti samo pri izracunavanju vanjskih reakcija veza, a koje dobijemo
postavljanjem uvjeta ravnoteZe za nosac¢ kao slobodno tijelo:

> F.=0:  Fu=0,

D F,=0: —Fy+F-F=0,

D Mg =0: —FAZ-I+Fq-IE=O.
RjeSavanjem gornjeg sustava dobijemo:

Fax =0, FAz:FB:?q:T'

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podruéjima nosaca. Pri odredivanju unutarnjih sila
uocavamo samo jedno nezavisno podrudje, tj. svaku od unutarnjih sila moZemo potpuno
definirati samo jednom funkcijom. Promotrit ¢emo ravnotezu dijela nosaca lijevo od
zamisljenog presjeka (slika 7.12.).

Uvjeti ravnoteZe za ovaj dio nosaca jesu:

> F,=0: N=0,

> F,=0: Q—-Fy+q-x=0,
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> Mp=0: M, - Az~x+q-x-§:0.

|

q-x

(e
L ®

X
2 »
»>

Slika 7.12. Dio nosaca lijevo od razmatranog presjeka
Iz gornjih jednadzbi dobije se:

N =0: szq-('g—xj, 0.0=2 om=-2L

My:%-(l-x—xz), M, (0)=0, M,(I)=0.

Ocito je da funkcija poprec¢ne sile u promatranom podruéju mijenja predznak (ima nultu tocku),
pa je potrebno izraCunati apscisu te tocke:

! _!
Qz_q-(z—xj_o, x—2.

Moment savijanja u toj tocki ima ekstrem, i to maksimum jer je u toj tocki druga derivacija
momenta savijanja negativna (dzM y/dx2 =—Q< 0) , @ 1znos tog maksimuma je

%uuuuf”ug
ol

Slika 7.13. Primjer 7.2.: Dijagrami unutarnjih sila
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Dakle, najve¢i moment savijanja kod jednoliko raspodijeljenoga kontinuiranog optereéenja
dvostruko je manji nego u slu€aju djelovanja koncentrirane sile F, =q-1 nasredini grede (vidi

primjer 7.1.).
Primjer 7.3.

Jednostavni puni nosa¢ opterefen trokutnim optereéenjem (jednoliko promjenjivim
opterecenjem), kako je to prikazano na slici 7.14.a. Valja odrediti raspodjelu unutarnjih sila po
podrucjima nosaca te skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.

Slika 7.14. Primjer 7.3.: @) zadani nosac, b) nosac kao slobodno tijelo.

Rjesenje:
Izracunavanje reakcija veza. Kontinuirano optereenje mozemo zamijeniti jednom

koncentriranom silom F, = q-1/2 s hvatiStem u teZistu trokuta (slika 7.14.b). Reakcije veza

sada slijede iz uvjeta ravnoteze nosaca kao slobodnog tijela:
> F.=0:  Fn=0,

D F,=0: —Fy+F,-F=0,

D Mg=0: —Fy-1+F,-==0.

I
a3
RjeSavanjem gornjeg sustava dobijemo:

o ! Qo |
Fn=0, Fy,=——; Fg=——.
Ax AT e B~ 5
Izracunavanje unutarnjih sila po podrudjima nosaca. Pri odredivanju unutarnjih sila
uoCavamo samo jedno nezavisno podruéje, a mi ¢emo razmatrati dio nosaca lijevo od
zamiSljenog presjeka (slika 7.15.).
4

Slika 7.15. Primjer 7.3.: Dio nosaca lijevo od razmatranog presjeka

Uvijeti ravnoteze za ovaj dio glase:
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> F.=0: N=0,

> F,=0: QZ—FAZ+qX2'X:o,

D> M, =0: My—FAZ-x+qX2'X-

Uz q, =q,-X/I, izrazi za unutarnje sile glase:

=0.

w | x

N X2 N A
N=0; Q=BR--L Q0=Fy="" Q)=-F=-"1":

0o -1-x qy-x°

M, =d X %X "y (0)=0, M,(1)=0.
6 6-I

Poprecna sila mijenja se po zakonu parabole drugog reda, a moment savijanja po zakonu

parabole treceg reda. Budu¢i da su vrijednosti poprecnih sila na pocetku i na kraju podrucja

suprotnih predznaka, parabola u razmatranom podru¢ju ima nultu to¢ku koju odredujemo

prema:

6 2-1 3
Maksimalni iznos momenta savijanja je

My[\@.ljzﬁ.qo'lz.

Q,=0: _q0~l__q0-x2_0 K

3 27
Mozemo takoder zakljuciti da popre¢na sila ima ekstrem na mjestu x =0 jer je nagib tangente
na funkciju poprecne sile (iznos kontinuiranog opterecenja) na tom mjestu jednak nuli.

Prema gore izraCunanim vrijednostima crtaju se dijagrami unutarnjih sila (slika 7.16.).

14,

/ A
0 »X
0.1
F..
) »X
0 313 ,
Fy
Ma V3, p

. X
0 »

Slika 7.16. Primjer 7.3.: Dijagrami unutarnjih sila
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Primjer 7.4.

Jednostavni puni nosa¢ opterec¢en spregom zadanog momenta M zadan je prema slici
7.17.a. Odrediti reakcije veza te skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.

a) b)

Slika 7.17. Primjer 7.4.: a) zadani nosac, b) nosac kao slobodno tijelo.
Rjesenje:
Izra¢unavanje reakcija veza. Uvjeti ravnoteZe nosaca oslobodenog veza (slika 7.14.b) jesu:
Y F,=0:  Fny=0,
D F,=0: -F,+F=0,
D Mg=0: —Fy-1+M=0.

Iz gornjih jednadzbi je

Ocito je da reakcije veza F,, i Fy takoder ¢ine spreg sila koji uravnotezuje zadani spreg.

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podrucjima nosaca. Sa slike 7.18.a moze se zakljuciti da
postoje dva nezavisna podrucja za koja je potrebno odrediti raspored unutarnjih sila: lijevo i
desno od mjesta djelovanja sprega sila momenta M .

a) b)
r 3 Q):
M, M,
! :A\' N L
'_T p N G P IF
B
F,.
. X Q: il >
[

-
»

Slika 7.18. Primjer 7.4.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od razmatranog presjeka u .
podrucju, b) desno od razmatranog presjeka u Il. podrucju.

- I podrucje: 0<x<a
Uvjeti ravnoteZe za dio nosaca lijevo od presjeka glase (slika 7.18.a):

> F,=0: N-F,=0,

D> F,=0: Q,-F,=0,
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D Mp=0: M, —F,-x=0.

Iz gornjih jednadzbi je

X M (0)=0, M,@)=M-*,

- Il podrucje: a<x<|

Uvjeti ravnoteZe za dio nosaca desno od presjeka glase (slika 7.18.b):
D> F=0: N=0,
D F,=0: -Q,+F3=0,
D> Mp=0: -M,-F(I-x)=0.

Iz gornjih jednadzbi je

M, (1)=0.

My:_FB.(|_x):M.(Ii_1j, M, (@)=-M 12

Na osnovi izracunanih vrijednosti crtaju se dijagrami unutarnjih sila (slika 7.19.).

M
FA\’

A ) ?
FA: "FB
N A

0 Y
Q A
FAZ FB

0 >
/\/Iy A B

0 ‘x

l-a
M [ -

Slika 7.19. Primjer 7.4.: Dijagrami unutarnjih sila

Iz dijagrama momenta savijanja uoc¢avamo da funkcija momenta savijanja na mjestu djelovanja
sprega sila ima skok koji je upravo jednak momentu tog sprega sila.
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Primjer 7.5.

Na slici 7.20.a prikazan je jednostavni puni nosa¢ opterecen posrednim optereéenjem (U
tocki C zavarena je poluga CD sa silom F na kraju). Valja odrediti raspodjelu unutarnjih sila

po podrucjima nosaca te skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila. Zadano: F, I, a, e.
b)
M=F-e
C\ F X
J‘H

C

a F,
[

Slika 7.20. Primjer 7.5.: a) nosac optereéen posrednim optereéenjem, b) nosac kao slobodno tijelo.
RjeSenje:

Izracunavanje reakcija veza. Redukcijom sile F na tocku C dobijemo nosa¢ AB opterecen

silom F i odgovarajué¢im spregom sila ¢iji je moment M = F -e (slika 7.20.b).

Nakon $to se nosac¢ oslobodi od veza i utjecaj oslonaca zamijeni reakcijskim silama, mozemo
napisati sljedece uvjete ravnoteze:

D F,=0: —Fy,+F=0,

D F=0: > F=0
D Mg=0: Fy-1-M=0.
RjeSavanjem gornjeg sustava dobijemo:
M
I

Fe
Fau=F, Fu=Fp="=—r.

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podrudjima nosaca. Dva su nezavisna podrucja za koja
moramo odrediti funkcije unutarnjih sila: od A do C i od C do B (slika 7.21.).

a) b)
A Q:
M,
N p
N
P F,
x;,
)

»!
Ll

Slika 7.21. Primjer 7.5.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od razmatranog presjeka u I.
podrucju, b) desno od razmatranog presjeka u Il. podrucju.

- I podrucje: 0<x<a

Uvjeti ravnoteZe za dio nosaca lijevo od presjeka glase (slika 7.21.a):
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Y F.=0: N-F4=0,

D F,=0: Q+F, =0,

D> Mp=0: M, +F, -x=0.
Iz gornjih jednadzbi je

M =—FAZ-x=—$~

- Il podrucje: a<x<|

x, M,(0)=0, M, (a)=-

F-ea
T

Uvjeti ravnoteze za dio nosaca desno od presjeka (slika 7.21.b) glase:

> F,=0: -N=0,

> F=0: -Q,-F=0,
> Mp=0: -M, +Fg-(I-x)=0.

Iz gornjih jednadzbi je

F-e
I
Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 7.22.

M
F,. (\l F

(-2, M, (@)=~

M A (]-
. r.¢ (l-a)

ed
|

Slika 7.22. Primjer 7.5.: Dijagrami unutarnjih sila
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Primjer 7.6.

Konzolni nosa¢ (nosa¢ koji je za podlogu vezan ukljeStenjem), optereen dvjema
koncentriranim silama iznosa F, i F,, prikazan je na slici 7.23.a.

b)

2
o

A 4

Slika 7.23. Primjer 7.6.: a) konzolni nosac, b) konzola kao slobodno tijelo.
Valja odrediti reakcije veza te skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.
Rjesenje:
Izra¢unavanje reakcija veza. Pri oslobadanju konzolnog nosaca od veze s podlogom utjecaj
ukljestenja zamjenjujemo reakcijskom silom kojoj su komponente F,, i F,, te reakcijskim

momentom M, (slika 7.23.b). Smjerove tih reakcija pretpostavljamo.
Nepoznate reakcije veza odredujemo iz uvjeta ravnoteze nosaca:

D F,=0: -Fy+F,-cosa=0,

D> F,=0: -Fy+FR+F,sina=0,

D> M,=0: Mp-F-a-F,-sina-1=0.
RjeSavanjem gornjeg sustava dobijemo:

Fp=F,-cosa, F,,=F+F,-sina, M,=F-a+F, - sina-l.

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podrucjima nosaca. Dva su nezavisna podrucja u kojima
moramo odrediti funkcije unutarnjih sila (slika 7.24.).

a) F b)
AQZ 5
M, a)\
Fﬁu’ \"‘-.‘ : N N ! ‘.‘"
( A ) E
| A MA P M)_ P
FA: v Q !
X i X
/

-
i

Slika 7.24.: Primjer 7.6.: Dijelovi konzole kao slobodna tijela: a) lijevo od razmatranog presjeka u I.
podrucju, b) desno od razmatranog presjeka u Il. podrucju.

- I podrucje: 0<x<a

Uvjeti ravnoteze za dio konzole lijevo od presjeka glase (slika 7.24.a):
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D F.=0: N-F,=0,
D F,=0: Q,-F4=0,
D Mp=0: M, +M,—F, -x=0,
odakle je:
N=Fy =F,-cosa; Q,=F,,=FR+F,:sina;
My =Fa - X=My =-F(a-x)-F,-sina-(I-x),
M, (0)=-F-a-F,-sina:l, M (a)=-F,-sina-(l1-a).
- 1L podrucje: a<x<|
Uvijeti ravnoteze za dio konzole desno od presjeka (slika 7.24.b) glase:
> F,=0: -N+F,-cosa=0,
D> F,=0: -Q,+F,sina=0,
D M,=0: -M,—F,sina-(I-x)=0,
odakle je:

N=F,.-cosa; Q,=F,-sina;

M, =-F,-sina-(I-x), M (a)=-F,-sina-(I-a), M,(1)=0.

F F,
7
FA_V .\"‘.‘. Y a/\
f 3
EJ M,
FAZ
A
Fy, F,cosa
0 »X
z A
F a
Az
F,sina
0 > X
M,
0 »X
M \\‘\ .
A / Fsina-(l-a)

Slika 7.25. Primjer 7.6.: Dijagrami unutarnjih sila
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Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 7.25.
Primjer 7.7.
Linijski nesa¢ s jednim prepustom opterecen je dvjema koncentriranim silama iznosa F, i

F, te je vezan za podlogu pomic¢nim osloncem u A i nepomic¢nim osloncem u B (slika 7.26.).

Valja odrediti reakcije oslonaca i unutarnje sile po podru¢jima nosaca. Skicirati dijagrame
unutarnjih sila.

Zadanoje: a=2m, FF=6kN, F,=6kN, o =30".

Slika 7.26. Primjer 7.7.
Rjesenje:
Izracunavanje reakcija veza. Nosac¢ ¢emo osloboditi od veza pa djelovanje pomi¢nog oslonca
zamijeniti reakcijom F,, a nepomi¢noga dvjema komponentama kg, i F;, (slika 7.27.).

F,sin30°

| F,cos30°

2m 4 m

Slika 7.27. Primjer 7.7.: Jednostavni nosac kao slobodno tijelo

Primijenit ¢emo drugi oblik uvjeta ravnoteZe opéeg sustava sila u ravnini:

> F=0: —F, +F-cos30 =0,

> Mpy=0: -Fsin30"-2-F,, 6+F,-8=0,

D Mg=0: -F,-6+Fsin30"-4+F,-2=0,
odakle se dobiju traZzene reakcije oslonaca:

F,=4KkN;

Fs, =5,196 kKN ; F;, =7kN.

Izra¢unavanje raspodjele unutarnjih sila po podruéjima nosaca. Sa slike 7.27. vidljivo je
da imamo tri nezavisna podru¢ja kojima moramo odrediti funkcije unutarnjih sila, podrucja
izmedu mjesta na kojima djeluju koncentrirane sile: vanjske aktivne i reakcije veza.
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a) b)

M F,sin309 M,
\ N . Jv N

P I, cos30° P
Q

2m

X » 8 m

A J

Slika 7.28. Primjer 7.7.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od razmatranog presjeka u .
podrudju, b) lijevo od razmatranog presjeka u II. podrucju, ¢) desno od razmatranog presjeka u Ill.
podrucju

- L podrucje: 0<x<2m
Uvjeti ravnoteZe za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.28.a) glase:
Y F=0: N=0,
Y F,=0: -F,+Q,=0,
> Mp=0: -F,-x+M,=0.
Sredivanjem tih jednadzbi dobiju se izrazi za unutarnje sile:
N=0; Q,=F,=4kN;
M,=F,-x=4-x, M, (0)=0kN-m, M (2)=8kN-m.
- Il podrucje: 2m<x<6m
Za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.28.b) uvjeti ravnoteze glase:
> F,=0: F-cos30"+N =0,
Y F,=0: -F,+F-sin30"+Q, =0,
> M =0: —F,-x+F-sin30"-(x-2)+M, =0,
odakle slijede izrazi za unutarnje sile:

N =-F -c0s30° =—6-c0s30° = -5,196 kN ;

Q,=F,—Fsin30°=4-6-sin30° =1kN;

M, =F,-x—Fsin30"-(x-2)=4-x-6-sin30"-(x-2),

M,=x+6, M, (2)=8kN-m, M (6)=12kN-m.
- I podrucje: 6mM<x<8m

Uvjeti ravnoteZe za odsjeceni dio nosaca s desne strane presjeka (slika 7.28.c) glase:

Y F =0 -N=0,

Y F,=0: -F,-Q,=0,
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> Mp=0: -M, +F,-(8-x)=0.
Izrazi za unutarnje sile prema gornjim jednadzbama jesu:

N=0; Q,=-F,=-6kN,
M, =F,-(8-x)=6-(8-x)=48-6-x,
M, (6)=12kN-m M, (8)=0kN-m.

Na temelju izraza za unutarnje sile dobivenih za svako od triju podru¢ja mogu se nacrtati
odgovarajuci dijagrami (slika 7.29.).

F,sin30%
| F,cos30°
Q

A | 0

FA FB,\' 1
"FBZ F2

N kN

0 x
O b kN 5,196

4
0 | X
6
M A kN-m
12
8
0 X

Slika 7.29. Primjer 7.7.: Dijagrami unutarnjih sila
Primjer 7.8.

Linijski nosa¢ s dva prepusta opterecen je koncentriranom silom iznosa F i spregom

momenta M . Nosac je vezan za podlogu nepomi¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u
B (slika 7.30.).

Slika 7.30. Primjer 7.8.
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Valja odrediti reakcije oslonaca te dobiti izraze unutarnjih sila po podruc¢jima nosaca. Potrebno
je, takoder, skicirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: a=0,8m, b=15m, c=0,6m, F=8kN, M =12kN-m.

RjeSenje:

Izracunavanje reakcija veza. Nosac se oslobada od veza te se djelovanje oslonaca zamjenjuje
odgovarajuc¢im reakcijama (Slika 7.31.).

Slika 7.31. Primjer 7.8.: Nosac osloboden od veza
> F=0: F,=0,
> F,=0: -F,+F-F=0,
> Mg=0: F-23-F,-15+M=0,
pa su iznosi reakcija oslonaca:
F,, =20,27kN; F,=-12,27kN.

Izracunavanje unutarnjih sila po podrucjima nosaca. Tri su nezavisna podrucja za koja
treba naci izraze za unutarnje sile (izmedu mjesta djelovanja vanjskih aktivnih sila i reakcija
veza).

X _ 2,9m

»

Slika 7.32. Primjer 7.8.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od presjeka u I. podrucju, b)
lijevo od presjeka u Il. podrucju, ¢) desno od presjeka u I1l. podrucju

- I podrucje: 0<x<0,8m

Uvjeti ravnoteze za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.32.a) glase:
Y F=0: N=0,
Y F,=0: F+Q,=0,
DM, =0: F-x+M, =0,

Iz gornjih jednadzbi dobiju se izrazi za unutarnje sile:
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N=0; Q,=—-F=-8kN;
M, =-F-x=-8-x, My(0)=0kN-m, My(0,8):—6,4kN-m.
- II podrucje: 0,8 M<x<2,3m
Uvjeti ravnoteze odsjecenog dijela nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.32.b) glase:
Y F =00 Fy+N=0,
> F=0: F-F,+Q,=0,
> Mp=0: F-x-F,-(x-0,8)+M, =0,
pa iz tih jednadzbi slijede izrazi za unutarnje sile:
N=-F,=0kN; Q,=-F+F,, =-8+20,267=12,267 kN;
M, =-F-x+F, -(X—O,8)=—8-X+20,267-(X—0,8)=12,267'X—16,214,
My(0,8)=—6,4 KN-m, My(2,3):12 KN-m,
- I podrucje: 2,3m<x<2,9m
Za odsjeceni dio nosaca s desne strane presjeka (slika 7.32.c) uvjeti ravnoteze jesu:
Y F =0 -N=0,
> F,=0: Q,=0kN,

D Mp=0: M, =M=12kN-m,

Fy
N , kN
X
0 >
0. A kN
12,27
X
0 | - »
8,0
M‘rl‘ kN-m 12.0
X

0 |
6.4
Slika 7.33. Primjer 7.8.: Dijagrami unutarnjih sila
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Na slici 7.33. prikazani su dijagrami unutarnjih sila razmatranog nosaca.
Primjer 7.9.

Jednostavni linijski nosa¢ opterecen je koncentriranom silom iznosa F i jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim opterecenjem iznosa (. Nosac je vezan za podlogu nepomic¢nim
osloncem u A i pomi¢nim osloncem u B (slika 7.34.).

Potrebno je odrediti reakcije oslonaca i unutarnje sile po podru¢jima nosaca te skicirati
dijagrame unutarnjih sila. Zadano je: a=1,2m, b=3m, F=10kN, q=12 kN/m.

Slika 7.34. Primjer 7.9.

RjeSenje:

Izrac¢unavanje reakcija veza. Nosac se oslobada od veza te se djelovanje nepomi¢nog oslonca
zamjenjuje dvjema komponentama reakcije F,, i F,,, a pomi¢nog oslonca reakcijom F; (slika
7.35.).

F g3
FVAJY A4 \J 5
A
1.5m 1,5m
F. « e » Fy
12m | 12m | 3m _
< > > >

Slika 7.35. Primjer 7.9.: Jednostavni nosac kao slobodno tijelo s prikazom opterecenja
JednadZbe ravnoteze nosaca glase:
> F=0: F,=0,
> F,=0: -F,+F+q-3-F,=0,
> Mg=0: -F,-54+F-4,2+(-3-1,5=0.
RjeSavanjem tih jednadZbi dobije se:
F, =17,78kN; F;=2822kN.

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podruéjima nosaca. Tri su nezavisna podrucja za koja
treba naci izraze za unutarnje sile: od oslonca A do mjesta djelovanja sile F, od sile F do
pocetka djelovanja kontinuiranog opterecenja te od tog mjesta do oslonca B.

- I podrucje: 0<x<1,2m
Za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.36.a) uvjeti ravnoteze glase:

Y F=0:  Fyu+N=0,
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Y F,=0: -F,+Q,=0,
D Mp=0: -F,-x+M, =0,
a iz tih jednadzbi slijede izrazi za unutarnje sile:
N=-F, =0kN; Q,=F,, =17,778kN;
M, =F,-x=17,778-x, M (0)=0kN-m, M (1,2)=2133kN-m.

a) b)
F
ﬂ/f .

M, l
IL‘.'\\ . A'IV )LI.\\ .
T P T J P
F,. F,,
S ! 0. rle 1,2m

X

N

Slika 7.36. Primjer 7.9.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela lijevo od razmatranog presjeka: a) u I.
podrucju, b) u Il. podrucju.

- Il podrucje: L2m<x<2,4m

JednadZbe ravnoteze za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.36.b) glase:
Y F=0: Fu+N=0,
Y F,=0: -F,+F+Q,=0,
> Mp=0: —F, -Xx+F-(x-12)+M, =0,

a izrazi za unutarnje sile jesu:
N=-F, =0kN; Q,=F,, -F=17,778-10=7,778 kN;
M, =F, -X—F-(X—1,2)=17,778-X—10-(X—1,2):7,778-X+12,
My(1,2):21,33 KN-m, My(2,4):30,67 KN-m.

- I podrucje: 2,4m<x<54m

Za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.37.) jednadzbe ravnoteze glase:

F q-(x-2,4)
M,
FA\' l Y ‘ ' !
F,.
Az < 1,2m 224 v QZ
2.4 m 2

X

Slika 7.37. Primjer 7.9.: Dio nosaca kao slobodno tijelo lijevo od presjeka za Ill. podrucje

Y F=0: Fu+N=0,
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D F,=0: -F,+F+q:(x-24)+Q,=0,

-X_2’4+M =0.

y

DM =0 —F, x+F-(x-12)+q-(x-2,4)

Sredivanjem gornjih jednadzbi dobiju se izrazi za unutarnje sile:
N =-F, =0kN;
Q,=F,-F-q:(x-2,4)=17,778-10-12-(x—2,4) = 36,578 12",
Q,(2,4)=7,778kN, Q,(5,4)=-28,222kN;

(x-2,4)
2

M, =F, - x-F-(x-12)-q-

M, =17,778-x-10-(x~1,2)-6-(x~2,4)’,
M, =-6-x* +36,578 X - 22,56,

M, (2,4)=30,67kN-m, M, (54)=0kN-m.

Izraz za moment savijanja u treCem podrucju je kvadratna funkcija koja ima tjeme na mjestu
gdje je poprecna sila jednaka nuli:

Q,=0: 36,578-12-x =0, x=3,048m.
U tom presjeku moment savijanja ima ekstremnu vrijednost koja iznosi:

M, (3,048) =339 kN-m.

n | mmummm

-

Fy. Iy

=

17,78

1,778

v=

M A KNm 28,22
30,67 | 33,19 '

21,33

=

3,048 m

<
»

Slika 7.38. Primjer 7.9.: Dijagrami unutarnjih sila
Dijagrami dobivenih unutarnjih sila prikazani su na slici 7.38.
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O
zapatci za viezeu: [N O

Zadatak 7.1. Jednostavni linijski nosa¢ opterecen je jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
optere¢enjem iznosa ( te vezan za podlogu nepomicnim osloncem u A i pomi¢nim osloncem
u B (slika Z.7.1.). Valja odrediti reakcije oslonaca i analiticke izraze za unutarnje sile u
oznac¢enom presjeku nosaca.

Skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila, a rezultate kontrolirati koriste¢i se programskim
paketom MDSolids.

Zadano je: a=1,5m, g=6KkN/m.

A

.
[ i 3

Slika Z.7.1. Zadatak 7.1.

Zadatak 7.2. Jednostavni linijski nosa¢ opterecen je dvjema koncentriranim silama i jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem. Nosac je za podlogu vezan nepomic¢nim osloncem
u A i pomi¢nim osloncem u B (slika Z.7.2.). Potrebno je odrediti reakcije oslonaca i analiticke
izraze za unutarnje sile u oznac¢enom presjeku nosaca.

Skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.
Zadano je: a=1m, F=2kN, g=3KkN/m.

Slika Z.7.2. Zadatak 7.2.

Zadatak 7.3. Konzolni nosac opterecen je spregom momenta M i koncentriranom silom iznosa
F . Konzola je vezana za podlogu ukljestenjem u A (slika Z.7.3.). Potrebno je odrediti
reakcijsku silu i moment na mjestu ukljestenja te analiti¢ke izraze za unutarnje sile u ozna¢enom
presjeku nosaca.

Skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.
Zadano je: I =1m, M =3KkN-m, F =2KkN.

Slika Z.7.3. Zadatak 7.3.
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Zadatak 7.4. Na jednostavnom nosacu nalazi se dizalica tezine F; optere¢ena silom F UE, u

poloZaju prikazanome na slici Z.7.4.

Potrebno je odrediti sile pritiska dizalice na nosa¢ u tockama C i D, reakcije veza u osloncima
nosaca te analitiCke izraze za unutarnje sile u svim podrucjima nosaca. Skicirati i kotirati
dijagrame unutarnjih sila.

Dobivene rezultate kontrolirati koristenjem programskog paketa MDSolids.

Zadanoje: a=2m, b=1m,c=2m,d=1m, F=8kN, F, =20kN.

Slika Z.7.4. Zadatak 7.4.

Zadatak 7.5. Nosa¢ s prepustom opterecen je silom F =4+/2 kN na kraju prepusta (slika
Z.75.).

Valja odrediti reakcije veza i analitiCke izraze za unutarnje sile u neovisnim podru¢jima nosaca
akoje a=2m.

Skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.

Slika Z.7.5. Zadatak 7.5.

Zadatak 7.6. Nosa¢ s dva prepusta opterecen je jednolikim kontinuiranim optereéenjem ¢ |

spregom sila momenta M (slika Z.7.6.). Potrebno je odrediti reakcije oslonaca i analiticke
izraze za unutarnje sile u neovisnim podru¢jima nosaca.

Skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadanoje: a=2m, q=2kN/m , M =4kN-m.

Slika Z.7.6. Zadatak 7.6.
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7.2. NOSAC S GERBEROVIM ZGLOBOM

Nosac¢i mogu biti sastavljeni od dvaju ili viSe dijelova koji su medusobno spojeni zglobom.
Takav zglob, koji se nalazi unutar raspona nosaca, naziva se Gerberovim zglobom (oznacavat
¢emo ga velikim slovom G), a takav nosac¢ naziva se nosa¢em s Gerberovim zglobom odnosno
zglobovima.

Pri izraCunavanju reakcija oslonaca primjenjuje se postupak opisan u poglavlju 4.4. Ravnoteza
sustava krutih tijela. Postavljaju se uvjeti ravnoteze za svaki dio nosaca, kako je to pokazano
na slici 4.22., te se rjeSavanjem sustava jednadzbi dolazi do reakcija oslonaca. Za odredivanje
unutarnjih sila po podru¢jima nosaca primjenjuje se postupak koji je opisan za nosace nacinjene
iz jednog dijela. Gerberov zglob ne predstavlja pritom mjesto poremecaja.

Primjer 7.10.

Na slici 7.39.a prikazan je puni nosa¢ sastavljen od dvaju krutih tijela koja su medusobno
povezana zglobom u tocki G (Gerberov zglob). Nosac je opterecen silom F .

Valja odrediti reakcije u osloncima i raspodjelu unutarnjih sila po podru¢jima nosaca te nacrtati

i kotirati dijagrame unutarnjih sila.
a) "V(i: b)
F.\.\ l F(_i_\

Slika 7.39. Primjer 7.10.: @) nosac s Gerberovim zglobom, b) dijelovi nosaca kao slobodna tijela.
Rjesenje:
Izracunavanje reakcija oslonaca. Oslobadanjem svakog dijela nosaca od veza, zamjenom

veza odgovaraju¢im reakcijama veza svaki dio se moze razmatrati kao slobodno tijelo pod
djelovanjem opcéeg sustava sila u ravnini (slika 7.39.b).

Gerberov zglob zamijenjen je pritom dvjema komponentama sile medusobnog djelovanja
dijelova nosaca.

Iz uvjeta ravnoteze napisanih za desni dio nosaca (slika 7.39.b):
Y F=0: F=0,
> Mg=0: F.-2-a-F-a=0,
Y M.=0: F-a-F;,-2-a=0

dobije se

Uvijeti ravnoteze lijevog dijela nosaca glase (slika 7.39.b):
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Y F=0:  Fy—F=0,

Y F,=0: -F,-F3+F;,=0,

DM, =0: F-2-a-F,-3-a=0,
odakle je

FAXZO’ FA=FA :—E’ FB=—34F

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podrucjima nosac¢a. Uocavamo tri nezavisna podrucja za
koja je potrebno postaviti zakone promjene unutarnjih sila.

Mozemo odmah ustvrditi da ¢e uzduzna sila po svim podruc¢jima biti jednaka nuli.
- I podrucje: 0<x<2a

Za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.40.a) uvjeti ravnoteze glase:
Y F,=0: Q-F,=0,
> Mp=0: M, -F, -x=0,

a iz njih slijede izrazi za unutarnje sile:

F
Qz = I:Az = _Zu
M, =F,-x= %x, My(O):()kN.m, My(2a):—¥
) b) Cy
A/f; ;L}f Q'
\" ;.\,.’ l\
T ' T ! v~ P T
Fol L Y0 N 2 IFs Y0 . F,
] X > Sa N

Slika 7.40. Primjer 7.10.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od presjeka u I. podrucju,
b) lijevo od presjeka u I1. podrucju, ) desno od presjeka u II1. podrucju.

- 1L podrucje: 2a<x<4a

JednadZbe ravnoteze za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.40.b) jesu:
Y F,=0: Q,-F,-F=0,
> Mp=0: M, -F, -x-F-(x-2a)=0,

pa su izrazi za unutarnje sile:

szFAz+FB=%;
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F-(x—3a)
—
F-a F-a

M, (28)=-—=, M, (4a)="—1~.

M, =F, -x+F;(x-2a)=

- Il podrucje: 4a<x<b5a

Jednadzbe ravnoteze za odsjeceni dio nosaca s desne strane presjeka (slika 7.40.c) glase:
Y F,=0: -Q,-F.=0,
> Mp=0: -M +F (5a-x)=0,

a njihovim sredivanjem dobiju se izrazi za unutarnje sile:

F
Qz C 2'
F-(5-a—x) F-a
M, =F-(5-a-x)=————, M, (4a)="%, M,(5a)=0.

Na temelju izraza za unutarnje sile dobivenih za svako podruéje crtaju se odgovarajuci
dijagrami (slika 7.41.).

Q.- A Fi2

<
v
=

Fr4

F-al2

F-al2
Slika 7. 41. Primjer 7.10.: Dijagrami unutarnjih sila
Primjer 7.11.

Nosa¢ s Gerberovim zglobom sastavljen od dvaju dijelova optere¢en je jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa ¢ i koncentriranom silom iznosa F . Nosa¢

je vezan za podlogu nepomi¢nim osloncem u A, pomi¢nim osloncima u B i C, a dijelovi su
medusobno spojeni zglobom u G (slika 7.42.).
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Valja odrediti reakcije oslonaca te dobiti izraze unutarnjih sila po podrué¢jima nosaca. Potrebno
je, takoder, skicirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadanoje: a=3m, b=1m,c=2m, q=8kN/m, F=6kN.

Slika 7.42. Primjer 7.8.

Rjesenje:

Izra¢unavanje reakcija oslonaca. Nosac je sastavljen od dvaju dijelova, pa ¢e se svaki dio
prikazati kao slobodno tijelo oslobodeno od veza.

Djelovanje nepomi¢nog oslonca u A zamjenjuje se dvjema komponentama reakcije F,, i F,,,
a pomicnih oslonaca u B i C reakcijama F; i F.. U zglobu G potrebno je na svaki dio dodati

dvije komponente, F;, i F;,, kojima dijelovi nosa¢a po principu akcije i reakcije djeluju jedan
na drugi (slika 7.43.).

I 4 a b)
4 [ £ Gz lF
FA\' l F Gx F Gx
— G G
F B F C
Fy. 2m T b Fo. 2m 2m
3m I m

Slika 7.43. Primjer 7.11.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) dio I, b) dio II.

Za desni dio nosaca (dio I, slika 7.43.b) mogu se napisati sljedeée jednadzbe ravnoteze:
> F=0: F=0,
Y F,=0: -F,+F-F. =0,
> Mg=0: -F-2+F.-4=0,

odakle se dobije:

F.=3kN; F, =0, F,=3kN.

X =

Jednadzbe ravnoteze za lijevi dio nosaca (dio I, slika 7.43.a) jesu:
Y F=0: F,—F,=0,
Y F,=0: -F,+0-4-F+F;=0,

d>M,=0: -q-4-2+F,-3-F,-4=0,
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a iz ovih jednadzbi je
F, =0, F,=9667kN; F;=2533kN.

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podruéjima nosaéa. Cetiri su neovisna podruéja u kojima
je potrebno odrediti raspodjelu unutarnjih sila.

- I podrucje: Om<x<3m
Uvjeti ravnoteZe za odsjeceni dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.44.a) glase:

Y F=0: N=0,
Y F,=0: -F,+0q-x+Q,=0,
_ X
> M, =0: —FAZ~x+q-x-§+My=0,

odakle je:
N =0;
Q,=F,—-0-x=9,667-8-X,

Q,(0)=9,667kN, Q,(3)=-14,33kN;

2

M,=F, -X—q-—=9,667-x—4-x°,

Slika 7.44. Primjer 7.8.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od presjeka u I. podrudju,
b) lijevo od presjeka u Il. podrucju

Budu¢i da poprecna sila u prvom podru¢ju mijenja predznak, o€ito je da je negdje u tom
podrucju nulta tocka te funkcije, Sto nadalje zna¢i da moment savijanja ima ekstrem na tom
mjestu.

Nultu toc¢ku odredujemo kako slijedi:
Q,=0: 9,667-8-x=0, x=1,208m.
U tom presjeku moment savijanja ima maksimalnu vrijednost koja iznosi:

M, (1,208)=5841kN-m.
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- 1L podrucje: 3m<x<4m
Za dio nosaca s lijeve strane presjeka (slika 7.44.b) vrijede sljedece jednadzbe ravnoteze:

Y F=0: N=0,
Y F,=0: -F,+q-x-F,+Q,=0,
> My =0: —FAZ-x+q-x-§—FB-(x—3)+My:O,

a iz njih slijede izrazi za unutarnje sile:

N =0kN;
Q,=F,—q-x+F, =9,667-8-x+25,333=35-8-x,

Q,(3)=11kN, Q,(4)=3kN;

2

M, = |:A2.x_q.x?Jr F,-(x—3)=9,667-x—4-x* +25,333-(x~3),

M, =—4-x*+35-x-76, M, (3)=-7kN-m, M, (4)=0kN-m.

- I podrucje: 4m<x<6m

O |F a) 0, b)
vl W
M= P T M~ P
FC FC
Yo R
6m 8 m ,

&m ,

Slika 7.45. Primjer 7.11.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) desno od presjeka u IIl. podrudju,
b) desno od presjeka u 1IV. podrucju.

JednadZbe ravnoteZe za dio nosaca desno od presjeka (slika 7.45.a) glase:
> F=0: -N=0,
Y F,=0: -Q+F-F.=0,
> Mp=0: -M, —F-(6-x)+F.(8-x)=0,

pa su izrazi za unutarnje sile u IIl. podrucju:

N =0KkN;
Q,=F-F.=6-3=3kN;
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M, =-F-(6-x)+F.-(8-x)=-6-(6-x)+3:(8-x)=3-x-12,
M, (4)=0kN-m, M (6)=6kN-m.
- IV. podrucje: 6m<x<8m
Razmatranjem jednadZbi ravnoteZe za dio nosaca desno od presjeka (slika 7.45.b):
> F=0: -N=0,
> F=0: -Q-F.=0,
> Mp=0: -M, +F.-(8-x)=0
dobiju se izrazi za unutarnje sile:

N=0kN; Q,=-F.=-3kN;
M, =F.-(8-x)=3-(8-x)=24-3-x,
M, (6)=6kN-m, M, (8)=0kN-m.

Na temelju izraza za unutarnje sile dobivenih za svako podrucje crtaju se odgovarajuci
dijagrami (slika 7.46.).

q F
F.A,\‘gli"iliivg v
(o) (0)
A i G
FAZ FB TFC
N kN
0 >
0. s kN
11,0
9,667
0 3,0 x
M AKN-m 14,33
: 5,841 6,0
0 »
}1,208 m_

7,0

Slika 7.46. Primjer 7.11.: Dijagrami unutarnjih sila
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ZADATCI ZA VJEZBU: _@/

Zadatak 7.7. Nosac s Gerberovim zglobom sastavljen od dvaju dijelova opterecen je Jednohko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa (. Nosac je vezan za podlogu ukljeStenjem

u A i pomi¢nim osloncem u B, a dijelovi su medusobno spojeni zglobom u G (slika Z.7.7.).

Valja odrediti reakcije oslonaca te dobiti izraze unutarnjih sila po podru¢jima nosaca. Potrebno
je, takoder, skicirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: a=2m, b=4m, g=12 kN/m.

Slika Z.7.7. Zadatak 7.7.

Zadatak 7.8. Nosac s Gerberovim zglobom sastavljen od dvaju dijelova opterecen je jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa ¢ i koncentriranom silom iznosa F . Nosaé

je vezan za podlogu pomi¢nim osloncima u A i B, nepomi¢nim osloncem u C, a dijelovi su
medusobno spojeni zglobom u G (slika Z.7.8.).

Valja odrediti reakcije oslonaca i skicirati dijagrame unutarnjih sila ako je zadano: a=1m,
q=2kN/m, F =22 kN.

Slika Z.7.8. Zadatak 7.8.

Zadatak 7.9.

Nosac s Gerberovim zglobovima sastavljen od triju dijelova opterecen je koncentriranom silom
iznosa F 1 jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa (. Nosac je vezan za
podlogu pomic¢nim osloncima u A i B, ukljeStenjem u C, a dijelovi su medusobno spojeni
zglobovima u G1 i G2 (slika Z.7.9.). Potrebno je odrediti reakcije oslonaca i skicirati dijagrame
unutarnjih sila. Zadano je: a, q, F=15-q-a.

Slika Z.7.9. Zadatak 7.9.
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7.3.  OKVIRNI NOSACI

Ravninski okvirni nosaci jesu puni nosaci, sastavljeni od viSe jednostavnih nosa¢a medusobno
vezanih pod nekim kutom, bilo ¢vrstim bilo zglobnim vezama tako da osi svih tih dijelova leZe
u jednoj ravnini u kojoj lezi i opterec¢enje okvira (Slika 7.47.).

a) b)

L §

‘) A B

Slika 7.47. Okvirni nosac: a) s krutim vezama, b) sa zglobnom vezom (trozglob).

Kod okvira treba voditi racuna o lokalnim koordinatnim sustavima koji se vezuju za svaki
njegov pojedini dio i to na sljede¢i nacin: promatra¢ pojedine dijelove okvira gleda s unutarnje
strane okvira pri ¢emu os Oy uvijek izlazi iz slike, a 0s Ox pada u uzduznu os promatranog
dijela s pozitivnim smjerom slijeva nadesno; s obzirom na to da je rije¢ o desnom pravokutnom
koordinatnom sustavu, na taj na¢in definirana je i os Oz (slike 7.48.a 1 7.48.b).

a) b)

Y X, V3
: > e
23

Z

%PZI ;& —

Slika 7.48. Lokalni koordinatni sustavi okvirnog nosaca: a) dijelovi medusobno okomiti, b) dijelovi
kruto vezani pod kutom.

Primjer 7.12.

Na slici 7.49. prikazan je okvirni nosa¢ optere¢en dvjema koncentriranim silama kojima su
iznosi F i F, te jednolikim kontinuiranim opterecenjem iznosa ¢ na dijelu CDEH, pri ¢emu

je zadano: F, =q-a, F,=2-q-a. Valja odrediti reakcije u osloncima i raspodjelu unutarnjih

sila po neovisnim podrucjima nosaca te skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.
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Slika 7.49. Primjer 7.12.

RjeSenje:

Izra¢unavanje reakcija oslonaca. Za odredivanje reakcija oslonaca postavljat ¢e se uvjeti
ravnoteze u odnosu na globalni koordinatni sustav (slika 7.50.a), dok ¢e se pri odredivanju

unutarnjih sila upotrijebiti lokalni koordinatni sustavi (slika 7.50.b).

a b
F, lq'4a 4 /
X
v V, 2 V3
C D TE H T—‘ Z
a
F =
S K—Z" i X3
a
A. o FA_\” ¥ B . X Z 1
T F F, i
. a . 2a 1 a
e <

Slika 7.50. Primjer 7.12.: &) okvirni nosac kao slobodno tijelo, b) lokalni koordinatni sustavi.

Uvijeti ravnoteze u odnosu na globalni koordinatni sustav (slika 7.49.a) glase:
Y F=0: -Fy+F,=0,
Y F,=0: -F,+F+q-4a-F,=0,
Y M,=0: F-a-q-4-a-a-F,-a+F,-2-a=0.

Iz gornjih jednadzbi je
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Izracunavanje unutarnjih sila po podrudjima nosaca. Unutarnje sile za svako podrucje
nosaca odreduju se iz uvjeta ravnoteze postavljenih u odnosu na lokalne koordinatne sustave
svakoga pojedinog dijela, a razmatrajuéi dio nosaca ili s jedne ili s druge strane presjeka.

b)

N
M\(|)Q
i
F

X 1
Ax

1.

Az

Slika 7.51. Primjer 7.12.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) ispod presjeka u podrucju AD,
b) lijevo od presjeka u podrucju CD.

- podrucje AD: 0<x <2a

Uvijeti ravnoteze za dio ispod presjeka (slika 7.51.a) glase:
> F=0: N+F,=0,
> F,=0: Q,-F,=0,
D Mp=0: M, —Fy-x%=0.

Iz tih jednadzbi ravnoteze slijedi:

N =—g-Q-a; Q =2-g-a;

M,=2-g-a-x, M, (0)=0, M, (2a)=4-q-a’.
- podrucje CD: 0<x,<a
Jednadzbe ravnoteze za dio lijevo od presjeka (slika 7.51.b) glase:
Y F=0: N=0,

Y F,=0: Q+F+q-x=0,
X
D> Mp=0: M, +F-X+0-X-2=0,

odakle je

q-X;

My:—q-a.xz_

- podrucje DE: a< X, <3a
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Za dio lijevo od presjeka (slika 7.52.a) uvjeti ravnoteze jesu:

a) b)
q-(4a-x,)
F] Iq.x2 Q: A ’
L 7 | } ' E |
X, N X, N da-x,
“VQZ ' > -
F

Slika 7.52. Primjer 7.12.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od presjeka u podrucju DE,
b) desno od presjeka u podrucju EH.

Y F=0: N-F,=0,
DY F,=0: Q-Fy,+F+0-x=0,

S M, =0: My+Fl-x2+q~x2-%—FAx-2-a—FAz~(x2—a)=0,

odakle je
N=2.g-a;
3 1 3
Q,=--9-a-0-%, Q(a)=>-q-a, Q/(3a)=---q-a;
2 2 2
3 , 3 q-x2 5 3
M ==-q-a°+=-gq-a-X,——=2, M, (a)==-q-a*, M, (3a)==-q-a’.
Mozemo vidjeti da unutar ovog podrucja poprecna sila mijenja predznak, i to na mjestu:

3 3
Q, =0: E-q-a—q-xzzo, X2=§'a,

gdje moment savijanja ima ekstremnu vrijednost koja iznosi:

21,
My :E'q'a .

- podrucdje EH: 3a <X, <4a
Uvijeti ravnoteze za dio desno od presjeka (slika 7.52.b) glase:
> F=0: -N=0,

Y F,=0: -Q+q:(4-a-x,)=0,

2
SMp 0. m,-TAT%) o
P y 2
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Sredivanjem tih jednadzZbi dobiju se izrazi za unutarnje sile:

N=0; Q=q-(4a-x), Q(3a)=q-a, Q,(4a)=0;

. . —_ 2 . 2
MM M, (32) =~ 22w, (42)=0.

- podrucje EK: 0<x,<a

JednadZbe ravnoteZe za dio ispod presjeka (slika 7.53.a) glase:
> F =0 -N-F,=0,
Y F,=0: -Q-F,=0,
> Mp=0: -M,+F,-(a=x)=0,

pa su unutarnje sile:

<
Il
N
o)
QD
—_
jab]
|
o)
~
<
<
—
o
~
I
N
o)
QD
N
<
<
—
QD
~
I
o

Slika 7.53. Primjer 7.12.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) ispod presjeka u podrucju DK,

b) ispod presjeka u podrucju KB.

- podrucje KB: a<X;<2a
Uvjeti ravnoteZe za dio ispod presjeka (slika 7.53.b) glase:

> F =0 -N-F,=0,

z F,=0: -Q,=0,

> Mp=0: -M, =0,
pa su unutarnje sile u razmatranom podrucju:
_5~g~a ; Q,=0; M, =0.

N = y
Dijagrami unutarnjih sila prikazani su na slici 7.54.
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2qa 5qa’l2 '_E_%Sqazﬁ
] dga’ 3ga*l2 ga2[ J2qa

S5qgal2 S5qa/2
v X v X
N M

¥
Slika 7.54. Primjer 7.12.: Dijagrami unutarnjih sila
Primjer 7.13.

Okvirni nosa¢ sastavljen od dvaju kruto povezanih dijelova opterecen je jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem ¢ i koncentriranom silom iznosa F . Nosac je
vezan za podlogu ukljeStenjem u A (slika 7.55.). Valja odrediti reakcijsku silu i reakcijski
moment na mjestu ukljeStenja. Odrediti raspodjelu unutarnjih sila te skicirati i kotirati
odgovarajuce dijagrame.

Zadanoje: a, q, F=+2-q-a, a =45".

2a C

Slika 7.55.: Primjer 7.13.
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RjeSenje:

Izracunavanje reakcija ukljeStenja. Za odredivanje reakcija oslonaca postavljat ¢e se uvjeti
ravnoteze u odnosu na globalni koordinatni sustav (slika 7.56.a), dok ¢e se pri odredivanju
unutarnjih sila upotrijebiti lokalni koordinatni sustavi (slika 7.56.b).

a) b)
| 2g-a

qa

Slika 7.56. Primjer 7.13.: @) okvirni nosac kao slobodno tijelo, b) lokalni koordinatni sustavi.

Uvjeti ravnoteze glase (slika 7.56.a):

> F =01 —F,+F-cos45°=0,

> F,=0: -F,+qg-2a—F-sin45 =0,

d>M,=0: -M,-2-q-a-a+F-sin45°-2-a+F-cos45°-a=0.
Iz gornjih jednadzbi je

F.=F-cos45°=q-a; F,,=q-2-a—F-sin45" =q-a;

M, =F-sin45°.2.a+F-cos45°-a-2-q-a°=q-a’°.

Izra¢unavanje unutarnjih sila po podrucjima nosac¢a. Dva su neovisna podrucja za koja
trebamo odrediti raspodjelu unutarnjih sila (slika 7.57.).

a) b)

A 4

Slika 7.57. Primjer 7.13.: Dijelovi nosaca kao slobodna tijela: a) lijevo od presjeka u podrucju AB,
b) ispod presjeka u podrucju BC.

- podrucje AB: 0< X <2a
Jednadzbe ravnoteze za dio lijevo od presjeka (slika 7.57.a) glase:

Y F=0: N-F,=0,
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Y F,=0: Q-F,+0q-x=0,

2 M

=0: M, -M,-F,-x+q-—=0,

N |._?<N

pa su unutarnje sile u razmatranom podrucju:

N=F,=0-a;

Qz: Az_q'xi! QZ(O):q-a, Qz(za):_q'a;

M, =M, +F,-x-05-q-x:=0, M ,(0)=q-a°, M (2a)=q-a’.

Poprecna sila mijenja predznak na mjestu:

Q=0

© Q-a-g9-x=0, x=a,

pa tu funkcija momenta savijanja ima maksimum:

M y,max

=M, (a)=15-q-a".

- podrucje BC: 0<X,<a

Uvijeti ravnoteze za dio ispod presjeka (slika 7.57.b) glase:

> F=0: -N-F-sin45°=0,

> F,=0: -Q,-F-cos45°=0,

> Mp=0: -M, +F-cos45°-(a—x,) =0,

a izrazi za unutarnje sile jesu:

N=-g-a; Q,=-0-a, M,=qg-a-(a-x,), M,(0)=q-a°, M,(a)=0.

M q
A
FA.»‘(‘FViilVViiVYil qa‘ X
3 T »
g
FA: - ? J \ qa
F
/(-450 0. kN
qa
‘I‘x2
: 1,5¢a’
qa
qa N ’/ qa b
N kN M, kKN'm
qa \rxz A\ X,

Slika 7.58. Primjer 7.13.: Dijagrami unutarnjih sila
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O
zapatci za viezeu: NI O

Zadatak 7.10. Odrediti reakcije oslonaca trozglobnog okvirnog nosaca prikazanoga na slici
Z.7.10. Definirati lokalne koordinatne sustave, postaviti izraze za unutarnje sile po svim
neovisnim podrucjima pa skicirati i kotirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: a=1m, F=6KkN, g=4KkN/m.

3a

Slika Z.7.10. Zadatak 7.10.

Zadatak 7.11. Okvirni nosa¢ sastavljen od triju kruto povezanih dijelova opterecen je
koncentriranom silom iznosa F, spregom momenta M i jednoliko raspodijeljenim
kontinuiranim opterecenjem iznosa  (Slika Z.7.11.). Valja odrediti reakcije oslonaca,
definirati lokalne koordinatne sustave te dobiti izraze unutarnjih sila po podru¢jima nosaca.
Skicirati dijagrame unutarnjih sila.

Zadano je: a=3m,b=2m, F=6kN, g=8kN/m, M =10kN-m.

ol
»

Slika Z.7.11. Zadatak 7.11.
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8. TEZISTA

8.1. SREDISTE SUSTAVA PARALELNIH SILA

SrediSte sustava paralelnih sila pojavljuje se pri sastavljanju takva sustava paralelnih sila u
kojem se pravci djelovanja sila mogu zakretati u odnosu na kruto tijelo. Taj problem susre¢emo
u mehanici pri odredivanju poloZaja tezista tijela.

Razmotrit ¢emo sustav paralelnih sila Ifl, Ifz,..., Ifn usmjerenih u istu stranu i s hvatiStima u

tockama A1, Az, ...., An. OCevidno je da promatrani sustav ima rezultantu Ifr usmjerenu u istu

stranu kao i zadane sile, pri ¢emu je njezin intenzitet:
F=>F. (8.1)

Ako nadalje svaku od sila sustava zakrenemo za isti kut i u istu stranu oko njezina hvatista,
onda ¢e se i1 pravac rezultante zakrenuti u tu istu stranu za isti kut, a intenzitet rezultante ostat
¢e nepromijenjen. Da bi se odredio pravac rezultante, dovoljno je svaki put odrediti po jednu
toc¢ku kroz koju ona prolazi. Moze se pokazati da pri svim tim zakretanjima pravac rezultante
prolazi kroz jednu te istu tocku S (slika 8.1.).

Slika 8.1. Srediste sustava paralelnih sila

Naime, slaganjem sila If1 i If2 dobijemo rezultantu Ifr1 koja, pri bilo kojem zakretanju tih sila,
uvijek prolazi tockom S, tako da vrijedi:

F:AS =F,:AS;

nadalje, zbrajanjem rezultante F., sa silom F, dobili bismo silu F., pravac koje bi prolazio
tockom Sy; i tako dalje, do zadnje sile. Kona¢no, dosli bismo do zakljucka da pravac rezultante
F. uvijek prolazi to¢kom S.
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Tocka S, kroz koju prolazi pravac rezultante sustava paralelnih sila, pri bilo kakvu zakretanju
tih sila oko njihova hvatista u istu stranu i za isti kut, naziva se srediSte (centar) sustava
paralelnih sila. Primjenom Varignonova teorema o0 momentu rezultante mozemo dobiti
koordinate tocke S, kako slijedi:

M =2 M5 M =2 MJs M =3 M,
odakle se dobije:

_ZFi'Xi.
“TTF

’ ZS: ’

F

r r r

Fi Yi Fi " Z

L Xy Y 2
F

gdjesu X, Vi, z; koordinate hvatista sila IfI (i=1,2,3,...,n) (slika 8.1.).

8.2. TEZISTE KRUTOG TIJELA

Na svaki djeli¢ krutog tijela, koje se nalazi dovoljno blizu Zemljine povrsine, djeluje sila koja
se naziva sila teze. Ova sila jest rezultanta dviju sila: sile privlacenja Zemlje i centrifugalne sile
nastale zbog rotacije Zemlje.

Za tijela kojima su dimenzije zanemarive u odnosu na promjer Zemlje mozemo uzeti da su sile
teze, koje djeluju na pojedine djeli¢e tijela, medusobno paralelne te da se ne mijenjaju pri
proizvoljnom zakretanju krutog tijela. Polje teZe za koje je to ispunjeno naziva se homogeno
polje teze.

b )—
rd
X
Slika 8.2. TeZiste krutog tijela
Rezultanta sila teZe AF,,, AF,,, AF,, (slika8.2.) jest:
Fo =2 AR . (8.3)

Shodno izreGenom u izrazu (8.1), rezultanta IfG, pri bilo kojem poloZaju tijela, prolazi uvijek

istom tockom S — sredistem sustava paralelnih sila AF, .

Ta tocka naziva se teziste tijela, oznacava se slovom T, a njezine su koordinate:
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XT=—! ) ZT=—I

ZA:Gi X y; = ZA:Gi Y. ZA:Gi ' (8.4)
G G G

gdjesu X, V;, z; koordinate hvatista sila teze AlfGi (i=12,3,...,n) djeli¢a tijela.

8.3. TEZISTE HOMOGENIH TIJELA

Kako je kod homogenih tijela tezina bilo kojeg djelica AF, proporcionalna volumenu V; tog
djelica: AF; =p-g-V,, gdje je p - gustoca tijela, a g — gravitacijsko ubrzanje, te kako je
Fs =p-9-V, zamjenom u jednakostima (8.4) i skra¢ivanjem s p-g dobijemo:

_zvi'xi. yT:Z\\//i‘Yi. ; _Zvi'zi. (8.5)

) T V
Kako je vidljivo iz (8.5), polozaj tezisSta homogenog tijela ovisi samo 0 njegovu geometrijskom

obliku, pa se tocka T, s koordinatama prema izrazima (8.5), naziva teZiste volumena V.

Ako se radi o tijelu konstantne debljine h, koja se pak moze zanemariti u odnosu na preostale
dimenzije, bit ¢e volumen i-tog djeli¢a V, = A -h, a ukupni volumen V = A-h, paslijede izrazi
za koordinate tezista povrSina A:

o AKX DAY
A A

2, =¥, (8.6)

gdje je A —povrsina i-tog dijela plohe, a A — ukupna povrsina plohe.

Kod tijela konstantnog popre¢nog presjeka s dimenzijama zanemarivima u odnosu na duljinu
govorimo o koordinatama tezista linija L:
ZLi'Xi. ZLi'yi.
e T

2, =LLZ @®.7)

gdje je L, —duljina i-tog dijela linije, a L — ukupna duljina linije.

Kada djeli¢e volumena, odnosno povrsina, odnosno linija u¢inimo diferencijalno malima, tada
sume u izrazima (8.5) — (8.7) prelaze u integrale po volumenu, odnosno povrsini, odnosno liniji.

8.4. POLOZAJ TEZISTA NEKIH HOMOGENIH LINIJA I PLOHA

Pri odredivanju tezista tijela treba uoditi eventualnu simetriju tijela s obzirom na neku ravninu,
os ili pak to¢ku simetrije, kada teziste leZi u ravnini simetrije, odnosno na osi simetrije, odnosno
u tocki simetrije. 1z svojstva simetrije slijedi da se teziSte homogenog kruznog prstena, kruzne
ploce, pravokutnog paralelopipeda ili pak kugle nalazi u tocki koja predstavlja geometrijski
centar simetrije tog tijela.

209



Ako tijelo mozemo rastaviti na konacan broj takvih dijelova za koje su poznati polozaji teZista,
tada teziSte tijela izraCunavamo neposredno pomocu izraza (8.5) — (8.7). Ako se pri tome
pojavljuje neki dio tijela koji je oduzet (,,izrezan”), vrijedit ¢e sve ranije reCeno ako volumenu,
odnosno povrsini, odnosno duljini tog dijela damo negativan predznak.

8.4.1. Izracunavanje tezista

Izracunavanje tezista sloZzenih volumena, ploha ili linija, osobito kada je rije¢ o ve¢em broju
osnovnih elemenata (dijelova za koje su poznati poloZaji tezista), mozZe se preglednije raditi s
pomocu tablice 8.1.

Tablica 8.1. Tabli¢ni izracun tezista za sloZzenu materijalnu liniju

L X; Yi Z; L Li-y; L -z
) I ) I ¢ I O I ) I (O e O

L1 X Y1 Z L1 X L1 Y1 L1 "

Lz X, Y, Z, Lz X% I—z Y, Lz "2,

Ln X Ya Z, I-n X, I—n Y I—n -,

le ZLi'Xi ZLi'yi ZLi'Zi
U stupac (1) unosimo duljine pojedinih linija, u stupce (2) do (4) koordinate tezista tih linija,
dok u stupcima (5) do (7) izraunavamo umnosSke duljina i odgovaraju¢ih koordinata.
Sumiramo zatim stupce (1) i (5) do (7) pa dijeljenjem sume stupca (5) sa sumom stupca (1)
dobijemo koordinatu X teziSta, a zatim na isti nac¢in odredujemo i koordinate tezista y i z.

8.4.2. Teziste kruznog luka

Neka je zadan kruzni luk radijusa R sa srediSnjim kutom 2« (slika 8.3.). Zbog simetrije teziSte
tog luka lezi na osi Ox.

A
Slika 8.3. TeZiste kruznog luka
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Koordinatu X, odredit ¢emo s pomocu elementarnih lukova duljine AL, kada je prema prvom
od izraza (8.7):

DSLex D AlL-x
XT = = .
L L
Buduc¢i da je (slika 8.3.):

X, =R-cosg,; Ay, =Al-cosg; Al-x =Al-R-cosg =R-Ay,,

mozemo pisati:

> AL-x =R-> Ay;=R-AB=R-2-R-sina=2-R*-sina, L=2-R-a

XT:R-zna. (8.8)

8.4.3. Teziste trokuta

TeziSte trokuta nalazi se u sjecistu teZisnica (spojnica vrhova trokuta s polovistem nasuprotnih

stranica — slika 8.4.). Toc¢ka T dijeli pri tom svaku teziSnicu u omjeru 1:2 (npr. TD=BD/3 ).
Stoga bez posebnog izvodenja zakljuujemo da je teziSte trokuta na 1/3 visine od baze,
odnosno 2/3 visine od vrha trokuta.

B

Slika 8.4. TeziSte trokuta
8.4.4. Teziste kruznog isjecka

Neka je zadan kruzni isjecak radijusa R sa srediSnjim kutom 2« (slika 8.5.). Zbog simetrije
teziSte isjecka lezi na osi Ox . Koordinatu x; odredit ¢emo uz pomo¢ elementarnih istokra¢nih

trokuta baze Al i kraka R, a prema (8.6):

Xr _LMX .
A

Kada je kut A¢. malen, moze se povrSina AA kruznog isjeCka racunati kao povrSina
jednakokraénog trokuta visine R, s teZiStem na 2/3 visine od O:
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1 2
AA =—-R-Al,, x=—-R-cosg,,
A=3 i 3 P
pa je

1 2 1 1
AA -x ==-R-Al -=-R-cosg ==-R?-Al. -cosp. ==-R?- Ay..
A‘ 1 2 1 3 wl 3 1 ¢| 3 yl

A
Slika 8.5. TeZiSte kruznog isjecka

Brojnik i nazivnik izraza (8.6) sada su:

> AA X, =1-R2-2Ayi _l R AB-2.R’sine, A=2.1.R2.a=R*.q,
3 3 3 2
pa je polozaj kruznog isjecka
2 R-sina
=2 1= (8.9)
3 a
Primjer 8.1.
SlozZena materijalna linija prikazana je na slici 8.6.a.
a) b)
Ya VA
- R i
I q
®
R oT,
2

3

X X
O > O >

Slika 8.6. Primjer 8.1.: a) zadana linija, b) zadana linija podijeljena na oshovne linije.
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Valja odrediti koordinate teziSta ako je zadano R=2m.

Rjesenje:

Slozena linija moze se podijeliti na tri jednostavne linije: dvije duzine i polukruznicu (slika
8.6.b), a koordinate teZiSta slozene linije odreduju se prema izrazima (8.7):

X :Ll'XT1+L2'XT2+L3'XT3. y :L1'yT1+L2'yT2+|—3'yT3.

' L+lL+l, T L+lL+l
gdjesu L, L, i L, duljine osnovnih linija, & Xy, Yy1s Xro, Y100 | X3, Yy KOOrdinate teZista
svake od tih linija.

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate teZiSta pojedinih jednostavnih linija jesu:

Xy =0,5-R, y;=3-R; X,=0, y;,=2,5R;

x, =R _p SN0 _2R_ 4 6366.R, y., =R,
a /2 7

a njihove duljine iznose:
L=R; L =R; L =R-7=31416-R.
Koordinate teZista zadane sloZene linije su
« ~ R-0,5-R+R-0+3,1416-R-0,6366- R
T R+R+31416-R
_R-3:R+R-2,5-R+3,1416-R-R
4 R+R+3,1416-R

=0,486-R=0,486-2=0,972m,

=1681-R=1,681-2=3,362m.

PolozZaj tezista mogli smo izracunati s pomocu tablice prikazane u dijelu 8.4.1.:

L; X; Yi Li - X Li-y,

R 0,5R 3R 0,5R? 3R?

R 0 2,5R 0 2,5R?
3,1416R  0,6366R R 2R?  3,1416R?
5,1416R 2,5R*  8,6416R’

Sada bismo dijeljenjem sume Cetvrtog stupca sa sumom prvoga dobili koordinatu x;, dok

bismo dijeljenjem sume petog stupca sa sumom prvoga dobili koordinatu vy :

2 2
x =—29R° 0 4g6.R=0,972m, y, = 20410R
51416 R

= =1,681-R=3,362m.
5,1416-R

Primjer 8.2.

Potrebno je odrediti koordinate teziSta za slozenu materijalnu liniju sastavljenu od triju duzina
I Cetvrtine kruznice radijusa R (slika 8.7.). Zadano je: R=1,5m.
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2R

0O R 1.4R

> - 2
a L

Slika 8.7. Primjer 8.2.

Rjesenje:
Slozena linija moze se podijeliti na Cetiri jednostavne linije: tri duZine i ¢etvrtinu Kruznice.

Koordinate tezista slozene linije odreduju se prema izrazima:

" :Z;LX yT:¥' i=1,23,4.

1
g
L g T .
® = ® : “\.,/:‘
o T
. d"
“\2:) e } \\'\I 4 5 X

O
Slika 8.8. Primjer 8.2.: Slozena materijalna linija podijeljena na osnovne linije

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate teZista pojedinih jednostavnih linija (slika
8.8.) jesu:

Xxn=05-R, yp=R, Xp=R, y,=05R, X3=L7-R, yr3=R;
Xy =2,4-R+d-cos45°, vy, =d-sin45°,
gdje je uz

d :R.m:R.%:ﬂ.ﬂ:L.ﬁ
a /4 T 2 V1

X, =2,4-R+ 2R . §_24 R+2R _3037.R
T T

Vg = =27 _0,637-R.
T

2-Rﬁ.%_2'R
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Duljine pojedinih linija jesu:
L= (2-R)2+R2=2,236-R; L,=R, L, =14-R; L4=R-%=1,571-R,

pa slijede koordinate teziSta zadane slozene linije:

“ = 2,236-R-0,5-R+R-R+1,4-R-1,7-R+1,571-R-3,037-R

T =1,493-R=2,240 m;
2,236-R+R+1,4-R+1571-R

~2,236-R-R+R-0,5-R+1,4-R-R+1,571-R-0,637-R

Yt =0,828-R=1242m.
2,236-R+R+1,4-R+1,571-R

Primjer 8.3.

Zatvorena prostorna slozena materijalna linija sastavljena je od triju duzina i cetvrtine kruznice
(slika 8.9.a). Valja odrediti koordinate teziSta. Zadano je: R=2m.

_ a) b,
Z A Za
'y -k
3R r o 3R
o
.y 2

TR 3 H

0] ¥ Y 9 _. N / _‘l’_..-l
R doT, 4
X‘ .\"

Slika 8.9. Primjer 8.3.: @) zadana sloZena linija, b) sloZena linija podijeljena na osnhovne linije.
RjeSenje:
Slozena linija moze se podijeliti na Cetiri jednostavne linije: tri duzine i Cetvrtinu kruznice (slika
8.9.b).

Koordinate teZista slozene linije odreduju se prema izrazima:

L - X L -y,

L.z
zT:%; i=1234.

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate teZiSta pojedinih jednostavnih linija jesu:
X11=0,5-R, y;;=0, z;=15-R; X;,=0, y;»,=0, z,=15R;
Xr3=0, Y13=05-R, z;3=0; X; =d.cos45°, y;, =d-sin45°, z., =0,

gdje je

215



d:R.m:R.w:ﬂg:ﬂ.@
T

a /4 T
Xr, =0 -C0s45° =Z—R:O,637-R, Yy, =d-sin45’ :2'—R=0,637-R.
T T

Duljine pojedinih linija su:
L, =y(3-R)?+R?=3162-R, L,=3-R, L,=R, L4:R-%:1,571-R,

pa je ukupna duljina sloZene linije:
L= Z L, =3162-R+3-R+R+1,571-R=8,733-R.

Koordinate tezista zadane slozZene linije sada su:

. _3,162-R-0,5-R+3-R-0+R-0+1,571.R-0,637-R
T 8,733-R

- 3,162-R-0+3-R-0+R-0,5-R+1,571-R-0,637-R

=0,296-R=0,592 m;

=0,172-R=0,344m;

Yr 8,733-R
s - 3,162-R-1,5-R+3-R-1,5-R+R-0+1,571-R-0 ~1,058-R=2,116m.
8,733-R
Primjer 8.4.

Prostorna sloZzena materijalna linija sastavljena je od triju duZina i Cetvrtine kruznice (slika
8.10.). Valja odrediti koordinate tezista. Zadano je: R=2,4m.

2R

Slika 8.10. Primjer 8.4.
RjeSenje:
Slozena linija moze se podijeliti na Cetiri jednostavne linije: Cetvrtinu kruznice i tri duzine (Slika
8.11.).
Koordinate teZista slozene linije odreduju se prema izrazima:

L Li - y; Lz ;
xT:ZT; yT:z—Ly; zT:ZL o 1=12,34.
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D
T]
o 4
B S
///’/ O - "4'_\
e (\ /
T - ~ h -
W) T, o
T3 ° T4
(3)

Slika 8.11. Primjer 8.4.: SloZena materijalna linija podijeljena na osnovne linije

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate tezista pojedinih jednostavnih linija jesu:
Xr, =d-cos45°, y,; =0, z;;=d-sin45°, x,=R, y;,=R, z,=0;

Xr3=R, Y3=2-R, 7z3=-0,5-R; X;, =0,5-R, y;, =2-R, 7, =-0,5-R,

gdje je
g_gSina_psinds 4R V2_2R 5
a /4 T 2 V3
pa je
XTl__Rfizz'_zo,GgrR, 7, = 2R ﬁ.ﬁf_R_o 637-R.
V4 2 V4 Vs 2 Vs

Duljine pojedinih linija su:

H:R-%:LS?LR, L,=2-R, L,=R, L,=vR?+R? =1414-R,
pa je ukupna duljina slozene linije:

L:ZLi =1571R+2R+R+1,414R =5,985R..

Iz ranije danih izraza sada dobijemo koordinate teZiSta zadane sloZene linije:

1,571-R-0,637-R+2-R-R+R-R+1,414-R-0,5-R

X; = 2" _0,787-R=1,889m;
5,985- R
y ~LSTLRO+2:RR+R2RHLAR2R )1y oo oag
5,985- R

1,571-R-0,637-R+2-R-0+R-(-0,5-R)+1414-R-(-0,5-R)
5,985 R

;=

z. =-0,034-R=-0,082m.
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Primjer 8.5.

Valja odrediti koordinate teZiSta zadane sloZzene materijalne plohe (slika 8.12.). Zadano je:
R=0,6m.

Slika 8.12. Primjer 8.5.

RjeSenje:

Zadana sloZena ploha moze se dobiti ako se od plohe 1 — pravokutnik dimenzija 5,2-Rx3-R,
oduzmu ploha 2 — ¢etvrtina kruga radijusa R i ploha 3 — pravokutni trokut kateta—1,2-Rx3-R
(slika 8.13.). PovrSine ploha koje se oduzimaju pri tom su negativne.

1.2R
Y o <2 »
ey

d Y
T; \2‘/‘ \_3/ T3
®

3R — 3R

.HH

v X v

5,2R

) -

Slika 8.13. Primjer 8.5.: SloZena materijalna ploha podijeljena na osnovne plohe

Koordinate tezista slozene plohe odreduju se prema izrazima:

oADK 2AYL s
A A

gdjesu A, A, i A, povrSine jednostavnih (osnovnih) ploha, @ X;;, Yo, X100 Vo0 Xp3 1 Vs
koordinate teZiSta svake od jednostavnih ploha.

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate teZiSta pojedinih jednostavnih ploha jesu:
X, =2,6-R, y;;=15-R; x;,=d-cos45", y,=3-R-d-sin45",

xT3=5,2-R—%-1,2-R=4,8-R, yTS:%B-R:Z-R,
gdje je
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g-2.g.Sna_2 o sinds 8RV2_4R 5
3 a 3 /4  37m 2 T
odnosno

o AR N2 _AR G ir g car R G Y2 s AR e
3.7 2 3z -7 2 3
a povrsine razmatranih ploha iznose:
A =52-R-3-R=15,6-R*, A =—%-7r-R2 =-0,785-R?,

A :_%-1,2-R-3R=—1,8-R2.

PovrSina zadane sloZene plohe je:
A=ZA =15,6-R*-0,785-R*-1,8-R? =13,015-R?,

pa su trazene koordinate teZista te plohe:

. _15,6-R*-2,6-R-0,785-R?-0,424-R-1,8-R*-4,8-R

: . =2,427-R=1,456 m;
13,015-R

15,6-R*-1,5-R-0,785-R?-2,576-R-1,8-R*-2-R

=1,366-R =0,820 m.
Vi 13,015 R?

Primjer 8.6.

Potrebno je odrediti koordinate teZisSta zadane sloZene materijalne plohe (slika 8.14.). Zadano
je: R=0,4m.

3,6R

A

Slika 8.14. Primjer 8.6.

RjeSenje:

Zadana slozena ploha moze se dobiti ako se od pravokutnika (1) dimenzija 6,5-Rx3,6-R
oduzmu polovina kruga radijusa 2R (2) i pravokutni trokut (3) kateta 1,5-Rx3,6-R (slika
8.15.), pri ¢emu su povrsine ploha (2) i (3) negativne.

Koordinate teZista slozene plohe odreduju se prema izrazima:

219



ZA'Xi; yT:zpﬁ'yi_ i=123.

A A
3
3 3
3.6R e 3.6
L]
Tz? 2R i
x g !
o I r
< 6,5k N SR

Slika 8.15. Primjer 8.6.: SloZzena materijalna ploha podijeljena na osnovne plohe
U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate teZiSta pojedinih jednostavnih ploha jesu:
X, =3,25-R, y;;=18-R; X, =3-R, y;,=d,

XT3=6,5-R—%~1,5~R=6-R, yT3=%~3,6-R=1,2-R;
gdje je
i ino0"  4-(2-R
d=E.(2.R)._S'r1a=E.(2.R).Sm90 - ( )=0,849-R,
3 a 3 /2 3z

Y., =d =0,849-R.

PovrSine razmatranih ploha su

A =65R-36-R=234-R*, A :—%-ﬂ-(Z-R)Z =-2-7-R*=-6,283-R?,

Aa=—%-1,5-R-3,6-R=—2,7-R2.

Slijedi povrSina zadane sloZene plohe:
A=ZA1 =23,4-R*-6,283-R*-2,7-R*=14,417 R?,
pa su trazene koordinate teZista te plohe:

. _ 23,4-R%*-3,25-R-6,283-R*-3-R-2,7-R*-6-R

: . =2,844-R=1138m;
14,417-R

y _ 23,4-R*-1,8-R-6,283-R*-0,849-R-2,7-R*-1,2-R
! 14,417 -R?

zabatciza vieze: [N oz

Zadatak 8.1. Valja odrediti koordinate teZiSta za sloZzenu materijalnu liniju sastavljenu od
polukruznice, duZine i Cetvrtine kruznice (slika Z.8.1.). Zadano je: R.

=2,327-R=0,931m.
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0
Slika 2.8.1. Zadatak 8.1.
Zadatak 8.2. Valja odrediti koordinate teziSta za sloZzenu materijalnu plohu (slika Z.8.2.).
Zadano je: R.
yA

Slika Z.8.2. Zadatak 8.2.

8.5. PAPPUS-GULDINOVA PRAVILA

1. PRAVILO: PovrSina plohe koja nastaje rotacijom homogene linije oko osi koja lezi u
ravnini te linije i koja ju ne sijece, jednaka je umnoSku duljine te linije i duljine luka koji opise
njezino teziste pri toj rotaciji.
Dokaz ovog pravila moZe se izvesti prema slici 8.16.
AKo se s Al oznaci elementarni djeli¢ krivulje ab, tada je povrsina koja se dobiva zakretanjem
tog djelica:

AA =2-7-X -Al,
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a ukupna povrsina bit ¢e suma tih, elementarnih povrsina:

A=Y AA =27 Al-X .

yl\

Slika 8.16. Prvo Pappus-Guldinovo pravilo

Buduc¢i da je:
DAL =Lex,
slijedi:
A=2-7-% -L. (8.10)

2. PRAVILO: Volumen tijela koje nastaje rotacijom zatvorene ravne plohe oko osi koja lezi u
ravnini te plohe, ali ju ne sijece, jednak je umnoSku povrsine te plohe i duljine luka koji opise
njezino teziste pri toj rotaciji.

Promotrimo elementarnu povrSinu AA stranica Ax odnosno Ay, udaljenu za x; od promatrane
osi (slika 8.17.).

Volumen koji nastaje rotacijom povrSine AA oko osi y jednak je volumenu Supljeg valjka.
Radijusi baze tog valjka su:

R]_:Xi_% | R2:Xi+%,

pa je elementarni volumen:

AV, =7-RZ-Ay—7-R-Ay,
Ax ) Ax Y
AVi:ﬂ-(xi+7J -Ay—ﬂ-(xi—7] Ay =27 X - AX- Ay
ili
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AV, =2.7-% -AA.

Slika 8.17. Drugo Pappus-Guldinovo pravilo
Dalje je:
V=Y AV, =272 AA X,

a budu¢i da vrijedi jednakost:

D AA X =AX,
konac¢no dobijemo:
V=2-7-%"A. (8.11)

Primjer 8.7.

Potrebno je odrediti uz pomo¢ prvog Pappus-Guldinova pravila povrsinu rotacijske plohe
nastale rotacijom zadane linije oko osi x (slika 8.18.). Zadano je: R=1,8m.

Ya

A5~

O, 2R 3R |
Slika 8.18. Primjer 8.7.
Rjesenje:
Zadana materijalna linija pri rotaciji oko osi x opisuje rotacijsku plohu povrSinu koje
odredujemo s pomocu prvog Pappus-Guldinova pravila:

A =2z-L-y,,

gdje je L ukupna duljina slozene linije, a y, koordinata teZiSta zadane slozene linije.
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U svrhu odredivanja potrebne koordinate tezista y, zadanu slozenu liniju dijelimo na dvije
duzine i ¢etvrtinu kruznice (slika 8.19.).
Ya

2 T,

Slika 8.19. Primjer 8.7.: Zadana sloZena linija podijeljena na osnovne linije

Trazenu koordinatu teziSta odredujemo prema izrazu:
Z L - Y.
==_"": i=12,3.
Yr L

U odnosu na zadani koordinatni sustav y koordinate tezista pojedinih jednostavnih linija jesu:

Y;,=0,5-R, y,=R, Yyp,=d-sin45",

d:R-SmTazR-SIn% :2\/§.R, ngﬂ,\/ﬁ.ﬁzﬂzo,eg?ﬂ,
a /4 7 7T 2 T

a njihove duljine iznose:

L =y(2-RY+R*=2,236-R; L, =3-R; L3=¥=1,571-R.

Ukupna duljina slozene linije je
L=L+L,+L,=2,236-R+3-R+1,571-R=6,807-R.
Ya

"H

Slika 8.20. Primjer 8.7. Rotacijska ploha nastala rotacijom sloZene linije oko osi x
Koordinata tezista je

~2,236-R-0,5-R+3-R-R+1,571-R-0,637-R
6,807-R

=0,752-R=1,354m.

Yr

Oplosje nastale rotacijske plohe (slika 8.20.) je
A=2-7-L-y.=2-7-6,807-R-0,752-R =32,163-R* =104,208 m”.
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Primjer 8.8.

Slozena materijalna linija prikazana je na slici 8.21.a. Valja odrediti povrSinu rotacijske plohe
nastale rotacijom zadane linije oko osi y. Zadano je: R=0,3m.

a) b) v, c)
VA Ya
2R o I
Y ) S
R T2 d
. ~ ¥ X X
0O = » 0 » .

Slika 8.21. Primjer 8.7.: a) zadana sloZena linija, b) sloZena linija podijeljena na osnovne linije, c)
rotacijska ploha nastala rotacijom zadane linije oko osi y.

Rjesenje:
Zadana materijalna linija pri rotaciji oko osi Yy opisuje rotacijsku plohu povrsinu koje
odredujemo s pomocu prvog Pappus-Guldinova pravila:

Ay =2r-L-X;,
gdje je L ukupna duljina slozene linije, a x, koordinata teZiSta zadane slozene linije.
U svrhu odredivanja potrebne koordinate tezista X, zadanu slozenu liniju podijelit ¢emo na
dvije jednostavne: jednu duzinu i ¢etvrtinu kruznice (slika 8.21.b).
Koordinatu tezista x, odredujemo prema izrazu:

X, = L1'XT1+L2'XT2

L=
L+L,

gdjesu L, i L, duljine jednostavnih linija, a x;, i X;, koordinate tezista svake od linija.

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate teZiSta pojedinih jednostavnih linija jesu:

X, =R; X;,=R—d-c0s45 :R—ﬂ-ﬁ-Q:R—Q:O,%&R,
Vd 2 V4
jer je
gog.SiNe_psin4s 4R 2 _2R 5
a /4 T 2 7T

Ukupna duljina slozene linije je
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L=L1+L2=2~R+L2R=3,571~R,
jer je
L =2R, L2=¥=1,571~R.

TraZena koordinata tezista je

. _ 2.R-R+1,571-R-0,363-R
T 2-R+1,571-R

=0,720-R=0,720-0,3=0,216 m,

pa je povrsina rotacijske plohe:
A =2-7-L-X =2-7-3571-R-0,720-R =16,155-0,3* =1,454 m*,
Primjer 8.9.

Valja odrediti s pomoc¢u drugog Pappus-Guldinova pravila volumen rotacijskog tijela nastaloga
rotacijom zadane plohe oko osi x (slika 8.22.). Zadano je: R=0,9m.

Ya

3R

Slika 8.22. Primjer 8.9.
RjeSenje:
Pri rotaciji zadane plohe oko osi x nastaje rotacijsko tijelo obujam (volumen) kojega mozemo
dobiti s pomocu drugog Pappus-Guldinova pravila:
V,=2-7-A-y;,
gdje je A ukupna povrSina, a y, koordinata teziSta zadane plohe, odnosno udaljenost teZista
od osi oko koje se vrsi rotacija.

.
" 2

T
T, N

)

&

X

© 3R

>

[
»

Slika 8.23. Primjer 8.9.: Zadana sloZena ploha podijeljena na osnovne plohe
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U svrhu odredivanja potrebne koordinate teziSta y; zadana sloZena ploha dijeli se na dvije
osnovne plohe: trokut i ¢etvrtinu kruga (slika 8.23.), pa je

:A1'yT1+A2'yT2
A+hA

gdjesu A i A, povrSine jednostavnih ploha, a y;, i y;, koordinate tezista svake od ploha.

Yr

U odnosu na zadani koordinatni sustav koordinate tezisSta osnovnih ploha jesu:

yT1=1-2-R=0,667~R, Yr, =d -sin45°=&—R-x/§-£=&—R=O,849-R,
3 37 2 3z

jerje

2 sine 4 _ sind5 16-R 2 8-R
d==.(2-R)- 2= -2.R. - Ne_ 2R 2.
3 (2R)-=> 2 3.7

a 3 /4 3z

Ya

A

Slika 8.24. Primjer 8.9.: Rotacijsko tijelo nastalo rotacijom sloZene plohe oko osi x

Povrsine osnovnih ploha iznose:

(2-R)27r

AF%'3~R~2~R:3~R2 i A= =r-R?*=3,142-R?,

pa je ukupna povrsina sloZene plohe:
A=A+A =3-R*+3,142-R* =6,142-R?,
nakon ¢ega izracunavamo koordinatu y, tezista:

_ 3-R*.0,667-R+3,142-R*-0,849-R
3-R*+3,142-R?

=0,760-R=0,684 m.

Yt

Obujam nastalog rotacijskog tijela (slika 8.24.) jest:
V,=2-7-A-y,=2-7-6,142-R*-0,760-R = 29,329-R® = 29,329-0,9° = 21,381 m°.
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Primjer 8.10.

Valja odrediti volumen rotacijskog tijela nastaloga rotacijom zadane plohe oko osi y (slika
8.25.) koristenjem drugog Pappus-Guldinova pravila. Zadano je: R=1,2m.

Y

3R

Slika 8.25. Primjer 8.10.
RjeSenje:
Pri rotaciji zadane plohe oko osi Y nastaje rotacijsko tijelo. Obujam (volumen) tako nastalog
tijela moZe se dobiti s pomoc¢u drugog Pappus-Guldinova pravila prema:

V,=27-A-X,
gdje je A ukupna povrsina slozene plohe, a x; koordinata teZiSta zadane sloZene plohe.

Koordinatu teziSta x; odredujemo prikazom zadane sloZene plohe s pomocu triju jednostavnih
ploha na nacin da od pravokutnika dimenzija 3-Rx3,4-R oduzmemo trokut dimenzija
3-Rx2,4-R i ¢etvrtinu kruga polumjera R (slika 8.26.).

Ya
—x ,.\I A
\ 3," Ta./ d R
—x
L 34R
2,4R
o
v X .
- 3R N < 3R o

Slika 8.26. Primjer 8.10.: Zadana sloZena ploha podijeljena na osnovne plohe
TraZena koordinata teZista sada je:
_ Ai'XTl_Az'XTz_As'XTs .
A-A-A

pri ¢emu su koordinate tezista svake od osnovnih ploha:

Xy
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xT1:%~3~R:1,5-R; X, _2.3.R=2.R;

>3
X5 =3-R—d-c0os45’ :3-R—ﬂ-\/§-£:3-R—ﬂ:2,576-R,
3-7 2 3-7
jer je
g_2.gSina_2 o sin45 B8R 2_4R g

a 3 7/&4 37 2 371

PovrsSine osnovnih ploha iznose:

2
=3-R-3,4-R=10,2-R?; =—1-3.R.2,4-R=—3,6-R2; __ Rz =-0,785-R?,
2 4

tako da je ukupna povrsina sloZene plohe:
A=A-A -A=10,2-R*-3,6-R*-0,785-R* =5,815-R*.
Trazena koordinata teziSta iznosi:

10,2-R*-1,5-R—3,6-R*-2-R-0,785-R?-2,576-R
5,815-R’

X7

=1,045-R=1,254 m.

Obujam nastaloga rotacijskog tijela (slika 8.27.) jest:

V,=2-7-A-x; =2-7-5815-R*-1,045-R =38,181-R* = 38,181-1,2° = 65,98 m° .

X

Slika 8.27. Primjer 8.10.: Rotacijsko tijelo nastalo rotacijom sloZene plohe oko osi y

zapatciza viEzsy: NN o

Zadatak 8.3. Valja odrediti koordinate teziSta za sloZzenu materijalnu liniju sastavljenu od
polukruznice i dvije duzine. Potrebno je, takoder, izraCunati povrSinu plohe nastale rotacijom
zadane linije oko osi x odnosno y (slika Z.8.3.). Zadano je: R.
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Slika Z.8.3.: Zadatak 8.3.
Zadatak 8.4.

Za slozenu materijalnu liniju sastavljenu od polukruznice i Cetiri duZine potrebno je odrediti
koordinate teziSta te izraCunati povrSinu plohe nastale rotacijom zadane linije oko osi X
odnosno Yy (slika Z.8.4.). Zadano je: a.

Ya

. X
O 3a 6a 9a
Slika Z.8.4.: Zadatak 8.4.

Zadatak 8.5. Za sloZzenu materijalnu plohu potrebno je odrediti koordinate tezista te izracunati
volumen rotacijskog tijela nastaloga rotacijom zadane plohe oko osi x odnosno Yy (slika

7.85.).

Zadano je: r.

I3 2r ~3r
Slika Z.8.5.: Zadatak 8.5.
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Zadatak 8.6.

Za slozenu materijalnu plohu potrebno je odrediti koordinate tezista te izraunati volumen
rotacijskog tijela nastaloga rotacijom zadane plohe oko osi x odnosno y (slika Z.8.6.).

Zadano je: r.

Slika Z.8.6.: Zadatak 8.6.
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9. TRENJE

9.1. VRSTE TRENJA

U dosadasnjim razmatranjima susretali smo idealizirane veze, tj. pretpostavljali smo da su
dodirne povrsine idealno glatke, te da se reakcije poklapaju s pravcem normale. Iskustvo
pokazuje da se na neko tijelo, koje se nalazi na drugom tijelu, mora djelovati odredenom silom
(vu¢nom) da bi ono kliznulo po povrsini drugog tijela. Toj aktivnoj sili suprotstavlja se sila u
ravnini medusobnog dodira tijela koja se naziva sila trenja. Sila trenja jest vanjska pasivna sila.

Sila trenja posljedica je hrapavosti dodirnih povr§ina, materijala od kojih su izradena tijela;
ovisi 0 nacinu podmazivanja, povrSinskom pritisku i sli¢no, tako da predstavlja vrlo slozen
matematicko-fizikalni problem.

Ovisno o stanju povrsina u dodiru razlikuje se suho trenje (bez podmazivanja) i polusuho trenje
(s podmazivanjem). U ovim ¢e se skriptama razmatrati suho (Coulombovo) trenje.

Trenje nadalje dijelimo na trenje mirovanja ili staticko trenje i na trenje klizanja ili kinemati¢ko
trenje.

Medutim, u inzenjerskim prora¢unima i uz zadovoljavajuc¢u to¢nost, dovoljno je poznavati
nekoliko osnovnih pretpostavki nastalih na temelju niza pokusa, a nazivaju se zakoni trenja
(Coulombovi zakoni):

1. Pri nastojanju da se jedno tijelo pomakne po povrSini drugog tijela, u dodirnoj povrsini
nastaje sila trenja F; . Intenzitet sile trenja moze poprimiti vrijednosti od 0 do F, koja se
naziva granicna sila trenja 1 uvijek je usmjerena u suprotnu stranu od one u koju vanjske

aktivne sile nastoje pomaknuti tijelo.

2. Velicina granicne sile trenja jednaka je produktu statickog koeficijenta trenja i normalnog
pritiska (odnosno normalne reakcije):

Fro = 1o - Fy ©.1)

gdje je u, — staticki koeficijent trenja koji je bezdimenzionalna veli¢ina; odreduje se
eksperimentalno i ovisi o materijalu tijela u dodiru te o stanju dodirnih povrsina (obrada,
temperatura, podmazivanje i sli¢no). Veli¢ina granicne sile trenja, u dovoljno Sirokoj oblasti,
ne ovisi o veli¢ini dodirnih povrsina.

Iz prvoga i drugog zakona slijedi da je, pri ravnotezi tijela, sila trenja u mirovanju manja ili
jednaka grani¢noj sili trenja:

Fr<u,-Fy, (9.2)
tj. sila trenja u mirovanju dostize vrijednost grani¢ne sile trenja samo u grani¢énom slucaju

ravnoteze, veli¢ina joj ovisi o djelovanju vanjskih aktivnih sila i ne moze prijec¢i vrijednost
F

Tor*
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Kada pod djelovanjem vanjskih aktivnih sila nastupi gibanje tijela, sila trenja se smanjuje, pa
je njezina veza s normalnom reakcijom podloge dana izrazom:

Fro=m - Fy, (9:3)

gdje je F;, silatrenja klizanja (kinematicka sila trenja), a 4, je kinematicki koeficijent trenja
ili koeficijent trenja klizanja. Kinematicki koeficijent trenja uvijek je manji od stati¢kog
koeficijenta trenja (4, < 14,) 1 to za 20 % do 30 %, kako je to prikazano dijagramom na slici

9.1.

.N‘FT
=
& stati¢ko trenje kinematic¢ko trenje
= . : Lo
=P (mirovanje) (gibanje)
g e o= F
IR, Fo
Ik - \ Il F
—)
F.J.
c — Fy
vuéna sila

Slika 9.1. Staticki i kinematicki koeficijent trenja

Iz dijagrama je vidljivo da ¢e u slu¢ajevima kada je vu¢na sila F viSestruko veca od sile trenja
F; , odnosno pri velikim brzinama tijela, do¢i do daljeg smanjivanja kinematickog koeficijenta

trenja 1, .

9.2. REAKCIJA HRAPAVE VEZE. KUT TRENJA

Zarazliku od ranije proucavanih veza bez trenja (idealne veze), kod kojih su reakcije usmjerene
duz zajednicke normale na mjestu dodira, kod realnih (hrapavih) veza reakcija podloge sastoji
se od dviju komponenata: normalne reakcije F isile trenja F; koja je na nju okomita. Prema

tome, ukupna reakcija hrapave podloge zatvara neki kut ¢ s normalom (slika 9.2.).

Slika 9.2. Reakcija hrapave veze i kut trenja

Ovisno o veli¢ini sile trenja taj se kut mijenja od nule do neke grani¢ne vrijednosti ¢,. Ta

najveca vrijednost kuta ¢ naziva se kut trenja. Sa slike 9.2. slijedi:

tan g, = 1o - 9.4
an g, =% = . (9.4)
N
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Ako na tijelo koje se nalazi na hrapavoj povrsini (slika 9.3.) djeluje sila F , koja s normalom
zatvara kut o, tijelo ¢e se pomaknuti samo tada kada je:

F Fcosa

B

Tear

=}

Slika 9.3. Uvjet za mirovanije tijela

F-sina>F,,

=, F-cosa,
tj. ako je:
tana > y, =tan ¢,
odnosno:
a>@,.
Dakle, ako je kut o manji od kuta trenja ¢,, ne¢e do¢i do pomicanja tijela bez obzira na
veli¢inu sile F . Ovim se objasSnjava pojava samokocnosti tijela.

9.3. EKSPERIMENTALNO ODREDIVAN]JE KOEFICIJENTA TRENJA

Staticki koeficijent trenja mozemo odrediti jednostavnim pokusima uz pomo¢ uredaja
shematski prikazanih na slikama 9.4.a i 9.4.b. Svrha pokusa jest da se ,,snimi” grani¢ni polozaj
ravnoteze, tj. polozaj neposredno prije nego Sto nastupi gibanje razmatranog tijela.

Kod uredaja na slici 9.4.a postupno povec¢avamo tezinu tereta F;,, dok kod uredaja na slici

9.4.b postupno povecavamo kut nagiba grede « .
Iz uvjeta ravnoteze tereta na nepomi¢noj hrapavoj podlozi (slika 9.4.a) slijedi:

> F,=0: F,-F,=0, F

Tor

= Fg,;
> F,=0:, F,-F,;=0, F,=Fg;
gdje je F, ukupna tezina tereta u grani¢nom poloZaju ravnoteze.

Koeficijent trenja je
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F

G2

Slika 9.4. Eksperimentalno odredivanje koeficijenta trenja: a) tijelo na nepomicnoj hrapavoj, ravnoj
podlozi, b) tijelo na hrapavoj, pomicnoj kosini.

Iz uvjeta ravnoteZe tereta na pomi¢noj hrapavoj kosini (slika 9.4.b) slijedi:

> F,=0: -F;-sina+F, =0, F

o o = F sina;
> F,=0: F,-F,-cosa=0, F,=F, cosa;
gdje je a kut nagiba kosine u grani¢cnom polozaju ravnoteze.

Koeficijent trenja sada je:

I:Tgr

My = =tanc.

N

Neke vrijednosti statickog koeficijenta trenja g, dane su u tablici 9.1.

Tablica 9.1. Neke vrijednosti statiCkog koeficijenta trenja .,

Materijal povrSina u dodiru o

Drvo na drvu 0,30-0,70
Celik na &eliku 0,10-0,20
Aluminij na ¢eliku 0,40 - 0,60
Celik na ledu 0,03 - 0,05
Koza na metalu 0,30 -0,60
Guma na asfaltu 0,90

Skije na snijegu 0,05-0,08

9.4. RAVNOTEZA PRI TRENJU

Proucavanje ravnoteze krutih tijela kada se uzima u obzir i trenje, svodi se najcesc¢e na
promatranje grani¢nog polozaja ravnoteze, kada sila trenja dostiZe svoju najvecu vrijednost.

Ako promatrani ravnotezni poloZaj nije grani¢an, silu trenja odredujemo iz uvjeta ravnoteze
kao 1 ostale nepoznate sile 1 ona je manja od svoje grani¢ne vrijednosti.
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Primjer 9.1.

Tijelo | tezine F, lezi na hrapavoj horizontalnoj podlozi, a na njemu se nalazi tijelo 11 teZine
F.,. koje je uzetom AB vezano za vertikalni zid (slika 9.5.). Odrediti najvecu silu F kojom
se smije djelovati na tijelo I pa da sustav ostane u stanju mirovanja.

Zadano je: F;, =300N, F;,=150N, =30", 4#=0,2.

U
Slika 9.5. Primjer 9.1.

Rjesenje:

Promotrit ¢emo granicni polozaj ravnoteZe u kojem ¢e sile trenja na svim dodirnim povrSinama

dosegnuti grani¢nu vrijednost. Oslobadanjem tijela I 1 II od veza i dodavanjem odgovarajucih
reakcija veza dobit ¢emo slobodna tijela (slike 9.6.a i 9.6.b), za koja moZzemo postaviti

odgovarajuce jednadzbe ravnoteze:

@) b)

Slika 9.6. Primjer 9.1.: Tijela sustava oslobodena od veza: a) tijelo 1, b) tijelo .
Uvijeti ravnoteze za tijelo | (slika 9.6.a) glase:
przo; —F;, —F, +F-c0s30° =0;
> F,=0: Fy-F,—Fy;+F-sin30 =0,
Uvjeti ravnoteZe za tijelo Il (slika 9.6.b) glase:
Y F =0 —Fg+F,=0;
D F,=0: Fy,—Fs,=0.

Dobili smo ¢etiri jednadzbe u kojima ima Sest nepoznanica: F, F,, F,, Fy,, Fr, | Fss.
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Trebaju nam, dakle, joS dvije jednadzbe koje slijede iz uvjeta grani¢nog slucaja ravnoteze, pri
¢emu je

Fn=uFai Fo=uF.
Rjesenje gornjih jednadzbi je

F,=150N; F,,=30N; F=124N.

Ocevidno je da ¢e promatrani sustav biti u ravnoteZi za sve veli¢ine sile F koje zadovoljavaju
nejednadzbu:

0<F<124N.

Primjer 9.2.

Potrebno je odrediti silu kocenja F na poluzi AB papucne koc¢nice koja ¢e osigurati jednoliko
spustanje tereta tezine F; (slika 9.7.). Teret je ovjeSen o koloturnik O1 oko kojega je namotano

uze koje se namata na bubanj radijusa R,. Bubanj je kruto spojen s koc¢ionim diskom radijusa

R, koji je u dodiru s papucom kocnice.

Zadano je: a=20cm, b=80cm, c=10cm, R,=20cm, R, =40cm, F; =5kN, ©£=0,4.
. a b

- > »

Slika 9.7. Primjer 9.2.

RjeSenje:

Iz uvjeta ravnoteze koloturnika O; (slika 9.8.a):
D> F,=0: 2.F-F;=0

dobije se:

F-fe_3_s5KN.
2 2

Bubanj s kocionim diskom, osloboden od veza, prikazan je na slici 9.8.b. Kako se promatra
grani¢ni slucaj ravnoteze, bit ¢e F; = y- F. Takoder, s obzirom na to da se zadatkom ne traze

komponente reakcije u O, dovoljno je postaviti samo jedan od uvjeta ravnoteze:
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D> My=0: -F-Ry+FR,=0,

odakle je sila trenja:

F.-R, 250,2
"R T 04
3 y
a)

F

Sy Y

Slika 9.8. Primjer 9.2.: Dijelovi kocnice kao slobodna tijela: a) koloturnik O1, b) bubanj s diskom.
Normalna komponenta sile kojom poluga djeluje na bubanj je
Fo=1 =12 313k,
u 0,4

Trazeni iznos sile F odredit ¢emo iz uvjeta ravnoteze poluge AB (slika 9.9.). Kako se ne trazi
veli¢ina reakcije u A, i ovdje je dostatno postaviti samo jednu od jednadzbi ravnoteze:

20 cm, 80 cm
FA.I A Y 77777777777777777777777777777777777777 B
- .
Fr 10 cm -
F,, F,

Slika 9.9. Primjer 9.2.: Kociona poluga kao slobodno tijelo
> M,=0: -F-100+F,-20-F;-10=0,
odakle je trazena sila:
F=0,5kN.
Primjer 9.3.

Tijelo | tezine F;, lezi na hrapavoj horizontalnoj podlozi, a tijelo Il teZine F;, na hrapavoj

kosini. Tijela su medusobno povezana uzetom koje ide preko koloture (slika 9.10.). Potrebno
je odrediti iznos tezine Fg, tijela | da bi sustav tijela bio u ravnotezi.

Zadano je: F;, =5kN, ©=0,2, o =30".
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Slika 9.10. Primjer 9.3.

RjeSenje:

Oba tijela oslobadaju se od veza na koja pored tezina F;, odnosno Fg, djeluju i reakcije veza:

sila F; kojom uZe djeluje natijela i koja ima pravac uzeta te sile kojima hrapave podloge djeluju

natijela: normalne sile i sile trenja. Sile trenja imaju pritom smjer suprotan od smjera moguceg
pomaka tijela (slika 9.11.). Dimenzije tijela su zanemarive, pa na svako tijelo djeluje

konkurentni sustav sila u ravnini.

Uvjeti ravnoteZe za drugo tijelo (slika 9.11.b) glase:
Y F =0 F,-sina-F-F,=0,
> F,=0: Fy,—F,-cosa=0,

pri ¢emu je zbog grani¢nog slucaja ravnoteze: F, = u-F,.

Fe F\F G2 300 /
‘s S
F, .

)
A

Iy ‘ \* *
£ N1 F o 30 \\\\

Slika 9.11. Primjer 9.3.: Tijela oslobodena od veza: a) tijelo |, b) tijelo II.

\l’><

A 4

Iz gornjih jednadzbi dobije se:
Fy, = F5,-C0sa =5-c0s30° =4,330 kN ;
F,=u-F,=02-4,330=0,866 kN
F,=F,,-sina—F,, =5-sin30°-0,866 =1,634 kKN .

Uvjeti ravnoteze za prvo tijelo (slika 9.11.a) glase:
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> F =0 F-F,=0,

> F,=0: F,-F;=0,
pricemuje F, =u-F,.
RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:

F, 1634

Fr=F=1634kN: Ry == =220 =817 KN,
pa je potrebna teZina prvog tijela:
Fe, = Fy =817 kN.
Primjer 9.4.
Tijela I'i 11, teZine F;, i F;,, leze na hrapavim kosinama. Tijela su medusobno povezana

uzetom koje ide preko koloture (slika 9.12.). Potrebno je odrediti interval vrijednosti tezine Fg,
tereta Il da bi sustav tijela bio u ravnotezi.

Zadano je: F;, =3kN, =01, =45, f=30".

Slika 9.12. Primjer 9.4.

RjeSenje:
Najprije trebamo osloboditi tijela od veza, dodati vanjske aktivne sile F;, i F;, te reakcije

veza: silu u uzetu Fg i reakcije hrapavih podloga: normalne sile i sile trenja. Dimenzije tijela
mogu se pritom zanemariti.

Kako je potrebno odrediti interval vrijednosti tezine F;,, promotrit ¢e se dva grani¢na slucaja
ravnoteze: prvi kada je teZina F;, toliko velika da tezi krenuti niz kosinu povlace¢i tijelo I uz
kosinu, i drugi kada je ta teZzina taman dovoljna da ne dopusti gibanje tijela I niz kosinu.

1. slucaj — odredivanje najvece vrijednosti tezine F,
Uvjeti ravnoteZe za prvo tijelo glase (slika 9.13.a):

> F,=0: —Fg-sina+F—F, =0,
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> F,=0: Fy,-Fy-cosa=0,

pricemuje F, =u-F,.

3007

Slika 9.13. Primjer 9.3.: Tijela oslobodena od veza za slucaj F, .. - @) tijelo 1, b) tijelo I1.

Iz gornjih jednadzbi dobije se:
Fro=u-Fy Fy =Fs -cosa=3-cos45 =2,121kN,
F,,=u-F,=01.2121=0,212 kN,
F, =Fs, -Sina+F,; =3-sin45° +0,212 = 2,333 kN .
Uvjeti ravnoteZe za drugo tijelo glase (slika 9.13.b):
D> F =0 F,-sing-F-F,=0,
> F,=0: F,—F,-cos3=0,
uz F,=u-Fy.
RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:
Fw=Fs,-cospB, F,=u-F,,-cosp,
Fe,-sinf—-F —u-F;,-cos =0,

Foo == s - 233 =5,643kN .
sinf—u-cosp sin30°—0,1-cos30°
2. slucaj — odredivanje najmanje vrijednosti tezine F;,
a) b,
I Il o
—Vk.\ F Frfz .

Slika 9.14. Primjer 9.3.: Tijela oslobodena od veza za slucaj Fg, ., - @) tijelo 1, b) tijelo I1.
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Uvjeti ravnoteZe za prvo tijelo glase (slika 9.14.a):
> F, =0 -—Fsina+F+F, =0,
> F,=0: Fy,-Fy-cosa=0,
stimdaje Fr, =u-F,.
Iz gornjih jednadzbi dobije se:
Fy = Fo, -C0Sar =3-00545" =2,121kN, F, = pu-F,=0,1.2,121=0,212 kN,
Fs =F, -sina—F;; =3-sin45"-0,212=1,909 kN .
Uvjeti ravnoteze za drugo tijelo glase (slika 9.14.b):
DY F,=0: Fg,sinf-F+F,=0,
Y F,=0: F,—Fs,-cos8=0,
pricemu je Fr, = u-F,.
RjeSavanjem gornjih jednadZbi dobije se:
Fne =Fsz-cos B, Fr = ukg, cos 3,
Fe,-sinf—F +u-F;,-cos f=0,

F, 1,909

Foo = =— =3,254kN.
sinf+u-cospf sin30°+0,1-cos30°

Dakle, da bi zadani sustav tijela bio u ravnotezi, teZina tijela Il mora biti u intervalu:

3,254 kN < F,, <5,643kN.

Primjer 9.5.

Potrebno je odrediti silu ko¢enja F na poluzi AB papucne koc¢nice koja ¢e osigurati jednoliko
spustanje tereta tezine F; (slika 9.15.).
F
| a <« b

< >

Slika 9.15. Primjer 9.5.
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Zadano je: a=1,2m, b=0,3m, R=0,2m, r=0,1m, F; =6kN, £#=0,3, o =25".
RjeSenje:

Moramo sva tijela u sustavu osloboditi od veza, dodati vanjske aktivne sile i reakcije veza te
postaviti odgovarajuée uvjete ravnoteze.

F T1‘7
FN]
Slika 9.16. Primjer 9.5.: Dijelovi sustava oslobodeni od veza: a) bubanj s kocionim diskom, b) teret.

Uvjeti ravnoteZe tereta na kosini (slika 9.16.b) glase:

> F,=0: Fysina—F—F,; =0,
> F,=0: Fy,-F,-cosa=0,

pri ¢emu je zbog grani¢nog slucaja ravnoteze: F, = u-F;.

RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:

Fy,=F;-cosa=6-c0s25 =5,438kN, F, =u-F,;=0,3-5438=1631kN,
F,=F; sina—F;,; =6-s5sin25 -1,631=0,905kN .

Za rjeSenje zadatka dovoljno je za bubanj (slika 9.16.a) postaviti samo jedan od triju uvjeta
ravnoteze:

> M;=0: -F-r+F, R=0,

odakle je
FT2=Fs'r:0’905'0’1=0,453kN, ,:szizszmkN,
R 0,2 yri 0,3
F‘ 1,2m 0,3m .
T 04 A
F‘rz

Fy,
Slika 9.17. Primjer 9.5.: Kociona poluga kao slobodno tijelo

Za polugu je takoder dovoljno napisati jedan uvjet ravnoteze (slika 9.17.):

D> M,=0: F-(a+h)-F,-b=0,
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odakle se dobije trazena sila:

e _Fgb_15103

= =0,302 kN .
a+b 1,2+0,3

Primjer 9.6.
Sustav na slici sastoji se od Klina i tereta tezine F; (slika 9.18.). Potrebno je odrediti interval

vrijednosti sile F da bi sustav tijela ostao u ravnotezi ako je: F; =2kN, x=0,15, o =20".

Slika 9.18. Primjer 9.6.
Rjesenje:
Oslobadanjem klina i tereta od veza dobit ¢emo dva konkurentna sustava sila iz Cijih ¢e se

uvjeta ravnoteze, uz veze izmedu normalnih sila i sila trenja u grani¢nom slucaju ravnoteze,

odrediti nepoznate velicine.
Buduc¢i da je potrebno odrediti interval vrijednosti sile F , razmotrit ¢cemo dva grani¢na slucaja
ravnoteze.

1. slucaj — odredivanje najvece vrijednosti sile F

a) b)
Y Ya

e Iy
FN] FN]

X X
200 FT]

~

;20°

w' Fr
F F

Slika 9.19. Primjer 9.6.: Klin i teret kao slobodna tijela: a) slucaj najvece sile F |
b) slu¢aj najmanje sile F .
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Kada bi sila F imala vrijednost ve¢u od najvece dopustene za slucaj ravnoteze klinom, koji bi
se pomicao udesno, teret bi se podizao. U skladu s time sile trenja u dodirnim plohama imaju
smjerove suprotne od mogucih pomaka tijela (slika 9.19.a).

Uvjeti ravnoteZe tereta glase:
D> F,=0: Fysina+F,-cosa—F, =0,
> F,=0: Fy,-cosa-F, sina—F,-F; =0,

pri cemu su
Fn=p-Fy Fo=uF,.

Iz gornjih jednadzbi dobije se:
Fu =Fy Sina+F;,-cosa,
Fr=u-Fy=p-(Fy,-sina+u-F,-cosa)=pu-Fy,-(sina+u-cosa),
FuoCosar—pu-Fy, -sina— p-Fy, -(sina + p-cosa ) — R, =0,

I:G
cosa—2-u-Sina— u?-cosa’
2
FN2= S - - 2 .
c0s20°—-2-0,15-sin 20° —0,15° - cos 20

FNZ =

=2,451kN,

Fr, =u-Fy, =015-2,451=0,368 kN
Uvjeti ravnoteZe klina glase:
> F,=0: F-F,sina—F,-cosa—F,=0,
> F,=0: Fy,—Fy-cosa+Fy,-sina=0,
uz
Fro=1-Fy.
RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:
Fus = Fy, -Cosa — F;, -sina =2,451-c0s20° - 0,368-sin 20° = 2,177 kN,
Fra=u-F=0,15-2,177 = 0,327 kN,
F=F, sina+F, -cosa+F,,
F =2,451-sin20° +0,368-c0s 20" + 0,327 =1,511 kN

2. slucaj — odredivanje najmanje vrijednosti sile F

Kada bi sila F imala vrijednost manju od najmanje potrebne za slucaj ravnoteze, teret bi se
spustao, a klin bi se gibao ulijevo.
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U skladu s time sile trenja u dodirnim plohama imaju smjerove suprotne od moguc¢ih pomaka
tijela (slika 9.19.b).

Uvjeti ravnoteZe tereta glase:
> F,=0: Fy,sina—F,-cosa-F, =0,
D> F,=0: Fy,-cosa+F, sina+F,—F; =0,

pri ¢emu su
Fn=uFy Fop=pFg

Iz gornjih jednadzbi dobije se:
Fu =Fy-sina—F;,-cosa,
Fr=u-Fy=p-(Fy-sina—u-Fy,-cosa)=u-F,-(sina—u-cosa),
Fuo-COSa+u-Fy,-sina+u-Fy,-(sina—pu-cosa)-F; =0,

Fe

Fre = - 2 1
coSa+2-u-Sina— u° -cosa

2
FNZ = . - - 2 S
c0s20°+2-0,15-sin20° —0,15° -cos 20

=1,959 kN,

F,, = u-F,=015-1,959 = 0,294 kN .
Uvjeti ravnoteze klina su:
> F,=0: F-F,sina+F, cosa+F,=0,
> F,=0: Fy,—Fy-cosa—F,-sina=0,
uz
Fro=uFg.
RjeSavanjem gornjih jednadzbi dobije se:
Fus = Fy, -Cosa + F, -sina =1,959-cos 20° + 0,294 -sin 20° =1,941 kN,
Fr,=u-F3=015-1,941=0,291kN,
F=F, sina—F, -cosa—-Fg,
F =1,959-sin 20" —0,294-cos 20" —0,291= 0,103 kN .

Dakle, sustav tijela bit ¢e u ravnotezi za vrijednosti sile F u intervalu:

0,103kN < F <1,511kN.
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Primjer 9.7.
Za sustav tijela prema slici 9.20. valja odrediti najvecu tezinu utega | (F,) za koju ¢e zadani
sustav biti u stanju ravnoteze.
Zadano je: F; =5kN, ¢=0,2 a=30".

FG

Slika 9.20. Primjer 9.7.

RjeSenje:

Sva tijela: klin I1, teret 111 i uteg I potrebno je osloboditi od veza kako je to prikazano na slici
9.21. Najveca tezina utega | ona je tezina koja nastoji pomaknuti klin udesno, odnosno podiéi
teret 111 prema gore.

-
»

74
! Fy Fe

Slika 9.21. Primjer 9.7.: Tijela zadanog sustava oslobodena od veza
Uvjeti ravnoteZe za teret 111 glase:

D F,=0: —Fy,+Fy, cosa+Fy,sina=0,

D F,=0: Fy,-cosa—F -sina—-F,-F, =0,
pri ¢emu su za grani¢ni slucaj ravnoteze:

Fro=p-Fe Fy=uFg.

Iz gornjih jednadzbi dobije se:
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Fus = Ry -(sina + u-cosa),
Fu-(cosa—u-sina)—pu-Fy,-(sina+pu-cosa)=Fg,

te konacno:

Fe

FN2: B 2 .
coSa—2-u-Sina— u° -cosa

Uvjeti ravnoteze klina Il glase:
D> F, =0 F—Fy,-cosa—F,-sina—F; -cosa—F-sina=0,
Y F,=0: -F,-cosa+F,-sina—F,-sina+F,, -cosa=0.
Iz druge jednadZbe je
Fu-(u-sina—cosa)=F,-(u-sina—cosa),
pa slijedi:
Fie =Fus Fo=Fn,
Sto smo mogli zakljuciti iz simetrije tijela II i njegova simetri¢nog opterecenja.
Sila u uZetu je
Fo=2-Fy,-(u-cosa+sina),

c _ 2-(sina+u-cosa)-Fy
> cosa—2-u-sina—pul-cosa

Iz uvjeta ravnoteze tijela I:
> F,=0: F-F;=0,
dobije se najveca dopustena vrijednost tezine utega | F;, za slucaj ravnoteze:

E 2-(sina+u-cosa)-Fy
% cosa—2-pu-sina— u?-cosa

- 2-(0,5+o,2-cosso°)
Gl £0s30°-2.0,2-0,5-0,2%-cos30°

-5=10,7KkN.

9.5. TRENJE UZETA O CILINDRICNU POVRSINU

Poseban slucaj trenja jest trenje uzeta o cilindri¢nu povrsinu. Promotrit ¢emo nepomicni valjak
preko kojega je prebaceno tanko nerastezljivo uze (slika 9.22.).

Neka na jednom kraju uzeta djeluje sila S, , a na drugom sila S, . Kada ne bi bilo trenja, sile bi

u slucaju ravnoteze trebale biti jednake.
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Iskustvo kazuje da bas zahvaljujudi trenju sila S, moZze biti visestruko manja od sile S, (uz

pretpostavku S, > S,).

Slika 9.22. Uze prebaceno preko hrapave cilindricne povrsine
S tim u svezi promotrit ¢emo ravnotezu djeli¢a CD uzeta.
Uvjeti ravnoteZe za taj dio jesu:

F =0: S+dS -cosd—9—8~cosd—0—dF =0,
Z iX ( 2 2 T

> F,=0: (S +dS)-sind79—S-sind79+dFN =0.

Uzimajuci u obzir da je kut d@/2 mala veli¢ina, moZzemo u prvom pribliZzenju uzeti da je
. de de

do
cos—=1: sin ~ )
2 2 2

Zanemari li se pritom ¢lan dS d76? kao mala veli¢ina viSeg reda, dobijemo iz gornjih jednadzbi:
dF, =dS dF,=S-d@.
Budu¢i da je za grani¢ni slucaj ravnoteze dF; = 4, -dF, bit ¢e:
dS =u,-S-d6,
odnosno nakon separacije varijabli:
dsS
—=u,-d6.
S Hoy

Integriranjem lijeve strane ove jednadzbe od S, do S,, adesne od 0 do « slijedi:

pa je konacno:

249



S,=S,-e%. (9.5)
Iz jednadzbe (9.5) zakljucujemo da odnos izmedu sila S, i S, ovisi samo o koeficijentu trenja
U, 1 kutu a, koji se naziva obuhvatni kut. Pove¢avanjem obuhvatnog kuta eksponencijalno se
povecava omjer izmedu sila S, i S,, Sto je prikazano u primjeru koji slijedi.
Primjer 9.8.
S broda je bac¢eno uze koje je namotano na bitvu (slika 9.23.).

Ako je sila kojom brod nateze uze F;, a sila kojom ga mornar poteze na drugom kraju F,,

odrediti odnos izmedu tih dviju sila ako je uze namotano jedan, dva, tri odnosno Cetiri puta.
Zadano je: 4 =0,3.

Slika 9.23. Primjer 9.8.

Rjesenje:
KoriStenjem izraza (9.5), te imaju¢i u vidu da je F; > F,,, dobijemo:

Fs

_ pHa
=e",

F

M

a rezultati za dane brojeve namota i ¢ =0,3 dani su u tablici 9.2.

Tablica 9.2. Ovisnost omjera sila F; / F,, o broju namotaja uZeta oko bitve

o 2.7 4.7 6-7 8-
F,/F, 6,586 43,38 2857 1881,5

Primjer 9.9.

Potrebno je odrediti silu kocenja F na poluzi AB pojasne koc¢nice koja ¢e osigurati jednoliko
spustanje tereta tezine F; (slika 9.24.). Teret je ovjeSen o koloturnik O1 oko kojega je namotano

uze koje se namata na bubanj radijusa R,. Bubanj je kruto spojen s diskom radijusa R, preko

kojega je prebacen kocioni pojas.
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Zadano je: a=10cm, b=80cm, c=10cm, R, =20cm, R,=40cm, F, =5kN, x=0,4.

o
A
Y

Slika 9.24. Primjer 9.9.
RjeSenje:
Uvijeti ravnoteze koloturnika I (slika 9.25.a) jesu:

D> F,=0: Fu+F,—F; =0,

ZMm:O: ~-F,-R+F,-R =0,

odakle je

F Fg

\ A A\ 4

Slika 9.25. Primjer 9.9.: Dijelovi kocnice oslobodeni veza: a) koloturnik O1, b) bubanj s diskom.

Bubanj s koc¢ionim diskom, osloboden od veza, prikazan je na slici 9.25.b. Budu¢i da se
zadatkom ne traZi reakcija u O, dovoljno je postaviti samo jedan od uvjeta ravnoteZe:

D> My=0: -Fg R +F; R, +F, R =0.

Obuhvatni kut pojasa preko kocionog diska jest:
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_ T 57
a=r+—=——,
4 4

pa, kako je Fg, > F,, mozemo pisati:

Fs, = Fg, €47,
odakle slijedi:
Foo=— R _0328kN,
Ry- (e 1)
ili, kona¢no:
F,, =1,58 kN .

Trazenu silu F odredit ¢emo iz uvjeta ravnoteze poluge AB (slika 9.26.). Kako se ne trazi

veli¢ina reakcije u A, 1 ovdje je dostatno postaviti jednu od jednadzbi ravnoteze:
FAyA

0,110,1 0,8 m

>

e —— ——— —— = B

RN
o
F $3 F‘Sél

A

Slika 9.26. Primjer 9.9.: Kociona poluga kao slobodno tijelo
> M,=0: -F-0,9+F;-01-F,sin45-0,1=0,
odakle je potreban iznos sile:
F=0,15kN.
Primjer 9.10.

Tijelo I tezine F, vezano je uzetom s tijelom Il tezine F;, koje lezi na hrapavoj kosini. Tijela

su medusobno povezana uzetom koje ide preko hrapave nepomicne cilindri¢ne plohe (slika
9.27.).

Slika 9.27. Primjer 9.10.
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Potrebno je odrediti najveci iznos tezine F;, tijela Il da bi sustav tijela bio u ravnoteZi ako je
zadano: F;;, =7kN, =01, a=35".

Rjesenje:

Dijelovi sustava oslobodeni veza prikazani su na slici 9.28.

b) Ch

35°
902y Il

a)

‘F{”

Slika 9.28. Primjer 9.10.: Dijelovi sustava oslobodeni od veza: a) tijelo |, b) uZe u zahvatu s
nepomicnim cilindrom, c) tijelo II.

Uvjet ravnoteze tijela I (slika 9.28.a) glasi:
> F,=0: Fy,-F;=0,
odakle je
F, =F;, =7kN.

Sile F,, i F,, povezane su Eulerovom formulom F,, = F, -e“® (slika 9.28.b), gdje je a,

obuhvatni kut uzeta i nepomiéne cilindri¢ne plohe u lu¢noj mjeri koji za razmatrani primjer
iznosi:

&1=%+&:%+35«>.#=o,eg4.n=2,18 rad .

Sila F, iznosi:
F,,=F,-e“%=7-e"%"® =8 T705kN.
Uvijeti ravnoteze za tijelo 11 na kosini (slika 9.28.c) glase:
D F,=0: Fg,-sina—F,-F,=0,
> F,=0: Fy,—Fs,-cosa=0,
gdje je iz druge od jednadzbi:
F, =Fs,-Cosa, paje

Fro=p-Fy=u-Fs,-cosa.
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Uvrstavanjem u prvu od tih jednadzbi dobijemo:
Fg,-sina—F;,—u-F,,-cosa =0,

= 8,705

- =— =17,705kN .
sina—pu-cosa  sin35° —0,1-cos35°

Foo =

Primjer 9.11.
Odrediti najmanju vrijednost tezine tereta Il F;, da bi sustav tijela prema slici 9.29. joS uvijek

bio u ravnotezi.

Zadano je: a=2,4m, b=18m, R=1,2m, F,,=800N, #=0,15, o =30".

Slika 9.29. Primjer 9.11.

RjeSenje:

TeZina ploce I F;, djeluje u tezistu ploce, pa najprije trebamo odrediti x koordinatu tog tezista.
Plo¢u ¢emo razmatrati kao slozenu plohu tako da od pravokutnika dimenzija 2,4x1,8m
oduzmemo Cetvrtinu kruga polumjera R =1,2 m (slika 9.30.).

Yoa

0O

2,4 m

» - » ~

-+

31

Slika 9.30. Primjer 9.11.: Tijelo | podijeljeno na osnovne plohe u svrhu odredivanja tezista

Polozaj teZiSta dan je izrazom:
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X :Ai'le"'Az'XTz

! A+A
gdje su
A=ab=2418=432m? le=%=%=1,2m,
2 2 . .
p - Rom_ 127 gamime, x, =2 R_ALZ 509 m,
4 4 37 37
X, = 4,32-1,2-1,131.0,509 _1445m.
4,32-1,131
a)
FS[
1 30°
: 'Y
T3
I
Fe c)
Fsz
T_Y_>FA.\’ 11
1,445m FAV
24 m o
h g Fg,

Slika 9.31. Primjer 9.11.: Dijelovi sustava oslobodeni od veza: a) ploca I,
b) uze u zahvatu s nepomicnom cilindricnom podlogom, c) teret I1.

Iz uvjeta ravnoteze postavljenoga za plo¢u kao slobodno tijelo (slika 9.31.a) dobijemo:

D> M,=0: Fy-(a—x)—Fg-cosa-b-Fg-sina-a=0,

paje
Fe. ~(a— xT) B 800-(2, 4-1, 445)

s1 = : = - - - =276,9N.
cosa-b+sina-a ¢0s30°-1,8+sin30°-2,4

Iz Eulerove formule F, =F,,-e¢““, gdje je @, obuhvatni kut dodira uZeta i nepomicne

cilindri¢ne plohe u lu¢noj mjeri, koji za zadani primjer (slika 9.31.b) iznosi:

G ="ra="2 2% 5 094rad,
2 2 6
dobije se sila Fg,:
F 276,9
Fs, = e//i;; = £0152.0%4 =202,3N.
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Trazena najmanja vrijednost tezine tereta Il dobije se iz uvjeta ravnoteze postavljenoga za tijelo
Il (slika 9.31.c):

> F,=0: F,-F,=0,
Fe, =F;, =202,3N.

9.6. TRENJE KOTRLJANJA

Trenjem Kotrljanja naziva se otpor koji nastaje pri kotrljanju oblog tijela po povrsini drugog
tijela.

FN

Slika 9.32.: a) sila trenja s hvatiStem u A, b) sila trenja s hvatiStem u B.

Neka se kruzni disk polumjera R iteZine F; nalazi na hrapavoj horizontalnoj podlozi. Ako na
centar C diska djeluje sila koja je po intenzitetu manja od sile F  , pojavit ¢e se na mjestu

dodira sila trenja F, = F . Kada bi sila F djelovala u tocki A, ona bi uravnotezila silu F;, a

sile F; i F cinile bi spreg sila ¢iji je moment M =F -R (slika 2.32.a).
Ocevidno je da bi, ve¢ pri maloj sili F , nastupilo kotrljanje diska.

Pokusi, medutim, pokazuju da kotrljanje nece nastupiti pri jako malim silama F . To se
objasnjava ¢injenicom da zbog deformacije podloge dolazi do pomicanja hvatista sile F (slika

9.32.b).
U grani¢nom sluaju ravnoteze spreg sila (F,,F;) uravnotezivat ¢e spreg sila (Fg, Fy).

Jednadzbe ravnoteze diska jesu:
Y F =0 F,-F=0,
> F,=0: F,-F =0,
> M,=0: -F,-R+F,-e=0.

Iz gornjih jednadzbi je

I:gr:FT; I:N=|:G;
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e
Fgr :E'FN.

Kotrljanje ¢e nastupiti samo ako je F > F . Veli¢ina e naziva se koeficijent trenja kotrljanja i

ima dimenziju duljine. Neke, pokusima dobivene vrijednosti koeficijenta trenja kotrljanja dane
su u tablici 9.3.:

Tablica 9.3. Neke vrijednosti koeficijenta trenja kotrljanja e

Materijal eumm
Drvo po celiku 0,3-0/4
Meki celik po mekom celiku 0,05
Kaljeni ¢elik po kaljenom celiku 0,01

Ako se sila F poveca iznad veliCine F , nastupit ¢e kotrljanje, a ako se poveca toliko da je
veca i od granicne sile trenja, nastupit ¢e i klizanje i kotrljanje.

Uvjet da kotrljanje nastupi prije klizanja glasi:

Fgr < FTgr,
odnosno:

L.

R
Primjer 9.12.

Uredaj prikazan na slici 9.33. sluzi za eksperimentalno odredivanje koeficijenta trenja
kotrljanja, a sastoji se od zakretne poluge od mekog drveta zglobno vezane za podlogu i
¢elicnog kola radijusa R =200 mmi tezine F;. Valja odrediti koeficijent trenja kotrljanja ako je

poznato da je kotrljanje nastupilo u trenutku kada se drvena podloga zakrenula za kut o =1°.

Slika 9.33. Primjer 9.12.

RjeSenje:
Na celi¢no kolo u zadanom polozaju djeluju dvije sile: vlastita tezina kola F; s hvatiStem u

teziStu kola i ukupna reakcija drvene poluge s hvatistem u tocki A (slika 9.34.). Da bi te dvije
sile bile u ravnotezi, moraju imati jednake intenzitete i suprotne smjerove na istom pravcu
djelovanja.
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Fy

Slika 9.34. Primjer 9.12.: Celicno kolo oslobodeno od veza
Koeficijent trenja kotrljanja slijedi iz jednadZbe:

> M,=0: F;-sina-R-F;-cosa-e=0,

odakle je nakon dijeljenjas F;:
sina
cos«a
zapatcizaviezeu: [ ¢

Zadatak 9.1. Tijelo tezine F; nalazi se na kosini nagnutoj prema horizontali pod kutom ¢ .

e=R

=R-tana =200-tan1°=200-0,01746 = 3,491 mm.

Koeficijent trenja izmedu tijela i kosine je x4 (Slika Z.9.1.).
F;

Slika Z.9.1. Zadatak 9.1.

Valja odrediti najmanji iznos sile F koja ¢e prouzroditi gibanje tijela uz kosinu ako je
F,=1500N, 4 =015, @ =35, g=15.

Zadatak 9.2. Teret teZine F;, nalazi se na horizontalnoj podlozi i uzetom je vezan za teret
tezine F;, koji se nalazi na kosini (slika Z.9.2.). Odrediti najvecu veli¢inu sile F za koju ¢e
sustav jo$ uvijek biti u ravnotezi.
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Zadano je: Fy, =1kN, F;, =2kN, =01, a =45, g=15".

Slika Z.9.2. Zadatak 9.2.

Zadatak 9.3. Homogena greda, duljine | i tezine F;, oslanja se u A i B na hrapave unutarnje
strane horizontalnog lijevka polukruznog presjeka (slika Z.9.3.).

Slika Z.9.3. Zadatak 9.3.

Za koliko se smije pomicati hvatiste sile F (x=7?), lijevo i desno od sredista grede, a da pri
tom ne nastupi klizanje grede, ako je koeficijent statickog trenja u tockama A1 B u.

Zadano je: 1 =80cm, r=50cm, F, =1kN, F=4kN, #=0,25.

Zadatak 9.4. Sustav na slici sastoji se od poluge, uZeta, tereta i dvaju nepomicnih cilindara A
i B (slika Z.9.4.). Odrediti interval vrijednosti tezine tereta F; za koje ¢e sustav biti u ravnotezi

ako je zadano: F =300 N, 4 =0,1.

Slika Z.9.4. Zadatak 9.4.
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Zadatak 9.5. Potrebno je odrediti silu F kojom je potrebno djelovati na ru¢icu pojasne ko¢nice
prikazane na slici pa da se osigura jednoliko spustanje tereta teZine F; niz kosinu (slika Z2.9.5.).

Zadano je: a=10cm, b=80cm, R=120cm, r=15cm, F, =5kN, ©=0,2, f=60".

Slika Z.9.5. Zadatak 9.5.
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10. RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBU

1. Uvod

Zadatak 1.1. Zadatak 1.2.

F, [A B " a
45°
Fr\_._- FB(
Co
Zadatak 1.4.
F(\ B
F C
D F. A
— o

2. Suceljeni sustav sila

Zadatak 2.1. Zadatak 2.2.
F,
F,
1 ecm

i '_
F. =223N F. =-43,3.1 +175,0- ] N; F =180,3N
Zadatak 2.3. Zadatak 2.4.
F =-2-1+3-J; F =3606kN F =-2825-1 —422,8- ] +565,4-k

F =760 N

Zadatak 2.5. Zadatak 2.6.
F, =2,740kN, smjer od ¢vora; Fos =283,2N; F,, =1416N

F, =3,437 kN, smjer ka ¢voru.
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Zadatak 2.7.

Fec =71L3N, F;p=90,9N
Zadatak 2.9.

Fas =—1L5kN; F,, =-7,72kN;
Fac =16,4 kN

Zadatak 2.11.

Fag = Fac = Fap =—3,85kN
Zadatak 2.13.

Fo=i+2-]kN, Fy=-i+]kN,
F. =1,41kN

3. Paralelni sustav sila

Zadatak 3.1.
a) F =14kN;F =-14-];x =2,214m

by F =-14.], M, =-3Lk.
Zadatak 3.3.
F.=4-]; F,=3-] kN

4. Opdi sustav sila u ravnini

Zadatak 4.1.

F =-90-i-60-], F =108 kN y:%-(xu)

Zadatak 4.3.

F,=-251+3] kN, M, =5kkN-m,

F,=3,20kN; F. =250 kN

Zadatak 4.5.
F =0,5kN

Zadatak 2.8.
F., =518N, F,=732N

Zadatak 2.10.

Foa =8KkN; Fg, =-6,25kN;
Fop =—12,8kN, F.; =0kN,
Fee =10,2kN, Fy, =-6,25kN
Zadatak 2.12.

F,=790N, F., =1060 N
Zadatak 3.2.

F,=-143-],F, =1,43kN;
F,=523-], F,=523kN

Zadatak 4.2.

F,=F,=2,68kN, F, =7kN

A

Zadatak 4.4.

F,=-7,07-1-7,07-] kN;
F,=F, =10kN; F. =14,1-] kN;
F =-F, =7,07kN

Zadatak 4.6.
F.=-1-] kN; F, =31 kN;
F.=32kN; F;" =62kN;

Fo®=53kN; F. =22,4kN;
F, =31kN
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5. Opci sustav sila u prostoru

Zadatak 5.1.
F,=2-1+2-]+3-k kN,
M,=4-1-4-7+18-k kN;
Zadatak 5.3.

F,=364N, F,=230N, F,=354N;

F, =-306 N, F,, =130 N,
F.. =278 N

Zadatak 5.5.

F,=-15F -1 +16F,];
F,=12F,-i +0,5F, -k;
F., =-0,707F,.

6. ResSetkasti nosaci

Zadatak 6.1.

F, =-10-1-5-] kN, F, =25- kN,

S, =50kN; S,=-50kN;
S;=-7,07kN; S, =10,0kN;
S =50kN; S,=10,0kN;
S, =-212KN; S; =50kN;
Sy =-10,0kN; S,, =14,1kN;
S, =-10,0kN

Zadatak 6.2.

F,=20-] kN, F, =30-] kN;
S, =—26,7kN; S,=333kN;
S, =—-20,0kN; S, =—40,0 kN;
S, =16,7kN; S, = 26,67 kN ;
S, =—40,0kN; S, =—40,0 kN ;

S, =50,0 kN

Zadatak 5.2.

F,=-557-1-74,3-7+37,1-k kN,
M,

—=149-7 +223-K N-m

Zadatak 5.4.

F, =—-200-]+700-k N;
M, =600-i —300-j —200-k N-m

Zadatak 5.6.

|f
F

F,=924-1+7,5-]+17,02-K kN
=3,26-1 +12,0-k kN
=12,5kN
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7. Puni ravninski nosaci

7.1. Linijski nosaci

Zadatak 7.1.

F,=12kN, F, =6 kN ;
N=0 kN; Q =12-6-x kN;
M, =12-x-3-x* kN-m

£y LTI

i ' A
FAZ FB
N kN

X
0 >
0.4 kN
12
X
0 >
kN 6
A ‘m
M(J" 12
-9
0 /\ )
! >
2m
Zadatak 7.3.

F,=2kN; M, =5kN-m;
N=0KkN; Q,=2 kN;
M, =2-x-5 kN-m

M F
Fy, \ C/\ A4
( ‘tjMA
}:Az ‘
N kN
0 x
O akN
2
X
0 >
M,y kN'm 1
X
0 | :

Zadatak 7.2.

F,=4kN, F, =2kN;

N=2 KkN; Q =5-3-x kN;

M, =-15-(x-1)"+2-x+2 kN-m

r AT

A 3
FA: @Fé FB
N A kN

2
0 5
O.AkN
4
0 ’ g
2
4
kN'm
MATTT, ] 467
\ 2
0 X
1,67 m )
Zadatak 7.4.

F.=22kN; F, =6 KkN;
Fw=0KkN; F, =16,7KkN;
F, =11,3kN

F(' F]J
F,“_

- li 16,7
0

M A kN-m
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Zadatak 7.5.
F,=2kN, F,=6kN

3
FAI FBX FBZ
N TkN
0 §
4
. A kKN
Qan )
X
0 >
2
¥
X
0 >

7.2. Nosaci s Gerberovim zglobom

Zadatak 7.7.
F,=48kN, F,=24kN, M, =72kN-m

q
Fusgdaticdod oy dodd

61;% G 1
I, F,
N | kN

0T >
O akN
48,0

0 d
VAN 24,0

24,0
0 ‘ >
- 4m

Zadatak 7.6.
F,=7kN, F, =1kN

q
M
vvivlvivi‘f\ (\q
F. 3 !
Ax FAZ TFB
N kN
X
0 >
O, 4kN
3
:T
0 1 >
4
M_.nkN'm
0 | o
1,75 |
i M
4 : 4
» 3,5m N
Zadatak 7.8.
F.=2kN, F, =3kN, F, =2kN,
F., =5kN
i
YVvY v v v@ A4 F
A G ch A
FA FB FCz
N aAkN
ol x
QZ A KN 2
2
1 X
0 >
2
\3
M‘.J\kN'm
1
0,25 X
0 >
I m
2,5m
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Zadatak 7.9.
F.=3-.9-a, F,=5-q-a, F, =0, F,=0,5-q-a M_=q-a°

q
| e
v vvvvvvbvvvv'\
F 3 (}1 (}2 \ F(_‘X

F| F, F, i
N a kN .
0 »
0. AKkN

7.3.  Okvirni nosaci

Zadatak 7.10.
F.=3KkN, F,=6kN, F, =3kN, F,, =6 kN

q 6
FA,;_ril'lvvvvlillg £|
F, 1,5m
™~
I
— 3

. 0. KN 3

y

" -

4,5

N kN M, kN'm
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Zadatak 7.11.

F, =6kN, F, =11,33kN, F, =12,67 kN

q

YYYYYVYYLYYlVflV

_,\’IJK [') x:
© ©
11,33 N kN 12,67 ¢ X3
8. Tezista
Zadatak 8.1.
X;=162-R; y;=2,38-R
Zadatak 8.3.
X =R; y;=1521-R;
A =77,81-R*; A =5116-R®
Zadatak 8.5.
X, =1,732-r; y;,=1124.r;

V,=2573-r%; V,=39,65r°

11,33
,)c.'] A @ -1‘3
L 1417m _ S
12,667
6.0
- 0
@
Q kN v ‘Cl
20,03
e /—@\ 10,0
I] A i ).'3
1,417 m
@
®
12 10,0
0
M, kN-m v
Zadatak 8.2.
X; =2,04-R;  y,=237-R
Zadatak 8.4.
X =509-a; y;=312-a;
A =312,8-a°; A =5103-a°
Zadatak 8.6.
X; =3,849-r; y,=3,513r;

V, =416,2-r*; V, =456,0-r°

267



9. Trenje

Zadatak 9.1.
F., =1040 N

Zadatak 9.3.
Xx=24,5cm

Zadatak 9.5.
F=60,8N

Zadatak 9.2.
Fo =167 KN

Zadatak 9.4.
585N < F, <3850 N
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