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PREDGOVOR

Osnove elektrotehnike Il nastavni je materijal za istoimeni kolegij koji pokriva podrucje
izmjeni¢nih struja. Izraden je za studente stru¢nog studija elektroenergetike i elektronike na
Odsjeku za elektrotehniku SveuciliSnog odjela za stru¢ne studije SveuciliSta u Splitu.

Svrha je predmeta razvitak elektrotehnickog na€ina misSljenja polazeci od usvojenih znanja iz
fizike i izu€avanje temeljnih teorijskih znanja iz elektrotehnike u podrucju izmjeni¢nih struja.
Glavni je cilj osposobljavanje studenata za olakSano pracenje i savladavanje ostalih strucnih i
specijalistiCkih kolegija. Kako bi se zorno prikazao znacaj primjene usvojenih znanja u praksi,
dan je velik broj prakti€nih primjera i navedena su podrucja primjene.

U prvim trima poglavljima detaljno su analizirane varijable i elementi linearnih izmjeni¢nih
strujnih krugova. Opisane su karakteristike sinusne funkcije i odredivanje relevantnih vrsta
srednijih vrijednosti. Svi tipovi spojeva pasivnih R-L-C elemenata kruga prouceni su temeljem
odgovarajucih fazorskih prikaza.

U cCetvrtom poglavlju provedena je analiza izmjeni¢nih krugova uz uporabu simboli¢ke
metode u frekvencijskoj domeni.

Cetveropoli su obradeni u petom poglavlju. Navedeni su karakteristiéni primjeri elemenata
mreza i sklopova koji se prikazuju i prou¢avaju kao Cetveropoli.

Peto poglavlje obraduje pojavu rezonancije, strujne i naponske. Za odredivanje odziva
rezonantnog kruga dani su primjeri uporabe modernih alata programske podrSke kao Sto je
MATLAB. Taj program studenti upoznaju u sklopu laboratorijskih vjezba unutar kolegija
Primijenjena i numeriCka matematika.

Sedmo poglavlje, u kojem se analizira svitak s feromagnetskom jezgrom, priprema je za
osmo poglavlje o transformatorima. Dana je teoretska potka za kasnije izuavanje
transformatora, Sto je posebno vazno za studente smjera elektroenergetika.

Trofazni sustavi opisani su u devetom poglavlju. Definirane su sve vrste spojeva i odnosa
generatora i troSila, proracun i mjerenja struja, napona i snaga te simetricne komponente
nesimetri¢nih trofaznih sustava.

U posljednjem, desetom poglavlju obradeno je obrtno magnetsko polje na kojem se temelji
rad vecine elektricnih motora.

Sastavni su dio ovih nastavnih materijala i slajdovi s PowerPoint prezentacijom gradiva koje
se studentima iznosi na predavanjima.

Kao dopuna za pripremu usmenog ispita preporucuje se:

e Lj. MaleSevi¢: Zbirka pitanja i zadataka s usmenih ispita iz OE Il, web-izdanje
(Moodle), Sveucilisni odjel za stru¢ne studije Sveucilista u Splitu, Split, 2018.



Za pripremu kolokvija i pismenog dijela ispita studenti se mogu koristiti zbirkama:

e Lj. MaleSevi¢: Zbirka zadataka s pismenih ispita iz OE Il, web-izdanje (Moodle),
SveuciliSni odjel za stru¢ne studije Sveucilista u Splitu, Split, 2018.

e Lj. MaleSevi¢: Zbirka pitanja i zadataka s kolokvija iz OE I, web-izdanje (Moodle),
SveuciliSni odjel za stru¢ne studije Sveucilista u Splitu, Split, 2018.

Propisanim laboratorijskim vjezbama obuhvacene su gotovo sve tematske cjeline predvidene
nastavnim programom predmeta. Tijekom vjezba u laboratoriju studenti se zorno upucuju u
analizu i rijeSavanje prakticnih primjera potrebnih za adekvatno savladavanje gradiva. Na
raspolaganju su im skripta:
e MaleSevi¢, Lj.: Izmjenicne struje — Repetitorij s laboratorijskim vjeZzbama, Split,
Centar za stru€ne studije, 2009.

Molim Citatelje da me upozore na uoCene propuste i pogreske te iznesu mogucée primjedbe,
na ¢emu ¢u im biti zahvalan.

Split, rujna 2018.
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1. TEMELJNA RAZMATRANJA O PROMJENLJIVIM STRUJAMA

Promjenljiva struja je takav naCin kretanja elektri¢nih naboja pri kojemu se koli¢ina naboja Sto
protjece kroz poprec¢ni presjek vodica mijenja s vriemenom:
. d
i==l=1(1). (1-1)
Moze nastati ako se mijenja:
e EMS izvora
e otpor kruga.

Elektromotorna sila, napon i snaga su vremenske funkcije:

e=f(1) . u=f(1) . p=[f(1). (1-2)

Trenutacne vrijednosti — opisuju vrijednosti veli¢ina u svakom trenutku. Oznacuju se malim slovima
i,u,e,p.
Vremenski promjenljive veli¢ine mogu biti:

e periodi¢ne, kod kojih se promjene ponavljaju u jednakim vremenskim intervalima,

¢ neperiodicne, Ciji se proces promjene (valni oblik) ne ponavlja.

Primjeri:
Istosmjerna struja — Slika 1.1

i(t)

~

Slika 1.1 — Graf'istosmjerne struje

j]dt =IT=0 (1-3)
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Neperiodicne promjenljive struje — Slike 1.2, 1.3
A i(t)

e Sl e

"o >
dt
Slika 1.2 — Neperiodicna promjenljiva struja

T
dg = i(t)dt = Q:Iidt (1-4)

0

i(t)
t
-0,
Slika 1.3 — Neperiodicna struja promjenljiva smjera

0=+0,-0, (1-3)

Referentni smjer: struja izlazi iz pozitivne stezaljke izvora, a ulazi u pozitivnu stezaljku trosila.
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Periodicni promjenljivi naponi/struje — Slike 1.4 — 1.9

u(t)“

12 _______________________________________________________ s

Slika 1.5 — Stepenicasti napon

u(t)

Uj

Ul T2 T

Slika 1.6 — Pravokutni napon

[ u(t)
Um -
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Slika 1.8 — Sinusoidna struja s istosmjernom komponentom

R R S RS L

v

T2 T 312

Slika 1.9 — Poluvalno ispravljena sinusoidna struja s istosmjernom komponentom
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Matematicki izrazena periodicnost jest: f(z) = f(t+T) = f(t+kT), gdje je k bilo koji cijeli broj (k = 0, 1,
2,3, ...).

Nacelni primjeri generiranja promjenljive elektromotorne sile (EMS) — Slike 1.10—1.12

A et)
|,E
Il
Ef s ,
e i o
. >
2 7
eCe -E/2

Slika 1.10 — Primjer generiranja trokutastog napona

A

L e(t)

E

2T 1 2'f 1 ¢

S ,

Slika 1.11 — Primjer generiranja pravokutnog napona

eltp

o O)m '

Slika 1.12 — Primjer generiranja sinusoidnog napona
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SloZena periodi¢na veliCina (struja) predstavlja opcenito skup cijelog niza komponenata:
e istosmjerne komponente

e odgovarajuéeg broja sinusoidnih harmoni¢nih komponenata, od kojih je svaka razlicite
frekvencije.

Za analiziranje svojstava bilo koje slozene struje potrebno je prouciti jednostavnu, odnosno Cistu
sinusoidnu struju, koju obi¢no zovemo izmjeni¢nom strujom.

Vecina suvremenih generatora izmjenicnih struja (hidrogeneratori, turbogeneratori) stvara izmjeni¢nu
sinusnu elektromotornu silu — EMS. Opcenito u podrucju elektroenergetike uredaji za proizvodnju,
prijenos i uporabu elektri¢ne energije primjenjuju Sto pravilniju sinusoidnu struju. U Europi se u javnoj
mrezi uporabljuju frekvencije od 50 Hz, a u SAD-u od 60 Hz.

U telekomunikacijskim, elektroakustickim i radijskim uredajima te raznim regulacijskim sustavima
raspon frekvencija sinusnih valova vrlo je velik — od desetak Hz do reda veli¢ine GHz.

Prijenos signala u radiokomunikacijama i telekomunikacijama:

e AM — amplitudna modulacija; mijenja se (modulira) amplituda u ritmu promjene signala
(informacija sadrzana u amplitudi);

e FM - frekvencijska modulacija; frekvencija signala je modulirana (informacija sadrzana u
frekvenciji ili fazi).
TV signal: AM za sliku (video), FM za zvuk (audio).
U analizi krugova 1 uredaja rabe se:
e skokomicne (step) funkcije za iznenadne i nenormalne promjene na ulazu kruga

e sinusoidne funkcije za normalne ili ponovljive ulazne signale.
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2. SINUSNA IZMJENICNA ELEKTROMOTORNA SILA | STRUJA

Definicija: Izmjenicne periodicne struje mijenjaju predznak u tijeku jednog perioda (izmjenicno), tako
da je ukupna koli¢ina elektriciteta koja prode kroz referentni presjek vodica unutar jednoga perioda 7
jednaka nuli, Qui (T) = 0.

Zasto su vazne sinusne veli¢ine?

Titrajni procesi u prirodi (idealni, odnosno idealizirani) odvijaju se po sinusoidnom zakonu
(titranje opruge, njihanje ljuljacke bez trenja, ...). Te se promjene nazivaju harmonickim
promjenama. U realnim slucajevima postoji odredeno gusenje, pa je i titranje priguseno (sinusoida
s padaju¢om amplitudom).

Sinusna vremenska funkcija najjednostavnija je od svih vremenski promjenljivih funkcija, tj. ne
moze se dalje razlagati.

Sve ostale funkcije, kao primjerice linearna vremenski ovisna funkcija, mogu se razlagati temeljem
Fourierove transformacije na sumu sinusnih komponenata i istosmjernu komponentu.

Poznavanje sinusnih funkcija omogucuje detaljnu analizu bilo koje druge vremenske funkcije.
Analiza se provodi pomocu racunala uporabom brze (FFT) i1 diskretne (DFT) Fourierove
transformacije. Moguénost primjene zadire u razli¢ita podrucja ljudske djelatnosti: istrazivanje
signala iz svemira, medicinu, genetiku, kriminalistiku, tehnicko odrzavanje uredaja i dr.

Primijene li se operacije deriviranja i integriranja na sinusne funkcije, kao rezultat dobiju se
kosinusne funkcije. One su u biti opet sinusne funkcije s pomakom od 90 ° [ cosw t =sin (a)t+900 ) ].

Sinusne funkcije primjenjuju se i1 u analizi niza fizikalnih pojava koje se mogu sresti u prirodi.
Primjerice, sinusni zvuc¢ni val odredene frekvencije je Cisti ton, a elektromagnetski val je Cista boja.

Sva razmatranja, proracuni, analiza i1 sinteza vrSe se na sinusoidnim veli¢inama, neovisno o
njihovoj frekvenciji.

Eksplicitni izraz za trenutacnu vrijednost izmjenicne struje slijedi iz usporedbe sa sinusnom funkcijom
kao trigonometrijskom funkcijom — Slika 2.1.

Vrijednosti na slici su:

i —trenutacna vrijednost izmjenicne struje
In —maksimalna vrijednost izmjeni¢ne struje
1 —amplituda sinusne trigonometrijske funkcije

sino. — ordinata sinusne trigonometrijske funkcije za proizvoljni kut a.
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VA
A
sin o
a
a /4 2r
i(t)
Im
i
L
t T T
2

Slika 2.1 — Usporedba matematickog oblika sinusoide i sinusoidne struje

Iz omjera: i+, =sin a+l (2-1)
t+=T=a+2r (2-2)

slijedi relacija za trenutacnu vrijednost izmjeni¢ne struje:

.2 .
i=1, smTﬂt:]m sin @t . (2-3)

Na isti se nacin mogu prikazati i druge izmjeni¢ne elektri¢ne veli¢ine, EMS, napon i snaga.

2.1. Generiranje sinusoidne elektromotorne sile (princip rada izmjeniénog
generatora)

Stvaranje sinusoidne elektromotorne sile (EMS) temelji se na rotaciji vodljine petlje u homogenom
magnetskom polju, kao Sto je to prikazano na Slici 2.2. Za pozitivan smjer vrtnje uzima se smjer
suprotan smjeru kazaljke sata.
Prema Faradayevu zakonu elektromagnetske indukcije jest:

do

e=-— o (2-4)

Na slici su oznacene povrsine:

e § —povrsina poprecnog presjeka vodljive petlje

o S —efektivna povriina kroz koju prodiru magnetske silnice.
Povrsina S je kosinusna projekcija povrsine S:

cos a:SE = S=Scosa. (2-5)
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Nakon uvrStavanja u (2-4) dobije se:

w

)= —N%(BS cosar) - (2-6)

w
< \]

Slika 2.2 — Princip generiranja sinusoidne elektromotorne sile (EMS)

Magnetski tok koji prozima petlju jest prema (2-6):

D= cosa. (2-7)
Ostvareni kut zakreta ovisi o vremenu.
Za translatorno kretanje vrijedi: prijedena udaljenost = brzina x vrijeme (s = vt).

Za rotacijsko kretanje jest: prijedeni kut = kutna brzina x vrijeme (o = ).
Jednadzba (2-6) nakon deriviranja poprima oblik:

e=—N%(BSc0sa)t)=NBSa)sina)tzEm sin ot , (2-8)

gdje je amplituda sinusoide £, = NBSw.
Polozaji svitka u odnosu na magnetsko polje, kut zakreta te graficke ovisnosti obuhvacenog toka i
induciranog napona u ovisnosti o kutu zakreta prikazani su na Slici 2.3.

kb sl bl A

Kout zakreta o
us’l‘llpnjw:ma 120 150 180 210 240 270 300 330 360

d’r&']“" '""""""i""""""'“':' """"""""" "'

Obuhvaéeni
tok ¢

Inducirani
napon o o

Slika 2.3 — Promjena magnetskog toka i induciranog napona pri vrtnji svitka u polju
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2.2. Parametri izmjeni¢nih veli€ina

Parametri izmjenic¢nih veli¢ina su:
¢ vrSna (maksimalna vrijednost) ili amplituda
e period/frekvencija
e pocetni fazni kut.

Vrsna vrijednost je maksimalna trenutacna vrijednost sinusoidne funkcije. U tijeku jednog perioda
izmjeni¢ne veliine dva puta postizu maksimalnu vrijednost (jedan put u pozitivnom i jedan put u
negativnom smjeru). Amplitude se oznacuju velikim slovima i indeksom m: Eyn, U, In, Pnm.

Period je vrijeme za koje izmjeni¢na veliCina izvrsi jednu punu oscilaciju, tj. jednu punu promjenu po
veli€ini 1 po smjeru. Oznacuje se sa 7 i mjeri u sekundama. Za identifikaciju brzine promjene uzima se
kao osnova broj promjena koji se dogada u jedinici vremena (frekvencija).

Frekvencija f je broj perioda ostvarenih u jednoj sekundi:
1
= — . 2'9
fez 2-9

Frekvencija se mjeri u hercima (Hz). Jedan Hz je ona vrijednost izmjeni¢ne veli¢ine ¢iji je period
jednak 7 s:

[Hz = (SRS oo (2-10)
S

Petlja rotira konstantnom brzinom i u periodu od 7 sekunda napravi jedan puni okretaj od 360 % ili 2 ©
radijana.

Kutna brzina o je kut koji se ostvari rotacijom u jednoj sekundi. Naziva se jo$ i kutna frekvencija, a
mjeri se u rad/s:

w=""=2xf. (2-11)
T
Kut koji se ostvari u vremenu ¢ jest a = .
Opisani parametri mogu se uociti na primjerima valnih oblika napona i struje — Slika 2.4.

Pocetni fazni kut (pocetna faza) ¢ je tazni kut koji odgovara pocetnom vremenskom trenutku. Pocetna
faza odreduje se kao fazna razlika izmedu razmatranog sinusoidnog valnog oblika i referentnog
sinusoidnog vala. Uobi¢ajeno je za referentnu sinusoidnu funkciju uzimati onu koja u ¢ = 0 ima
vrijednost jednaku nuli, tj. funkcija poc€inje rasti iz nule:

i=1I sinwt ili u=U, sinot. (2-12)

Na Slici 2.5 prikazane su sinusoide s razli¢itim pocetnim fazama, gdje je:
u — referentni naponski valni oblik

u; — valni oblik krivulje s maksimumom prije referentne krivulje

u2 — valni oblik krivulje s maksimumom nakon referentne krivulje.

Za predznak pocetne faze vrijedi:

e pozitivan predznak pocetne faze +¢ — nulta to¢ka krivulje pomaknuta po vremenskoj osi
nalijevo

e negativan predznak pocetne faze —¢p — nulta to¢ka pomaknuta je nadesno.
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e(t),
E, t-
[24
z P 3z fizm
2 2
_Em
i(t)
Im
t
Tor 3T T
4 2 4
_Im

Slika 2.4 — Izmjenicne velicine — apscisa: kut ili vrijeme

u(t) A

Slika 2.5 — Predznak pocetne faze sinusoide

Op¢i prikazi valnog oblika izmjeni¢nog napona i izmjeni¢ne struje su:
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u)=U, sinfotte,) (2-13)
it)=1 sin(otte ), (2-14)

gdje su ¢, 1 @; poCetne faze napona, odnosno struje.

Fazni kut (fazna razlika) ¢ izmedu naponskog i strujnog vala definira se kao razlika pocetnih faza

napona i struje:

P=0.=¢ - (2-15)

Pri tomu vrijedi:

@ =0 (p.= ¢;) —naponski i strujni valni oblik su u fazi ili krace: napon i struja su u fazi

® >0 (p.> ¢;)—napon prethodi struji za kut ¢

® <0 (pu< @;)—napon zaostaje za strujom za kut ¢.

2.3. Fazorski prikaz sinusoidnih veli¢ina

Sinusna funkcija moze se prikazati kao rotirajuci fazor — Slika 2.6.

mjer rotacije

iy, O rads's

A=A, sin(ot + )

f 240° 300° 360°
210° | 270° | 330°

30° 60° 90° 120° 150°

- -
rar

270°

-A
Sinusni valni oblik u

Rotirajuci fazor 5o
vremenskom podrucju

Slika 2.6 — Sinusoidna funkcija kao projekcija rotirajuceg fazora

Projekcija rotiraju¢eg fazora na ordinatu je trenutacna vrijednost izmjeni¢ne veli¢ine. Amplituda
sinusoide je iznos (duljina) fazora. Fazni kut sinusoide definiran je pravcem i smjerom fazora.

Fazorski dijagram daje istu informaciju kao i dijagram valnog oblika, ali u jednostavnijoj formi kao na
Slici 2.7. Pri interpretaciji dijagrama treba uociti sljedece:

dijagram vrijedi samo za sinusoidno promjenljive veli¢ine
duljina fazora moze biti vr$na (amplituda) vrijednost ili ¢eSce efektivna vrijednost U, = NEl

polozaj fazora na vodoravnoj referentnoj crti (at = 0) pokazuje kako je U =0 zat = (0

fazor usmjeren u pozitivnom referentnom smjeru pokazuje da napon raste u pozitivnom smjeru
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e trenutaCna vrijednost napona je u(t)=U, sin ot .

Fazorski dijagram Dijagram valnog oblika
Uty

=

=t

v

-1 @i=0

Slika 2.7 — Fazorski dijagram i dijagram valnog oblika sinusoide
Op¢i trenutacni oblici napona i struje s pozitivnim pocetnim faznim kutom jesu:

u(t)=U, sin(wt+¢,)

i(t)=1,sin(wt+¢,) . (2-16)

U nastavku su navedeni moguéi odnosi naponskog i strujnog valnog oblika i pripadni fazorski
dijagrami.

a) Napon i struja u fazi

Ako struja i napon jednake frekvencije istovremeno postizu nultu vrijednost (p. = ¢;), kazemo da su u
fazi. To je karakteristika izmjeni¢nih krugova s Cistim djelatnim otporom R — Slika 2.8.

uft)

Slika 2.8 — Napon i struja u fazi — valni oblik i pripadni fazorski dijagram
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Vrijedi: ¢, -, =¢p=0.
b) Napon prethodi struji za kut @

Ako je ¢u > @i, napon postize nultu vrijednost prije struje, kao na Slici 2.9. To je karakteristika
izmjeni¢nih krugova induktivnog karaktera. Vrijedi: ¢, —¢, =@ > 0.

Fazna razlika ostaje saCuvana jer oba fazora rotiraju jednakom kruznom brzinom.

TRE .

uirl

i(t)
/ o =of

-
?21{ @,
ey

Py

¥

Slika 2.9 — Napon prethodi struji — valni oblik i pripadni fazorski dijagram

¢) Napon zaostaje prema struji za kut @
Ako je ¢u. < @i, napon postize nultu vrijednost za kut ¢ kasnije nego struja — Slika 2.10. To je
karakteristika izmjeni¢nih krugova kapacitivnog karaktera. Vrijedi: ¢, —p, = <0.

u,i 4

u(t)

ift)

o=l

Ll

:“_": gof.l’

Slika 2.10 — Napon zaostaje za strujom — valni oblik i pripadni fazorski dijagram
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Zbrajanje i oduzimanje sinusoidnih veli¢ina (napona i struja)

U serijskim/paralelnim krugovima ukupni se napon/struja dobije kao zbroj padova napona na
pojedinim otporima, odnosno kao zbroj parcijalnih struja u pojedinim granama. Zbroj/razlika dviju ili
viSe izmjeni¢nih veli¢ina jednake frekvencije opet je sinusoidna veli¢ina, ¢ija je vrijednost u svakom
trenutku jednaka zbroju/razlici pojedinih trenuta¢nih vrijednosti.

e Zbrajanje trenutaénih vrijednosti — grafi¢ki

Graficko zbrajanje trenutacnih vrijednosti prikazano je na Slici 2.11.

ZBRAJANJE TRENUTACNIH VRIJEDNOSTI

AMPLITUDA

0 T2 m Ini2 2n
KUT (m=mt)

Slika 2.11 — Graficko zbrajanje trenutacnih vrijednosti struje

e Zbrajanje trenutaénih vrijednosti — analiti¢ki

Trenutacne vrijednosti struja na gornjoj slici su:

i,=1,,sin(ot+@,)

i,=1,,sin(ot+¢,), (2-17)
pa je njihov zbroj:

i=i,+i,=1,, sin(ot+¢,)+1,,sin(ot+¢,) =
=1, sinwt-cosp,+1,, sing, -cosot+1,, sinwt-cosp,+1,, sing, cosot = (2-18)
=(1,,cosp,+1,, cosg,)sinat+(1,, sing,+1,, sing,)coswt = Asinot + B cos it
pri ¢emu je:
A=1 cosp +1,, cose,

: , (2-19)
B=1, sing +1,, sing, .

Ukupnu struju potrebno je prikazati u obliku:

i=1,sin(ot+@)=1,cosp-sinwt+1,sinp-cosat. (2-20)
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Izjednacavanjem odgovarajucih faktora u obje relacije slijedi:
2
I,cosp=A
+ (2-21)
I, sinp=B
Ako se gornje relacije kvadriraju pa zbroje, slijedi:
I, =\A>+B%. (2-22)
Dijeljenjem se dobije:
tg(pzﬁ = (ozarcth. (2-23)
A A
Ukupna struja je:
i=1I, Sin(a)t+(0):\/A2+32 Sin(a)t+arctg%). (2-24)

Zbrajanje fazora — graficki

Graficko zbrajanje dvaju fazora struje prikazano je na Slici 2.12.

| sirp

y &

. sinp,
L, sinp,

Y

Slika 2.12 — Graficko zbrajanje fazora struje
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e Zbrajanje fazora — analiticki

Projekcije fazora na x i y osi su:

I, =1 cosp=1

ml

cosp,+1 ,cosp,=A (2-25)
L,=1,sinpg=1 sing +1,,sinp,=B, (2-26)

pa se maksimalna vrijednost fazora ukupne struje i fazni kut mogu odrediti temeljem jednadzbi:

I, =\ +1}, =NA+B’ (2-27)
I
gp=""= % . (2-28)

mx

Ukupna struja dana je ve¢ poznatom jednadzbom (2-24):
i=1,sin(wt+¢p)=NA’+B’ sin(a)t + arctg%) :

Zakljucak: Graficki i1 analiticki postupak zbrajanja/oduzimanja trenutacnih vrijednosti dugotrajan je i
slozen. Zbrajanje/oduzimanje izmjeni¢nih veli¢ina kao fazora jednostavnije je i preglednije.

2.4. Srednja vrijednost izmjenic¢nih veli€ina

Stvarne promjene izmjeni¢nih veli¢ina prikazuju se vremenskim (valnim) dijagramima koji
obuhvacaju trenutacne vrijednosti promatrane veli¢ine u odredenom vremenskom intervalu. Ovakvi
dijagrami mogu biti korisni za razmatranje odredenih stanja u krugovima izmjenicne struje. Medutim,
oni su u biti skup od neizmjerno mnogo razlicitih trenutacnih vrijednosti. Pozeljno bi bilo da se za
iznos izmjeni¢ne veli¢ine dobije jedna brojcana vrijednost, kao kod istosmjernih struja.
Najjednostavniji nacin jedinstvenog prikaza skupa trenutacnih vrijednosti temelji se na definiranju
odredenog tipa srednje vrijednosti.

2.4.1. Aritmeti¢ka srednja vrijednost

Poznata matematicka definicija kaze kako se od vise razli€itih vrijednosti y;, y2, y3, ..., ya aritmeticka
srednja vrijednost (ASR) dobije tako da se suma tih vrijednosti podijeli s njihovim ukupnim brojem n
(broj uzoraka):

Sr

Y = ==y, (2-29)
n-

Gornja relacija daje to¢nu vrijednost ako se sumira n zadanih ili izmjerenih diskretnih vrijednosti.
Medutim, za neku kontinuirano promjenljivu veli¢inu, predo¢enu odgovaraju¢im valnim oblikom,
rezultat moze znatno odstupati od prave vrijednosti.

Razmatrajmo odredivanje ASR-a u vremenskom intervalu 7 neke promjenjive funkcije — Slika 2.13.
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TRENUTACNA VRIJEDNOST

VRIJEME - t

Slika 2.13 — Odredivanje ASR-a vremenski promjenljive funkcije

Od svih trenutacnih vrijednosti, kojih ima beskonacan broj, uzimamo samo neki konacan broj n. ASR
¢e biti prikazan sumom niza uzoraka kojima se uzorkuje (engl. sampling) zadana funkcija ili mjerni
signal. Cijeli interval T podijeljen je na n uzoraka jednake Sirine At¢. Ocito je kako bi se istim uzorcima
mogle opisati 1 neke druge funkcije koje imaju razli¢ite aritmeticke srednje vrijednosti od zadane.
Pogreska u odredivanju ASR-a smanjit ¢e se ako se uzme veci broj uzoraka n, tj. smanji podinterval
At, kao na Slici 2.14.

Trenutacna vrijednost struje - y(t)

= 1

i VRIJEME - 1

Slika 2.14 — Vremenska funkcija struje sa skracenim vremenom uzorkovanja
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Ukupni interval 7 je zbroj od n podintervala At:
T=n-At = n=—. (2-30)
Slijedi:

Ysr:(J/JJFJ/z”LJGJ; “““ +yn)‘At_ (2-31)

Za §to tocniji proracun ASR-a, treba uzeti Sto viSe uzoraka trenutac¢nih vrijednosti y(), tj. potrebno je
podijeliti interval 7 na $to je moguce viSe dijelova. ASR ¢e biti ispravno odreden ako vrijedi
n—ooxc = At—>dt—0,

odnosno:
v o= g Ditdatyshehy,) A (2-32)
" Atn—?dttxeo T

Limes gornje sume prelazi u integral, pa je aritmeti¢ka srednja vrijednost dana izrazom:
] T
Y, =—|y(t)dt. 2-33
o Tiy() (2-33)

Geometrijska interpretacija: aritmeticka srednja vrijednost promjenljive funkcije Yy u vremenskom
intervalu (periodu) 7 jednaka je visini pravokutnika koji nad osnovicom 7 ima povrSinu jednaku
povrsini §to je nad osnovicom 7 zatvara krivulja y(z) — Slika 2.15.

TRENUTACNA VRUEDNOST yit)

VREIFEME - 1

Slika 2.15 — Graficka interpretacija ASR-a
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Za sinusoidnu struju povrsina ispod sinusoide predstavlja ukupno proteklu koli¢inu naboja, koja je u
periodu 7 jednaka nuli:

0= j i(t)dt =0, (2-34)

pa ¢e i aritmeticka srednja vrijednost sinusoidne struje biti jednaka nuli:

1%, 1t .
I, == ! i(1)dt =— ! 1, sin(ot)dt=----=0. (2-35)

Aritmeticka srednja vrijednost sinusoidne struje nije prikladna za analizu u¢inaka izmjeni¢ne struje.

2.4.2. Elektrolitska srednja vrijednost

Elektrolitska srednja vrijednost je aritmeticka srednja vrijednost ,,ispravljene” struje. Upotrebljava se
za racunanje koliCine elektriciteta (u Ah — ampersatima) 1 za sve elektrolitske procese, pa otuda i
njezin naziv.

Ako se izmjeni¢na struja dovede na poluvalni (dioda) — Slika 2.16 ili punovalni ispravlja¢ (Graetzov
spoj) — Slika 2.17, isti ¢e uzrokovati reverziju negativnih dijelova sinusoidne oscilacije u pozitivan
smjer.

Punovalno ispravljena izmjeni¢na struja sastoji se od pozitivnih poluperioda sinusoidnog vala, a
njezina srednja vrijednost je elektrolitska srednja vrijednost.

Elektrolitska srednja vrijednost izraCunava se prema opéem izrazu za ASR, ali se u relaciji uzima
apsolutna trenutacna vrijednost:

Y, :|y1|+|J’2|+|y3|+ """ TV . (2-36)
n
Za vremenski promjenljivu veli¢inu to je:
] T
- ) 2-37
Y, = j [v(tfdr (2-37)
0 n 2r 3n 4n

Slika 2.16 — Poluvalno ispravijena izmjenicna struja
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A
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v

0 n 2n 3n 4n

Slika 2.17 — Punovalno ispraviljena izmjenicna struja

Za ispravljenu sinusoidnu struju dovoljno je uzeti u razmatranje samo jednu polovicu perioda 7, jer je
stvarni period polovica prijaSnjega, pa je elektrolitska srednja vrijednost:

p 3 21 ; 21
e [ict)dt= 2 [1, sin(ex)dt=—"""cosex | === =0637I,. (2-38)
‘L T ol ) 7
Isto vrijedi i za izmjeni¢ni napon:
U, =§ju(t )dt=0637U, . (2-39)
20

Graficka interpretacija elektrolitske srednje vrijednosti prikazana je na Slici 2.18.

100% = A T T T T T T T T T T AN T T T AN T T AN T

e ———

63,7% T

ot

0 b1 2n 3n 4nt

Slika 2.18 — Elektrolitska srednja vrijednost
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2.4.3.Efektivna srednja vrijednost

Prethodno izneseni tipovi srednjih vrijednosti nisu pogodni za iskazivanje stvarnih fizikalnih procesa u
krugovima izmjeni¢ne struje, a ne mogu se uzeti ni kao princip za mjerenje izmjenicnih veli¢ina. Neki
instrumenti, kao primjerice vrs$ni voltmetri, mogu mjeriti amplitudu, ali se ona javlja samo dva puta u
tijeku perioda. Stoga se instrumenti bazdare tako da pokazuju kvadratni korijen prosjeka kvadrata
(engl. root mean square — RMS), koji se naziva efektivna vrijednost. Ona omogucuje usporedbu s
ekvivalentnim istosmjernim vrijednostima. U praksi je pogodno usporedivati struje po njihovu
toplinskom efektu. Toplinsko djelovanje ne ovisi o frekvenciji, a karakterizirano je onom energijom
koja se trosi na savladavanje otpora trosila.

Ako izmjenicna struja prolazeci kroz otpornik otpora R razvija u vremenskom periodu 7 neku koli¢inu
topline W-, onda se uvijek moze odabrati takva istosmjerna struja koja ¢e na tom istom otporniku u
jednakom vremenu 7 razviti jednaku koli¢inu toplinske energije W - . Tada se moze reci da su te dvije
struje po svom toplinskom djelovanju jednake — Slika 2.19.

R R
T T
—;I——;I—
| it)

Slika 2.19 — Usporedba ucinaka istosmjerne i izmjenicne struje

Definicija: Efektivnom srednjom vrijednosti izmjenicne struje naziva se ona velicina istosmjerne struje
koja je po svom toplinskom djelovanju jednaka razmatranoj izmjenicnoj struji.

Efektivne se vrijednosti oznacuju velikim slovima (U, I, E) kao i odgovarajuée istosmjerne veli¢ine.
Op¢i izraz za efektivnu vrijednost dobije se, temeljem prethodne definicije, iz relacija za istosmjernu i
izmjeni¢nu energiju:

T
W_=I'RT , W.=[i’(t)Rdt. (2-40)
0
Nakon izjednacavanja slijedi:
1 T
I
I= sz dr . (2-41)

0

Za sinusoidnu struju i = I,sinot efektivna vrijednost temeljem gornje relacije je:

T
/= \/i j 1,” sin’ axdt . (2-42)
T 0

Uporabom poznate trigonometrijske transformacije: sin’ o = M,

2
dobije se:

2

12 T [2 T I T
1= |2 [(1-cos2er)dt = |- [ dt = cos 2erdt (2-43)
o7 213 o

0
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Budu¢i da je aritmeticka srednja vrijednost sinusne ili kosinusne funkcije unutar perioda 7 uvijek
jednaka nuli, vrijednost drugog integrala u gornjem izrazu je nula, pa se kona¢no za efektivnu

vrijednost struje (isto vrijedi 1 za efektivnu vrijednost napona) dobije: /=—~ , U=—"%=.
J2 J2
A

i(t)
|2

T
T/2

Slika 2.20 — Odredivanje efektivne srednje vrijednosti — graficki prikaz

Graficka interpretacija efektivne vrijednosti sinusoidne struje dana je na Slici 2.20.
Povrsina pravokutnika je I°T, a vrijednost funkcije i’(¢)=1I_ sin’ ot je al,’. U vremenskom periodu
T prosjetna se vrijednost povrSine ispod kvadrata sinusoide moze prikazati pravokutnikom

ekvivalentne povrsine é[ 2T .

Izjednacavanjem pravokutnika dobije se:

1 1
rT==I'T = I=-2%. 2-44
2 m \/} ( )
U praksi se uvijek rabe efektivne vrijednosti izmjeni¢nih struja i napona. Instrumenti za mjerenje
izmjeni¢nih veli¢ina mjere upravo efektivne vrijednosti, a i elektri¢ne karakteristike elektri¢nih uredaja
izrazene su u efektivnim vrijednostima.

Opcenito, u svim slucajevima kada se navode vrijednosti struje i/ili napona, bez posebne napomene,
radi se o efektivnim vrijednostima.

2.4.4. Tjemeni faktor, faktor oblika i srednji faktor

Maksimalna, aritmeticka i1 efektivna srednja vrijednost nemaju nikakav definirani meduodnos. Odnos
ovisi 0 vrsti razmatrane funkcije. Instrumenti koji su kalibrirani za strogo odredeni oblik krivulje
pokazuju lazne podatke kada se od tog oblika odstupi. Odstupanja se kvantificiraju faktorima:
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Tjemeni faktor (sigma)

Faktor oblika (ksi)

Srednji faktor (zeta)

Za sinusoidne struje je:

_ Tjemenavrij. 1, U, (2-43)
Efektivna vrij. I U
_ Efektivnavrij. 1 U (2-46)
Srednjael.vrij. I, U,
; i 1 U,
_ Sredn]a el. vrij. = S T (2—47)

Tjemena vrij. I, U,

I 2
m ‘7
I, I .
S P PR N ) B S S R S B B ST SN VR W)
[ Im Is;;,, 31 2\/5 Im Im T
V2 "

Samo posebni instrumenti (engl. 7rue RMS) pokazuju pravu efektivnu vrijednost razli¢itih valnih

oblika.
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3. TROSILO U KRUGU IZMJENICNE STRUJE

Istosmjerne mreze su elektri¢ni krugovi sastavljeni kao sloZzene mreze izvora EMS-a i/ili strujnih
izvora i razli¢itih kombinacija otpornika. Kondenzatori kapacitivnosti C u takvim mrezama, po
zavrSetku prijelazne pojave, predstavljaju prekid strujnog kruga. Svitci induktivnosti L zanemariva
otpora R predstavljaju kratki spoj, ako kroz njih tece istosmjerna struja. Izmjeni¢ne struje i naponi su
vremenski promjenljive veli¢ine koje uzrokuju sasvim drukc¢ije ponaSanje kondenzatora, svitka pa i
otpornika pod odredenim uvjetima. Stoga izmjeni¢ne mreZe osim izvora sadrze i pasivne elemente koji
predstavljaju otpor protjecanju izmjenicne struje, a to su djelatni, induktivni i kapacitivni otpori.

3.1. Djelatni otpor

Protjecanje struje kroz vodi¢ izaziva gubitke energije zbog zagrijavanja vodica. Otpor jednog te istog
vodi¢a za izmjeni¢nu struju vecéi je nego za istosmjernu. Omski otpor je otpor kod protjecanja
istosmjerne struje, a djelatni (aktivni) otpor je otpor kod protjecanja izmjenicne struje.

Povisenje djelatnog otpora u odnosu na omski objasnjava se time $to izmjenic¢no elektromagnetsko
polje izaziva u vodi¢ima i oko njih niz fizikalnih pojava vezanih s dopunskim gubitcima energije.

e [stosmjerna struja je ravnomjerno rasporedena po poprecnom presjeku vodica, tj. gustoca joj je
konstantna. Izmjeni¢na struja se neravnomjerno rasporeduje po popre¢nom presjeku. Gustoca
struje u srediSnjim dijelovima vodic¢a manja je nego u podrucju uz povrSinu vodi¢a. Magnetsko
polje proizvedeno izmjeni¢nom strujom generira elektromotornu silu koja stvara vrtlozne struje, a
one djeluju protiv uzroka koji ih je izazvao. Posljedica stvaranja vrtloznih struja je otiskivanje
izmjenicne struje prema povrsSini vodica. Ova efektivna redukcija povrSine kroz koju tece struja
uzrokuje povecanje otpora. Fenomen se zove povrsinski ili skin (koza) efekt. Tendencija porasta
otpora postaje jako izrazena na visim frekvencijama (¥ > 10* Hz), a kod ultravisokih frekvencija i
otpor postaje ekstremno velik. Primjerice bakrena zica s promjerom od 1 mm za frekvenciju
izmjenicne struje od 1 MHz ima otpor Cetiri puta veci od otpora za istosmjernu struju.

Prikaz skin efekta na segmentu vodica dan je na Slici 3.1.

|
® 00

< .
€ |

ed
X X X X
>

Slika 3.1 — Skin efekt na segmentu vodica

e Izmjeni¢no magnetsko polje stvara vrtlozne struje u kompaktnim vodljivim masama, kao $to su
svitci s feromagnetskim jezgrama, jezgre transformatora, elektromagneta i dr., S§to zbog
zagrijavanja stvara energetske gubitke. U ekvivalentnim shemama ti se gubitci prikazuju kao
dodatni gubitci na odgovaraju¢em djelatnom otporu.
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e U feromagnetskim materijalima nastaju dopunski gubitci energije izazvani predmagnetiziranjem.
To su gubitci zbog magnetske histereze, a tretiraju se kao povecanje djelatnog otpora materijala.

e Izmjeni¢no elektricno polje uzrokuje preorijentaciju elektricnih dipola u dielektricima, tzv.
elektricnu histerezu. Ona dovodi do zagrijavanja dielektrika 1 dopunskih gubitaka prikazanih preko
pripadnog djelatnog otpora.

U opéem slucaju smatra se da su djelatnim otporom uzeti u obzir svi nepovratni (ireverzibilni) procesi

pretvaranja elektricne energije u toplinsku ili neki drugi oblik energije.

Pod djelatnim otporom ili rezistencijom razumijevamo onaj otpor koji ne stvara ni magnetsko ni

elektrostaticko polje kada kroz njega tece struja. Takva otpora nema u praksi, ali mu se moze dosta

pribliziti, ako se ne radi s visokim frekvencijama izmjeni¢nih struja (do 300 Hz). Trosila koja se mogu
smatrati ¢istim djelatnim otporima zanemarivih induktivnosti i kapacitivnosti jesu zarulje, uredaji za
zagrijavanje, bifilarno motani zi¢ani otpornici i dr.

Analizirat ¢emo strujno/naponske odnose u krugu s djelatnim otporom R priklju¢enim na izmjeni¢ni

napon u(t) = Unsinat, kao na Slici 3.2.

i(t)

Slika 3.2 — Djelatni otpor u izmjenicnom krugu

Trenutacna vrijednost struje je:

)
R R

Valni oblici i pripadni fazorski dijagram prikazani su na Slici 3.3.

- &

u,i

u(t)

Slika 3.3 — Djelatni otpor — valni oblici i fazorski dijagram
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Za iznose fazora struje i napona uzimaju se pripadne efektivne vrijednosti. Trenutacna struja je
sinusoidna i jednake je frekvencije kao i prikljueni napon. Fazni pomak izmedu napona i struje je

¢ =¢ —@ =0. Fizikalna bit nepostojanja faznog pomaka u tomu je Sto se energija u krugu ne
nagomilava, ve¢ se u potpunosti trosi na pretvorbu u toplinu ili neki drugi oblik energije.
Ohmov zakon za efektivne vrijednosti struja i napona je:

Um
]m:ﬂ = [_leﬁ = Izg (3_2)
R J2 R R

3.1.1. Snaga na djelatnom otporu (djelatna snaga)

Buduc¢i da su napon 1 struja vremenski promjenljive funkcije, slijedi da je 1 trenuta¢na snaga takoder
vremenski promjenljiva. Trenutacna snaga je:

p(t)=u-i=U, sinwt-1, sinot=U I sin’ ot. (3-3)
Uporabom trigonometrijske transformacije za kvadrat sinusne funkcije dobije se:

P= U’"Z#(] —cos 2wt)=UI (I - cos 2wt). (3-4)

Krivulja trenuta¢nih vrijednosti snage uvijek je pozitivna i oscilira frekvencijom dvostruko ve¢om od
temeljne frekvencije @, kao na Slici 3.4.

uif
i p(t)

AN

T/2 T

i(t)

u(t)

Slika 3.4 — Djelatni otpor — trenutacna snaga

Temeljem prethodno navedenoga moze se zakljuciti:
— zbog rotacije dvostrukom frekvencijom fazor snage ne moze se crtati zajedno sa strujom i
naponom u fazorskom dijagramu;
— dobivena snaga moze biti samo pozitivna i naziva se aktivna ili djelatna snaga;
— kada su napon i struja jednaki nuli, energija ne dospijeva u krug (p = 0);
— kada struja i napon dosegnu vrS$nu vrijednost, trenutacna snaga je najveca: p = Py = Unln;
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— energija se prinosi trosilu neravnomjerno, u impulsima dvostruke frekvencije u odnosu na
prikljuceni napon;

— sva se energija na djelatnom otporu pretvara u toplinsku — proces je nepovratan (ireverzibilan);

— izmedu generatora i troSila nema oscilacija energije.

Ireverzibilni procesi nisu karakteristicni samo za pretvorbu elektri¢ne u toplinsku energiju, ve¢ i u
druge vidove energije: mehanicku, kemijsku, energiju zracenja i dr. Zato se svaki krug u kojem se vrse
sli¢ni procesi moze energetski razmatrati krugom s djelatnim otporom.

Srednja vrijednost snage je:

=U-I.

Un Ly
0 2 2 \2

Ul * Ul sin2at \[
t)dt = 1—cos2wt)dt =—2"| ¢ —
I (== —7 | (1=cos2an)a 2T ( 20 j

0

(3-5)

Srednja vrijednost djelatne snage u krugu s djelatnim otporom jednaka je produktu efektivnih
vrijednosti struje 1 napona. Jedinica za mjerenje djelatne snage je vat (W).

Zakljucak: U krugu s djelatnim otporom struja je u fazi s priklju¢enim naponom. Sva energija pretvara
se u toplinsku ili neke druge oblike energije. Nema oscilacija izmedu izvora 1 trosila.

3.2. Induktivni otpor u izmjeniénom krugu

Induktivnost je temeljna vrijednost svakog svitka. Svitak se formira od namotaja vodljive (obi¢no
bakrene) zice, pri ¢emu broj namotaja N, duljina svitka /, presjek njegove jezgre S i permeabilnost z-
materijala od kojega je napravljena jezgra mogu varirati u Sirokim granicama, ovisno o Zeljenoj
vrijednosti induktivnosti L:

2
p =N HuthS (3-6)
[
Dvije su temeljne skupine svitaka:
— zracéni svitci
— svitci s magnetskom jezgrom (prigusnice).
Izbor materijala i1 konstrukcija magnetske jezgre bitno utjecu na karakteristike svitka. Realni svitak ima
odredeni djelatni otpor namotaja, a kada sadrzi magnetsku jezgru dodatno se trebaju uzeti u obzir
gubitci koji nastaju u jezgri i1 koji uzrokuju nelinearne strujno-naponske odnose.

Svitci su pasivni elementi izmjeni¢nih krugova s vrlo Sirokim mogu¢nostima uporabe u elektrotehnici.
Primjerice sluze za:

e generiranje induciranih napona (transformator, ,,bobina‘“ u automobilu)
e generiranje magnetskih sila (elektricni motor, relej, kontaktori)

e filtriranje signala (NF filtri, VF filtri, pojasni filtri)

e skladiStenje magnetske energije

e stvaranje elektricnog otpora.

Prigusnice su svitci velikoga induktivnog otpora. Primjenjuju se u razli¢itim vrstama elektri¢nih filtara
koji osiguravaju raspodjelu struje ovisno o frekvenciji.

Niskofrekvencijske (NF) prigusnice imaju veliku induktivnost od nekoliko ili desetak H, a stvaraju
veliki induktivni otpor ve¢ pri niskim frekvencijama. Veliki se otpor u ovom slucaju postize tako da se
svitak konstruira s velikim brojem namotaja (L ~ N°) i sa zatvorenom magnetskom jezgrom (1 >>).
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Visokofrekvencijske priguS$nice (VF) imaju malu induktivnost (mH, pH) i predstavljaju veliki
induktivni otpor samo za visoke frekvencije. Izraduju se bez jezgre ili sa specijalnom jezgrom (feriti).
Analizu strujno/naponskih odnosa u krugu sa svitkom zanemariva djelatnog otpora R =0 provest ¢emo
za krug prema Slici 3.5.

i(t)

Slika 3.5 — Induktivni otpor u izmjenicnom krugu

Pod djelovanjem priklju¢enog napona kroz namotaje svitka teCe izmjeni¢na struja stvarajuci
promjenljivo magnetsko polje. Ako svitak nema feromagnetsku jezgru, magnetski tok mijenja se
sinusoidno i u fazi je sa strujom koja ga je izazvala. Obuhvacaju¢i namotaje, magnetski tok inducira u
svakom od njih EMS samoindukcije, koji je posljedica strujnih promjena. Inducirani EMS e razmjeran
je prema zakonu elektromagnetske indukcije induktivnosti svitka i brzini promjene struje:

do di
=N -—_1=2. 3-7
“ dt dt (-7
Zai = I,sinaot dobije se:
d . . 7 : 7
e, = _LE(I'” sinwt)=—-Lwl, cos ot = oLl sin| ot =ik E, sin| ot Ik (3-8)

Priklju¢eni napon mora savladati samo EMS samoindukcije, jer je djelatni otpor zanemariv. U svakom
trenutku priklju¢eni napon i EMS samoindukcije jednaki su po iznosu i suprotno usmjereni, pa
prikljuceni napon fazno prethodi struji za 90 °:

u, =—e, =wlLl sin(a)t+§j:ULm sin(wt+%). (3-9)

Maksimalni napon na induktivnosti je U, =E, =wolLl,.

Dijeljenjem s /2 dobiju se efektivne vrijednosti Uz i 1, a njihov kvocijent ima dimenziju otpora:

U 1 Vs V
“Logl=X, |t—=lz0] (3-10)
I s A A

U krugu izmjeni¢ne struje s idealnim svitkom stvara se otpor induktivnog karaktera. Naziva se
induktivni otpor ili induktivna reaktancija. Oznacuje se sa X.

Simboli za X7 prikazani su na Slici 3.6.

YN YL — .

Slika 3.6 — Oznake induktivnog otpora
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Ovisnost induktivnog otpora o frekvenciji je linearna. Na Slici 3.7 prikazana je ovisnost o frekvenciji
triju razli¢itih induktivnih otpora, pri ¢emu je L; < L» < L3. Za frekvenciju f'= 0 (istosmjerna struja)
induktivni je otpor X; = 0, pa se idealni svitak ponaSa kao kratki spoj. Za vrlo visoke frekvencije
induktivni otpor postaje vrlo velik, pa ve¢ i kratki segment vodi€a moZze izazivati veliki otpor
protjecanju visokofrekvencijske struje.

FREKVENCIISEA OVISHOST INDUKTIVNE REAKTANCIJE

[k £2]

Induktivna reaklancija X |

Frekvencija f [KHz]

Slika 3.7 — Frekvencijska ovisnost induktivnog otpora

Ohmov zakon primijenjen na krug s induktivnim otporom je: / = Y
L

Valni 1 pripadni fazorski dijagram kruga prikazani su na Slici 3.8.

A .
eL,uL,l

up

EL

Slika 3.8 — Induktivni otpor — valni oblici i fazorski dijagram
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EMS samoindukcije suprotstavlja se i porastu i opadanju struje, odnosno nastoji zadrzati njezinu
prethodnu vrijednost. Predznak EMS samoindukcije stoga je suprotan predznaku struje. Izlazi kako
EMS samoindukcije fazno zaostaje za strujom za m/2. Prikljueni napon je u protufazi u odnosu na
EMS samoindukcije, pa prethodi struji za n/2. To se objasnjava upravo djelovanjem elektromotorne
sile samoindukcije zbog koje zakaSnjava promjena struje pri promjenama priklju¢enog napona. Stvarni
fizikalni uzrok je u izgradnji 1 razgradnji magnetskog polja svitka.

3.2.1. Snaga na induktivhom otporu
Za poznate trenutacne vrijednosti struje i napona na induktivnom otporu:

iW=1_sinot , u(t)=U,_ sin(a)t +%) (3-11)
trenutacna snaga je:

max- max

PO =U, .1, st sin (a)t + %j =U, 1  sinwt-cosot. (3-12)

Uporabom transformacije sin2a = 2sinacosa dobije se:

U,
p= ’"2 “sin 2wt = Ul sin 2wt . (3-13)

Trenutana snaga mijenja se po sinusoidnom zakonu, ali s dvostrukom frekvencijom. Valni dijagram
snage prikazan je na Slici 3.9.
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Slika 3.9 — Induktivni otpor — trenutacna snaga

U prvoj Cetvrtini perioda trenuta¢na snaga ima pozitivan predznak, jer matematicki predstavlja produkt
napona i struje koji su istog (pozitivnog) smjera. Fizikalno gledano struja u svitku raste, pa raste i
energija magnetskog polja svitka. Energija se prostire od izvora ka trosilu. U drugoj Cetvrtini perioda
struja je pozitivna, a napon negativan, pa trenutacna snaga ima negativan predznak. Kako se struja
smanjuje, razgraduje se magnetsko polje svitka i energija se vraca generatoru. Negativan predznak
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snage upucuje na protok energije usmjeren od svitka prema generatoru. U tre¢oj Cetvrtini perioda
struja ponovno raste, ali sada u suprotnom smjeru. Kako je i trenutacni napon suprotnog smjera, snaga
1 energija su pozitivne, tj. energija se predaje troSilu. U posljednjoj Cetvrtini perioda energija se
ponovno vraca generatoru.

Kako u krugu nema djelatnog otpora, nema ni djelatnih gubitaka snage. Po zakonu o ocuvanju energije
energija koju generator predaje svitku mora biti vra¢ena natrag u generator. Srednja djelatna snaga u
tijeku jednog perioda mora biti jednaka nuli, $to i matematicki slijedi iz izraza:

T

1% 1% Ul 1
P=— t)dt =—\Ulsin2wtdt =—-| —— |cos2wt| =0. 3-14
Tlp() T! . ( j (3-14)

2w

0

Energetski gledano proces izmjene energije u krugu s Cistim induktivnim otporom je reverzibilan. U
krugu se vrSe oscilacije energije izmedu generatora i magnetskog polja svitka bez gubitaka. Snagu u
krugu nazivamo induktivnom jalovom snagom Qr 1 mjerimo je u volt-amperima reaktivnim VAr:

0, =U,I(VAr) . (3-15)

Zakljucak: U krugu s Cistim induktivnim otporom struja fazno zaostaje za priklju¢enim naponom za
90°. Cjelokupna energija oscilira izmedu generatora i magnetskog polja svitka. U krugu nema gubitaka
energije.

Energija nagomilana u magnetskom polju u Cetvrtini perioda je:

7 7 7
W, = [ p,(t)dt = jUlsmza;zdt:U]-(—ijcoszwz —.=4 (3-16)
0 0 2w 0 @
Kakoje U=IX, =lwl i [ L,
a 0 e = = = ,
J L \/5
slijedi:
W,=1°L= gu,j : (3-17)

3.3. Kapacitivni otpor u izmjeni€énom krugu

Pored djelatnih otpora kondenzatori su najces¢e koriStene pasivne komponente izmjeni¢nih krugova.
Uporaba im je vrlo raznovrsna. Medu ostalim sluze za:

e odvajanje istosmjerne komponente od izmjenicne komponente struje
e ostvarivanje faznog pomaka napona i struje

e kratko spajanje izmjeni¢nih napona

e konstrukciju filtara i rezonancijskih krugova

e pohranu elektri¢ne energije

e realizaciju vremenskog kaSnjenja.

Za istosmjernu struju po zavrSetku kratkotrajne prijelazne pojave kondenzator postaje mjesto prekida
strujnog kruga. Kako bi se uspostavio stalan tok struje, mora postojati zatvoreni strujni krug. Za
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vremenski promjenljiv napon izvora krug se zatvara preko pomacne struje (dielektri¢ne struje), koja
predstavlja oscilacijsko kretanje vezanih naboja dielektrika pod djelovanjem izmjeni¢noga elektri¢nog
polja, kao Sto je to prikazano na Slici 3.10.
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Slika 3.10 — Oscilacijsko kretanje naboja dielektrika

Kad nije prikljuen napon, centri pozitivnog i negativnog naboja atoma dielektrika se poklapaju.
Medutim, kada je na krug narinut izmjeni¢ni izvor, jezgre atoma pomicu se u smjeru djelovanja
elektricnog polja, a putanje elektrona elipticno se izduzuju u suprotnom smjeru. Dakle, pomacna struja
opisuje se kao oscilacijsko kretanje jezgara atoma 1 periodicna deformacija putanja elektrona u ritmu
narinutih promjena napona izvora. Deformacije su ,.elasti¢ne” (dielektrik se vraca u stacionarno stanje
kada nije priklju¢en elektri¢ni izvor) sve dok se ne prijede grani¢na vrijednost jakosti elektri¢nog
polja. Tada dolazi do proboja dielektrika (plasticna deformacija). Kondenzator gubi svoju funkciju jer
je dielektrik nepovratno unisten.

Kondenzator se periodicno puni pri povecanju, odnosno prazni pri smanjenju napona. Izmjeni¢na
struja je, fizikalno gledano, struja punjenja i praznjenja kondenzatora, a ,zatvara” se preko
polariziranih naboja u dielektriku.

Shema kruga s kondenzatorom kapacitivnosti C bez gubitaka (R. = 0) prikazana je na Slici 3.11.

i(t)

u(t)

Slika 3.11 — Kapacitivni otpor u izmjenicnom krugu

Za velic¢inu struje bitna je brzina promjene napona izvora dU/dt. Isto tako veli¢ina struje ovisi 1 o
kapacitivnosti kondenzatora C, jer se s povisenjem kapacitivnosti povecava i sposobnost gomilanja
naboja na njemu. Kako je struja odredena vremenskim protokom naboja, ona mora biti proporcionalna

1 kapacitivnosti kondenzatora. 1z dg = Cdu = idt dobije se i. = C ccll—u
t

Za slucaj narinutog izmjeni¢nog napona u = U,sinot trenutac¢na struja mu prethodi za 90 ° jer je:
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i = C%(Um sinat)=U, oC cos ot = Uma)Csin(a)t+%j =1, sin(a)t+%j . (3-18)

Maksimalna struja kroz kondenzator je /. =wCU .

Dijeljenjem s ~/2 dobiju se efektivne vrijednosti Ui Ic, a njihov kvocijent ima dimenziju otpora:

1 V
= X = — = !2 . 3—]9
C S-[ AS A ( )

V

1
I, aC

U krugu izmjenic¢ne struje s idealnim kondenzatorom stvara se otpor kapacitivnog karaktera. Naziva se
kapacitivni otpor ili kapacitivna reaktancija. Oznacuje se sa Xc, a odgovarajuci simbol dan je na Slici
3.12.

Xc
Slika 3.12 — Oznaka kapacitivnog otpora
Kapacitivni otpor je suprotstavljanje kondenzatora protoku izmjeni¢ne struje koje je obrnuto razmjerno

frekvenciji 1 kapacitivnosti kondenzatora. Frekvencijska ovisnost kapacitivnog otpora oblika je
hiperbole, §to je prikazano na konkretnom primjeru triju razlicitih kondenzatora na Slici 3.13.

OVISNOST KAPACITIVNOG OTPORA O FREKVENCHUI

10

g - | ! |
Cy=025F

g8k ! ! ! ! ! ! L Ce=050uF -
C3=1.00uF

?‘ -

Kapacitivni ofpor - X (k(2)
o
T

0 01 o2 03 04 05 08 OF OB 08 1

G A 1 1

Frekvencija - flkHz)

Slika 3.13 — Frekvencijska ovisnost kapacitivnog otpora
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Za frekvenciju f = 0 (istosmjerna struja) Xc — o, pa je na mjestu idealnog kondenzatora prekid
strujnog kruga. Za vrlo visoke frekvencije kapacitivni otpor postaje vrlo malen, pa se za ultravisoke
frekvencije ponasa gotovo kao kratki spoj.

U
Ohmov zakon primijenjen na krug s kapacitivnim otporom: /. =—.

C
Valni 1 pripadni fazorski dijagram kruga s kapacitivnim otporom prikazan je na Slici 3.14.

A .
€c,Uc,!

u

Slika 3.14 — Kapacitivni otpor — valni oblici i fazorski dijagram

Referentna vrijednost je prikljueni izmjeni¢ni napon. Struja kroz kondenzator fazno mu prednjaci za
/2. EMS kondenzatora je u protufazi s priklju¢enim naponom: e.=-u=E,_ sinlat+7).

Napon Uc = IcXc, koji se trosi na savladavanje kapacitivnog otpora, jest kapacitivni pad napona.

3.3.1. Snaga na kapacitivhom otporu
U krugu s kondenzatorom zanemarivih gubitaka strujni val prethodi naponskomu za /2:

u.(t)=U,,, . Sinwt , ic(t)=1,. sin(wt+%j , (3-20)
pa je trenutacna snaga:

() =U_, . ] cruSinwt - sin (a)t + %j =U¢,ulcmasSinot-coswt =U 1. sin 2ot . (3-21)

Trenutacna snaga mijenja se opet po sinusoidnom zakonu s dvostrukom frekvencijom.

U prvoj 1 trecoj Cetvrtini perioda kondenzator se puni, jer raste napon na njemu u pozitivnom (I.
cetvrtina), odnosno negativnom smjeru (III. Cetvrtina). Kondenzator uzima energiju s izvora.
Trenutacna energija i snaga u oba je slucaja pozitivna (Uc 1 Ic imaju isti predznak), jer se prostire s
izvora na troSilo (kondenzator) i nagomilava se u njegovu elektricnom polju. U drugoj i Cetvrtoj
Cetvrtini perioda kondenzator se prazni, pa napon na njemu opada. Kondenzator vraca energiju natrag
u generator razgradujudi pri tomu vlastito elektricno polje, pa je protok energije i snage negativan (Uc
i Ic imaju suprotan predznak). Kako u krugu nema djelatnog otpora, nema ni djelatnih gubitaka snage.
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Kao i u slucaju induktivnog otpora, sva energija koju generator predaje kondenzatoru mora biti
vracena natrag u generator. Srednja djelatna snaga u tijeku jednog perioda mora biti jednaka nuli.

Opisani proces moze se pratiti na valnom dijagramu snage prema Slici 3.15.

,Ug,i
Ry p(t)

ue(t)

v —

|

|

|

|

!

|

| 1
| 1
| 1
1 1
I 1
| 1
| 1
| 1
| 1

+ 1 1= 1=
Vo - 1y
fr b

|

| 1
! 1
| 1
| 1
|

1 1

Il »

IE+ J "J— HAO) L (") == ) =
i \_ T T E -T / - +_[, + +T e I
; Punjenje I Praznjenje Punjenje PraZnjenje '

Slika 3.15 — Kapacitivni otpor — trenutacna snaga

Proces izmjene energije u krugu s Cistim kapacitivnim otporom je reverzibilan. U krugu se vrse
oscilacije energije izmedu generatora i elektri¢nog polja kondenzatora bez gubitaka. Snagu u krugu
nazivamo kapacitivnom jalovom snagom (Qc 1 mjerimo je u volt-amperima reaktivnim VAr:
O-=U.I.(VAr) .

Zakljucak: U krugu s kondenzatorom bez gubitaka struja prethodi priklju¢enom naponu za 90 °. Jalova
energija oscilira izmedu generatora 1 elektricnog polja kondenzatora. U krugu nema gubitaka energije.
Energija nagomilana u elektri¢nom polju u Cetvrtini perioda (punjenje kondenzatora):

g g Ul
W, = | pe(t)dt = [Ulsin2erdt=....== (3-22)
[0
0 0
U U
Kakoje I =—=UwC i U=—%, slijedi:
X V2

W.=UC= éCUZ . (3-23)

m



N OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I 37

3.4. Mjesoviti spojevi u krugovima izmjeni¢ne struje

Skupni pregledan prikaz strujno-naponskih fazorskih dijagrama pasivnih elemenata izmjeni¢nih
krugova dan je na Slici3.16.

UL

Ur

Ref. os

Uc

R XL Xc

Slika 3.16 — Fazorski dijagrami pasivnih elemenata R, X1 i Xc

Analiza svih kombinacija serijskih i paralelnih spojeva pasivnih elemenata moze se primijeniti na
postavljanje ekvivalentnih shema sklopova i uredaja izmjeni¢ne struje, kao i na rjeSavanje sloZzenih
izmjeni¢nih krugova.

3.4.1. Serijski spoj djelatnog i induktivhog otpora

Realni svitak bez feromagnetske jezgre (zracni svitak) ima pored induktivnoga i nezanemariv djelatni
otpor namotaja. Ekvivalentna shema je serijski R - X7 spoj — Slika 3.17.

Ue———

Slika 3.17 — Serijski spoj djelatnog i induktivnog otpora
Za serijski krug struja i =/, sinwt je referentna vrijednost. Trenutacne vrijednosti napona u krugu su:

up =Upg sinot
u, =U, sin(ot+90°) (3-24)
u=U, sin(wt+@) .

Ulazni napon fazno prethodi struji za neki kut ¢, koji ovisi o medusobnom odnosu aktivnog i

induktivnog otpora: 0<¢@<90". Valni oblici struje i napona prikazani su na Slici 3.18. Ukupni napon
je zbroj trenutacnih vrijednosti ug 1 uy.
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AU, UL UR,i

UL

Slika 3.18 — Serijski R-X1, spoj — valni oblici

Prikaz preko trenutacnih vrijednosti postaje kompliciran i nepregledan ve¢ 1 za jednostavni serijski
spoj. Prikladniji su prikazi pomocu pripadnih fazorskih dijagrama. Za efektivnu vrijednost struje /
efektivne vrijednosti padova napona su:

U, = IR
U, =1X, .
Ti se naponi ne zbrajaju algebarski kao kod istosmjernih struja, ve¢ se simbolicki tretiraju kao fazori.

Za jakost struje odabranu kao referentni fazor dobije se fazorski dijagram napona i struja prema Slici
3.19.

(3-25)

o 90

Ur

Slika 3.19 — Serijski R-X1, spoj — fazorski dijagram

Ukupan napon je hipotenuza trokuta napona:

U=yUz+Uj . (3-26)

Dijeljenjem svih stranica trokuta napona s konstantnom strujom / dobije se trokut otpora, a mnozenjem
sa [ trokut snaga, kao na Slici 3.20. Fazni odnosi u svim se trima slu¢ajevima ne mijenjaju, jer se
mnozenjem i dijeljenjem sa / proporcionalno mijenjaju sve stranice trokuta napona.
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UR R P

Slika 3.20 — Serijski R-X1, spoj — trokut napona, otpora i snaga

Komponente trokuta otpora su:

R = Ye djelatni ili aktivni otpor (rezistencija)
1
X, = Ys induktivni otpor (induktivna reaktancija)
1
7 = % ukupni ili prividni otpor (impedancija).

Iz trokuta otpora impedancija kruga je:

Z=+R’+X’. 3-27
L

A (3-28)

z JRPrx?

Fazni se kut moze odrediti neposredno iz fazorskog dijagrama ako se u myjerilu ucrtaju sve veli¢ine.
Jednostavnije je fazni kut izraziti analitiCki pomoc¢u neke od trigonometrijskih funkcija. Iz trokuta
otpora dobije se:

Ohmov zakon za zadani krug glasi:

R X, X,
= arccos — = arcsin —& = arctg —%. 3-29
7 ~ ~ g (3-29)

Trenutacna snaga je:
p=ui=U,I sinot-sin(wt+e). (3-30)

m-m

Valni dijagram snage prikazan je na Slici 3.21. Elektricna energija predana od izvora dijelom se
pretvara u toplinsku na djelatnom otporu, a dijelom oscilira izmedu generatora i magnetskoga polja
svitka. Fazni kut ¢ odgovara onom dijelu perioda u tijeku kojeg je trenutacna snaga negativna, tj. vraca
se u generator. Sto je fazni pomak veéi, to se manje svrsishodno iskoristava energija generatora.

Ireverzibilni proces pretvaranja elektri¢ne energije u toplinsku opisuje se djelatnom snagom P=U /.
Kako je iz trokuta napona U, =U cos ¢, dobije se:

P=Ulcosop (W). (3-31)

Jalova snaga Q; karakterizira oscilacije izmedu generatora i magnetskoga polja svitka:
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O, =U,I=Ulsing (VAr,, ). (3-32)
pu; it
+ +
7t
] '(p ! 7 o = ot
i(t)
u,(t)

Slika 3.21 — Serijski R-X1, spoj — trenutacna snaga

Ukupna ili prividna snaga S uzima u obzir ireverzibilne gubitke i reverzibilni proces oscilacija.
Jednaka je geometrijskom zbroju aktivne i reaktivne snage, a mjeri se u VA.
Medusobni odnosi snaga iz trokuta snaga su:

S=\/P2+Q2=\/(Ulcos¢))2+(U1sin(p)2=UI, O=Ssing , P=Scosg. (3-33)

Takoder vrijedi:
2 2 2
P:I?R:EQ- - Q:1{XL:£Q. - S:I?Zzgin (3-34)
R X, Z

Aktivna snaga, uz postojanje faznog pomaka, moze biti manja ili najviSe jednaka prividnoj snazi.
Omyjer ovih snaga naziva se faktorom snage cos:

cos ¢ = g (3-35)

Faktor snage pokazuje koliki dio prividne snage koju razvija generator, iskoristi trosilo u vanjskom
dijelu kruga. Cesto se u praksi kao karakteristika elektrotehni¢kih uredaja navodi i faktor snage. Rad u
uvjetima postojanja jalove snage je nepovoljan, jer se u grani¢nom slucaju Cistoga reaktivnog trosila ne
razvija djelatna snaga, a generator radi s punim optere¢enjem. Vodovi za prijenos elektri¢ne energije
optereceni su jalovom snagom i na njima nastaju dodatni gubitci.

Povecanje faktora snage postize se paralelnim vezivanjem kondenzatora, Cija jalova snaga reducira
induktivnu snagu. Taj se postupak zove kompenzacija faktora snage. PoveCanje faktora snage
omogucuje potpunije iskoriStenje nominalne snage generatora. Imaju¢i na umu kako velik dio
elektrotehnickih uredaja (elektromotori, transformatori) ima osim djelatne 1 jalovu induktivnu snagu,
znacaj kompenzacije faktora snage je ocit. U cjelokupnom elektroenergetskom sustavu povecanje
faktora snage za 1 % moZe donijeti godiSnje usStede koje se mjere u milijunima kWh elektricne
energije.
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3.4.2. Paralelni spoj djelatnog i induktivhog otpora
Realni svitak bez magnetske jezgre moze se prikazati i ekvivalentnom paralelnom shemom na Slici
3.22.

U kR gL

Slika 3.22 — Paralelni spoj djelatnog i induktivnog otpora

Struja Iz je u fazi s priklju¢enim izmjeni¢nim naponom, struja /; fazno zaostaje za naponom za 90 °, a
ukupna struja / je geometrijski zbroj parcijalnih struja u paralelnim granama. Za paralelne spojeve
napon U uzima se kao referentna veli¢ina. Odgovarajuci fazorski dijagram prikazan je na Slici 3.23.

Slika 3.23 — Paralelni R-X1 spoj — fazorski dijagram

Iz trokuta struja slijedi:
I=2+1
I,=Icos¢p (3-36)
I, =Ising.

Ukupna struja fazno zaostaje za naponom za kut 0 < ¢ < 90° .

Dijeljenjem svih stranica trokuta s konstantnim naponom dobije se njemu sli¢an trokut vodljivosti, a
mnozenjem s naponom dobije se takoder slican trokut snaga kao na Slici3.24.

Y

Slika 3.24 — Paralelni R-X1 spoj — trokut napona, vodljivosti i snaga

Stranice trokuta vodljivosti su:
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~

G = UR djelatna vodljivost (konduktancija)
B, = L_L induktivna reaktivna vodljivost (induktivna susceptancija)
Y = é ukupna vodljivost (admitancija).

Dimenzije vodljivosti iskazuju se u simensima S.

Y=,G’+B;]. (3-37)

Iz trokuta vodljivosti je:

Fazni kut iz trokuta struja je:

e I, 1,
@ = arcsin— = arccos— = arctg— . (3-38)
1 1 2
Fazni kut iz trokuta vodljivosti je:
= arcsin B _ arccos — = arct B (3-39)
v Y y €6
Iz trokuta snaga dobije se:
]z
P=UIl,=U’G= G djelatna snaga (W)
12
Q=Ul, =U’B, = B—L induktivna jalova snaga (VAfind)

L

S=,P +0’ :\/(UzG) (U2 ) =U’\G’ +B; :Uzng ukupna snaga

(VA).

3.4.3. Serijski i paralelni spoj svitaka

Serijski spoj realnih svitaka je viSestruki serijski R-X; spoj. U primjeru na Slici 3.25 prikazan je
serijski spoj triju svitaka razli¢itih impedancija.

R1 Xu R: Xu R1 Xu
———— 11—
\ v J o\ \ J A\ \ J
Z, Z, Z3
| '®

« 7

U
Slika 3.25 — Visestruki serijski R-X1, spoj

Ukupni napon je fazorski zbroj napona na pojedinim svitcima.
Graficko rjesenje u obliku fazorskog dijagrama dano je na Slici 3.26.
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“R3

Uy U U

Vi

Slika 3.26 — Visestruki serijski R-X1 spoj — fazorski dijagram

Za pojedine komponente napona 1 ukupni napon vrijedi:

Up=Uy +U, +U, , U, =U, +U, +U, , U=U2+U?. (3-40)

Ukupna impedancija je:

Z=JRP+ X7 =R+ R, +R,) +(X, +X,,+X, ) . (3-41)

Faktor snage je cos ¢ =

N| =

Pripadne snage su:

P=P+P+P ; 0=0,+0,+0; ; S=P+0° . (3-42)
lzz X, =X, +X,,+X,, = owlL=oL +ol,+o0L,,paje ckvivalentna induktivnost serijskog
spoja: L=L,+L,+L;,.

Paralelni spoj realnih svitaka je viSestruki paralelni G-B; spoj. U primjeru na Slici 3.27 prikazan je
paralelni spoj triju svitaka razli¢itih admitancija. Ukupna struja je fazorski zbroj struja u paralelnim
granama.

Y Y Y
YI

Slika 3.27 — Visestruki paralelni G-By, spoj
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Graficko rjesenje u obliku fazorskog dijagrama dano je na Slici 3.28.

o/ R U

I3

R4 Ir2 IR3

Slika 3.28 — Visestruki paralelni G-By, spoj — fazorski dijagram

Ukupna struja i admitancija odredene su relacijama:

[=R+ 1 =Ly + 1y + 1) +(1,, + 1, +1,,) (3-43)
Y =G’ + B’ :\/(GI +G, +G3)2 +(B,, +B,, +BL3)Z , (3-44)

a pripadni faktor snage je cosp = — .

Y
Izz B, =B, +B,+B, = A + ! + 1 ’
' : ol oL, oL, oL,

pa je ekvivalentna induktivnost paralelnog spoja:

3.4.4. Serijski spoj djelatnog i kapacitivhog otpora
Realni kondenzator ima energetske gubitke zbog struje odvodenja uzrokovane nesavrSenom izolacijom
1 gubitke u samom dielektriku.

Struja odvodenja dana je izrazom l,« = U/R;z, gdje je Ri: otpor izolacije. Prisutnost vlage, necistoca i
prasine u kondenzatoru smanjuje otpor izolacije, povecavajuéi struju odvodenja, a time i gubitke
kondenzatora. Dopunski gubitci stvaraju se pri oscilacijskom kretanju vezanih (polariziranih) naboja
dielektrika pod djelovanjem izmjeni¢nog napona. U procesu periodicne preorijentacije iona, dipola i
molekula dielektrika dolazi do trenja koje je praceno pretvorbom dijela elektri¢ne energije u toplinsku.
Od svih oblika polarizacije dielektrika samo elektronska nije vezana s gubitcima energije, jer je
deformacija putanja elektrona vrlo elasticna. Gubitci energije rastu s povisenjem frekvencije. Za
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smanjivanje gubitaka zbog promjene orijentacije naboja uporabljuju se kondenzatori s plinskim,
keramickim, polistirenskim ili stirofleksnim dielektricima.
U opc¢em slucaju kondenzatora s gubitcima isti se moze prikazati serijskim R-C spojem kao na Slici

3.29.

Slika 3.29 — Serijski spoj djelatnog i kapacitivnog otpora

Efektivne vrijednosti napona su:
Up,=IR
(3-45)
U.=1X, .

Fazorski dijagram serijskog R-C spoja dan je na Slici 3.30.

Slika 3.30 — Serijski spoj djelatnog i kapacitivnog otpora — fazorski dijagram

Napon narinut na serijsku kombinaciju zaostaje prema struji za neki kut ¢, koji ovisi o medusobnom
odnosu djelatnog i kapacitivnog otpora — 90 < ¢ < 0 .
Trokuti napona, otpora i trokut snaga prikazani su na Slici 3.31.

o f 9 ¢

Slika 3.31 — Serijski R-Xc spoj — trokut napona, otpora i snaga

Iz trokuta napona je U = /U, +U_ .

Komponente trokuta otpora su:
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U . . .
R = IR aktivni otpor (rezistencija)
X, = U]C kapacitivni otpor (kapacitivna reaktancija)
7 = % =R’ + X/ ukupni ili prividni otpor (impedancija).
Ohmov zakon za analizirani krug je:
U U
I=—=——=— . (3-46)
Z R +X]
. .. R . X X
Fazni kut odreden je iz trokuta otpora ¢ = arccos Z = arcsin —< = arctg =< .
Kako je:
i=1, sinwt (3-47)
u=U, sin(wt—g¢),
trenutacna snaga je:
p=ui=U,I sinot-sin(ot-p). (3-48)

Valni dijagram trenutacne snage serijskog R-C spoja dan je na Slici 3.32.

P o(t)

v

Slika 3.32 — Serijski R-X1 spoj — trenutacna snaga

Elektri¢na energija predana od izvora dijelom se pretvara u toplinsku na djelatnom otporu, a dijelom
oscilira izmedu generatora i elektricnog polja kondenzatora. Ireverzibilni dio procesa zbog navedenih
gubitaka kondenzatora opisuje se djelatnom snagom P:

2

U
P=UR1=12R=?R=U1cos¢ W (3-49)

Jalova snaga Qc karakterizira oscilacije izmedu generatora i elektricnog polja kondenzatora:
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U} ,
QC:UCI:12XC:X—C=UIsm¢) (VAr,, ). (3-50)
C
Ukupna snaga S je iz trokuta snaga:

2

S =[P’ + O =({UIcosp) +(Ulsing) =UI=1"Z = — (74 (3-51)

Takoder vrijedi: Q = S sin ¢ , P = S cos ¢ .

3.4.5. Paralelni spoj djelatnog i kapacitivhog otpora
Kondenzator s gubitcima moze se prikazati nadomjesnom paralelnom R-C shemom kao na Slici 3.33.

——

U k| [R €=

Slika 3.33 — Paralelni R-Xc spoj

U grani s djelatnim otporom tece struja Iz koja je u fazi s priklju¢enim izmjeni¢énim naponom, a u grani
s kapacitivnim otporom tece kapacitivna struja Ic koja fazno prethodi naponu za 90 °:

v
R (3-52)
U

Ukupna struja / je geometrijski zbroj parcijalnih struja.
Konstruiranje fazorskog dijagrama napona i struja te trokuta otpora i snaga prikazano je na Slici 3.34.

/,,,-fﬂh
” 3
Pl s -
| ./"’# . JL o 2
fﬂf}/ I Y .-f"'f-'/ QC
,x’f ¢ Bc ___.#f ; *
- ol 0 b, 0
%) /o0 U °) (o @) /o0
r- ¥ T . L4 P ¥ =
e G =]

Slika 3.34 — Paralelni R-Xc spoj — trokut struja, vodljivosti i snaga

Ukupna struja je I =4/1; + 1. . Napon fazno zaostaje zakut — 90 < ¢ < 0.
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Stranice trokuta vodljivosti su:

G= Te — konduktancija
U
B, = IFC — kapacitivna vodljivost (kapacitivna susceptancija)

Y = é =G’ + B} — admitancija.

Fazni kut iz trokuta vodljivosti je ¢ = arcsin Be _ arccos G_ arctg B—C

Iz trokuta snaga mogu se odrediti snage:
P=Ul,=U’G=Ulcosp (W),
Q=Ul.=U’B,. =Ulsing (VArip) ,

S=Ul=+P’+0° =U’Y (VA). (3-53)

3.4.6. Serijski spoj induktivhog i kapacitivhog otpora
Serijski spoj svitka i kondenzatora — oba sa zanemarivim gubitcima, prikazan je na Slici 3.35.

L C
U|_ UC
<I7
o |J @

Slika 3.35 — Serijski X1-Xc spoj

Naponi na induktivnosti i kapacitivnosti imaju suprotnu fazu — medusobni pomak u fazi je 180 °, pa se
mogu algebarski oduzeti:

U, =1X,
Ue=1IX, (3-54)
U=U,-U.=1(X,-X.)=1X .
Mogu nastupiti razliciti slucajevi determinirani meduodnosima reaktivnih otpora:
X, >X.
X, =X, (3-55)
X, <X..

U prvom je sluc¢aju ukupna reaktancija induktivna, u drugome je jednaka nuli, a u treCem slucaju
ukupna reaktancija je kapacitivnog karaktera.

Fazorski dijagrami za sva tri razmatrana slu¢aja prikazani su na Slici 3.36.

Kada su iznosi reaktancija razli¢iti, ukupni napon je ili kapacitivan (c) ili induktivan (b). U slucaju
jednakih reaktancija (a), pa tako i napona, naponi se medusobno poniste. To je slucaj serijske ili
naponske rezonancije u idealnome rezonantnom krugu. Teorijski gledano, struja bi tada imala
neizmjernu vrijednost, jer su gubitci zanemareni.

Strujaje 1 = %, a fazni kut:
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a)o=0 b p=90° ¢ p=-90°. (3-56)
U, ‘ UL‘ UL‘

90°

-
\sA/‘
~y
'£:
S
|
Ty e EELEELSELrs

U -Ue

90°

b sos s puijetiasasi|

Ue

Uc UC‘

a) b) c)

Slika 3.36 — Serijski X1-Xc spoj — fazorski dijagram

Nema djelatnih gubitaka (P = (). Ostale snage su:
a) §=0=01-0c=0
b) 8= Qina > 0 (3-57)
c) S = QOkap < 0.

3.4.7. Paralelni spoj induktivhog i kapacitivhog otpora
Paralelni X;-Xc spoj izgleda kao na Slici 3.37.

@

—
I

U |LJ7 L C—_LIC

@

Slika 3.37 — Paralelni X;-Xc spoj

Ukupna struja dijeli se na dvije komponente: struju svitka /7, koja zaostaje u odnosu na napon za 90 °, i
struju kondenzatora /¢, koja mu prethodi za 90 °.

Efektivne vrijednosti struja su:
I, =UB,
1. =UB, (3-58)
I=U(B,-B.)=UB.
Parcijalne struje su fazno opozitne (180 °), pa ovisno o njihovoj efektivnoj vrijednosti koju odreduje
jedan od mogucih odnosa susceptancija: B, >B. , B, =B. , B, <B,.

Ukupna struja moze biti Cisto induktivna, Cisto kapacitivna ili jednaka nuli. Slucaj poniStavanja
reaktivnih struja zove se paralelna ili strujna rezonancija.
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Ekvivalentni fazorski dijagrami za sva tri moda rada prikazani su na Slici 3.38.

lC [ |.:
v = -
i E3 1
‘\9(}* | 5 u
- — i ! IC'IL
L/ ’ o i
90° . +
- i
u i
‘L ‘ |L IL ‘ _:ﬂ
Y
a) b) c)
Slika 3.38 — Paralelni X1-Xc spoj — fazorski dijagrami
Fazni kut je:
a) p=0 b) ¢ =-90° c)p=90°. (3-59)
U krugu nema djelatnih gubitaka (P = 0). Ostale snage su:
a)S=0=0.-0c=0 b)S = Qrap<0 ¢) S = Qina> 0. (3-60)

3.4.8. Serijski spoj djelatnog, induktivnog i kapacitivhog otpora

Serijski krug $to sadrzi otpore svih pasivnih elemenata izmjeni¢nih krugova (RLC) prikazan je na Slici
3.39.

b S— o |J o

Slika 3.39 — Serijski R-X1-Xc spoj

Naponi na elementima kruga su:
U,=IR
U, =1X, (3-61)
U.=IX..

Moguca su tri razliCita slucaja determinirana meduodnosima reaktivnih otpora:
X, >X.
X, =X, (3-62)
X, <X..
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U slucaju kada je X; = Xc, reaktivne komponente se poniStavaju i nastupa serijska ili naponska
rezonancija. Zbog vaznosti za tehnicku praksu takvo stanje kruga posebno se i odvojeno analizira.

Na Slici 3.40 prikazane su dvije grupe fazorskih dijagrama za preostala dva slucaja:

a) prevladava kapacitivna komponenta (U, < Uc, X1 < X¢)
b) prevladava induktivna komponenta (U, > Uc, X1 > X¢).

a) U AT
L UC
UL A U X
UL-Uc
- ! e ¢ e
¢ ) UR UR = I
UL -Uc
U Uc
+ '
Uc Y UL b)
Slika 3.40 — Serijski R-X1-Xc spoj — fazorski dijagrami
Pripadni fazni kutovi su:
a) 90°<¢p <0
b) 0<¢ <909, (3-63)
a ukupni napon je:
U=yUui+{U,-U.) . (3-64)
Na Slici 3.41 prikazani su trokuti otpora i snaga na primjeru Xz < Xc.
A
Qu
Xi
— P [
X *
L= Xe Qr-Qc
. S
X v
< A
Xc L
— Qu
Qcy 1

Slika 3.41 — Serijski R-X1-Xc spoj — trokut otpora i snaga za X1 < Xc
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Impedancija, fazni kut i struja odredeni su jednadzbama (3-65):

Z=R+(x,-x.)

XL — Xc
Q= arcth
I-= c . (3-65)
JR + (X, - x.)
Pripadne snage su:
P=Ulcos ¢
0=0,-0.=Ulsing (3-66)

S=UI=+P’+0" .

U krugu sa zastupljenim svim pasivnim elementima moze se dogoditi da iznosi napona na reaktivnim
elementima U; 1 Uc budu i znatno veci od ukupnoga napona U.

3.4.9. Paralelni spoj djelatnog, induktivnhog i kapacitivhog otpora

Paralelni krug $to sadrzi vodljivosti svih pasivnih elemenata izmjeni¢nih krugova (GLC) prikazan je na
Slici 3.42.

e o
I
R L C
U lr| = |Ll3 ::l|c
o ? ®

Slika 3.42 — Paralelni RLC spoj

Djelomicne struje u paralelnim granama su:
1, =UG
I, =UB, (3-67)
I.=UB. .
Tri su mogucéa moda rada:
B, >B.
B, =B, (3-68)
B, <B..

U sluc€aju B, = Bc reaktivne komponente se ponistavaju te nastupa paralelna ili strujna rezonancija —
krug se ponasa kao da je priklju¢ena samo djelatna vodljivost.

Fazorski dijagram na Slici 3.43 opisuje preostala dva slucaja (fazor napona je referentan):

a) induktivna vodljivost je veca od kapacitivne, B. > Bc, pa je struja u induktivnoj veca od struje
u kapacitivnoj grani — krug je induktivnog karaktera (pozitivan fazni kut);
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b) za B, < B¢ veca je struja u kapacitivnoj grani, pa prevladava kapacitivnha komponenta — fazni
kut je negativan.

I
a) c I
X
Ic I A
le-To
U= 0 iR B
Ir U
Ic-1p
I
i
A
I b)
Slika 3.43 — Paralelni RLC spoj — fazorski dijagrami
Ukupna struja je:
I :\/1; +(1,-1.), (3-69)
a pripadni trokut vodljivosti i snaga na primjeru B, > Bc prikazani su na Slici 3.44.
A
Qc
L P
<|>>)
Be- By Qc- QL
— S
x
A
Bc
1 Qc
Qu v
Slika 3.44 — Paralelni RLC spoj — trokut vodljivosti i snaga
Admitancija, fazni kut i pripadne snage su:
Y =G’ +(B, - B.)
B —
=arctg—~+—C
®» g G
P=Ulcos ¢
0=0, -0, =Ulsing (3-70)

S=Ul=\P*+0* .
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U paralelnom krugu sa zastupljenim svim pasivnim elementima moze se dogoditi da iznosi struja na
reaktivnim elementima /7, i /c budu i znatno ve¢i od ukupne struje /.

3.4.10. MjesSoviti spoj djelatnih i reaktivnih otpora

Analizirat ¢emo proizvoljni primjer mjeSovitoga kruga gdje su zastupljene sve pasivne komponente
kao na Slici 3.45.

|1T R Xu
—I I—o A B
X b, Xz
L
prm— *» U e

I
Slika 3.45 — Mjesoviti RLC krug

Fazorski dijagram gdje je za referentnu vrijednost odabrana struja /; prikazan je na Slici 3.46.

Slika 3.46 — Mjesoviti RLC krug — fazorski dijagram

Primjena fazorske metode u analitickom rjeSavanju iole slozenijega mjeSovitog izmjenic¢nog kruga
moze biti vrlo mukotrpna. Do zavrSnog rjeSenja Cesto se zahtijeva velik broj relativno jednostavnih
proracuna.

Elektricne veli¢ine na pojedinim dijelovima kruga potrebno je razloziti na komponente: djelatnu
paralelnu s referentnom osi i reaktivnu koja je okomita na referentnu os. Geometrijska (fazorska) suma
djelatne 1 reaktivne komponente daje ukupnu vrijednost razmatrane elektri¢ne veli¢ine. Djelatne
komponente na referentnoj osi mogu se medusobno zbrajati, a isto vrijedi 1 za reaktivne komponente
na reaktivnoj osi.

Izrazavanje fazorskih elektricnih veli¢ina kompleksnim brojevima omogucuje prikaz iznosa i faze
fazora jedinstvenim izrazom.
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4. SIMBOLICKA METODA U PRORACUNU IZMJENICNIH
KRUGOVA

Simbolicku metodu uveo je Steinmetz 1893. godine. Elektri¢ne veli¢ine zamjenjuju se fazorskim
(vektorskim) simbolima. Fazori se prikazuju kao kompleksni brojevi. Metoda se moze primijeniti
samo za sinusoidno promjenljive veli¢ine konstantne frekvencije.

U izmjeni¢nim mrezama vrijede svi zakoni, metode i pravila $to su detaljno razradeni u sklopu
predmeta Osnove elektrotehnike I. Stoga su u analizi jednostavnih 1 slozenih izmjeni¢nih mreza (Pogl.
4.3.,4.4.14.5.) izostavljeni detaljni izvodi i dokazi. Opisana je izravna primjena navedenoga.

4.1. Matemati€ke osnove proraduna s kompleksnim brojevima

Kako se ne bi interpretirala kao trenutacna vrijednost struje, imaginarna jedinica ,,i* oznacuje se sa ,,j*
(J=N=1).

Prikaz kompleksnih brojeva u svim Cetirima kvadrantima kompleksne (Gaussove) ravnine dan je na
Slici4.1.

- [m(A )

Slika 4.1 — Prikaz kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini

Algebarski oblik kompleksnog broja:

A=a,+ ja,, (4-1)
1 2

gdje su ay, az — realni brojevi, pri ¢emu su Re(Z) =a, ; Im(Z) =a,.

Ako je a; = 0 kompleksni broj, 4 je imaginaran, a za a> = 0 kompleksni broj 4 je realan.
Dva kompleksna broja:
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A ' (4-2)
B - ]

jednaka su ako je a; = by i1 a2 = bo.
Kompleksni broj 4 ima iznos A i nalazi se pod kutom ¢ u odnosu na realnu os. Projekcije fazora 4
na osi kompleksne ravnine su realni i imaginarni dio kompleksnog broja:

a,=Acosp ; a,=Asing. (4-3)

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja:

A= Acosp+ jAsing = A(cosp+ jsing). (4-4)

Za matematicke operacije mnozenja i dijeljenja kompleksnih brojeva pogodan je eksponencijalni
prikaz. To je alternativni oblik kompleksnog broja koji se dobije uporabom Eulerove formule (Eulerov
identitet):

e’ =cospt jsing. (4-5)
Relacija se moze posredno dokazati razvojem u red sinusne, kosinusne i eksponencijalne funkcije:

2 3
X X

e =l+x+—+—+
213

¥ X X
X=X——+F+———F---- _

BTN (+6

¥ oxt X

COSX = ] T
21 4l 6!
Zamjenom x = j@ eksponencijalna funkcija s imaginarnim eksponentom postaje:
2 3 4 5 6 7

é¢:]+j¢_£_j£+£+jﬂ_ﬂ_jﬂ+ ..... ) (4-7)

20 730 4 "5 6! 7!

Izdvajanjem realnih i imaginarnih dijelova slijedi:

2 4 6 3 5 ;
o | -2 ¥ 9P ... 1o 2 @ . ... _ .y 48
) (1 2 e j+1(¢ T ) cosp+jsing. (48

cos @ sin @

Isto tako je:
e’ =cosp—jsing. (4-9)

Eksponencijalni oblik kompleksnog broja:

A=A(cospt jsing)=Ae ™, (4-10)

A=.\a] +a; ; (p:arctg&. (4-11)

a,

gdje je:
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Konjugirano kompleksni broj A* dobije se promjenom predznaka imaginarnog dijela kompleksnog
broja 4 :

A" =a,—ja,=A (cosp—jsinp)=Ae . (4-12)
Graficki prikaz kompleksnog i konjugirano kompleksnog broja dan je na Slici 4.2.

A

HmA

dz

1mA
Slika 4.2 — Kompleksni i konjugirano kompleksni broj

Operacije s kompleksnim brojevima

Zbrajanje:
C=A+B=a,+ja,+b, +jb2:w+jwzc, +jc, (4-13)
Oduzimanje: ) )
D=A-B=a,+ja,~b, - jb, :w+jw:d1 +jd, (4-14)
Mnozenje: ' '
E=A4-B=(a,+ ja,)-(b,+ jb,)=ab, + jab, + ja,b, + j’a,b, =
=(a,b,—a,b,)+ j(ab,+a,b)=¢, + je, (4-15)
ili krace: ) )
E=A4-B=A4e’* -Be’” :A-Bej(“ﬂ):Eej("E. (4-16)

Umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i jednak je kvadratu njihovih modula:

A-A*= A e =47 (4-17)
Dijeljenje:
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N
F:£ _4 +Jja, _4 +Jja, .bz —Jb, _ a,b, = ja,b, + ja,b, — j’a,b, _
B b1+jb2 b1+jb2 bz_jbz bf_jzbzz (4-18)
_ab,+a,b, .a,b,—apb, _ff
b7+ bz T
ili
Fd_de A wn_ g (+-19)
B B’ B
Potenciranje:
(Z)" = (Aei«/“ )n =A"e"" = 4" (cosna £ jsinna) = Re[(Z)nJi jIm [(Z)HJ (4-20)
Korjenovanje:
— Lo Ly a a _1 _1
J(4) =(4)" =(de ) = 4re n:An@m&—ijgn—jzR%}Ay}ijm{@ﬁn} (4-21)
n

Svojstva kompleksnih brojeva bitna za rjeSavanje krugova simbolickom metodom

n

e Mnozenje kompleksnog broja imaginarnom jedinicom j=+—/znaéi rotaciju u pozitivnom

smjeru vrtnje za % = 90", §to je pokazano na Slici 4.3.

- Im(ﬁ )

Slika 4.3 — Mnozenje kompleksnog broja imaginarnom jedinicom

Pocetni polozaj versora 4 narealnojosije 4 =4, ¢ =0.
Kako je vidljivo iz gornje slike, vrijedi:

A =
jA =
JA=-4 =

A=A =
jiA= BN

p=0"
@=90"
p=180°
=270
=360

(4-22)
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e Operator deriviranja u kompleksnoj domeni uzrokuje fazni pomak od +90° i povecanje
apsolutne vrijednosti kompleksnog broja za w:

%Eja):a)ejz. (4-23)

e Operator integriranja u kompleksnoj domeni uzrokuje fazni pomak od -90° i smanjenje
apsolutne vrijednosti kompleksnog broja za I/w:

jdts ! :—ji:ie‘? (4-24)

Obrazlozenje

Vremenski promjenljive elektricne veli¢ine mogu se derivirati i integrirati. Za struju u vremenskoj
domeni i(t)=1 sinwt, derivacija je:

ﬂ:a)Im cosot =wl sin(wt+£j. (4-25)
dt 2

Derivacija uzrokuje pomak od 772 i uvecanje za w, tj. derivacija trenutac¢ne vrijednosti struje odgovara
mnozenju s j@ u kompleksnom podrucju:

di i
— = jol =l e’. 4-26
dt .] m m ( )
Integral je:
. . 1 I . T
Iz(t)dt = .[Im sinotdt = ——"-cos ot = —’"szn(a)t ——j . (4-27)
0] @ 2

Integriranje uzrokuje fazni pomak od -772 1 smanjenje za //w, tj. integral trenutacne vrijednosti struje
odgovara mnoZzenju s //jwu kompleksnom podrucju.

4.2. Prikaz izmjenic¢nih veli¢ina u simbolickoj metodi

Izmjeni¢ne sinusoidne struje/naponi u vremenskom podrucju imaju trenutacne vrijednosti:

i(t)=1,sin(wt+¢,)
(4-28)
u(t)=U, sin(ot+@,).

Ako se vremenska os uzme kao pozitivna os u Gaussovoj kompleksnoj ravnini, tada se obje vrijednosti
mogu prikazati u simbolickom obliku kao kompleksne trenutacne vrijednosti struje/napona:

i(t)=Re[i()]+jm[i(t)]=1,[cos(wt+@)+ jsin(ot+@)]|=1,e" """ =1 "
(4-29)
u(t)=Relu(t)|+ jIm[u(1)]|=U,[cos(wt+¢,)+ jsin(owt+g¢,)]= U e/ %) = o™
Kompleksna trenutacna vrijednost struje/napona je kompleksni broj ¢iji je modul jednak amplitudi

struje/napona, a argument je jednak faznom kutu (et + ).

Graficki prikaz kompleksne trenuta¢ne vrijednosti struje dan je na Slici 4.4. Moze se uociti kako je
trenutacna vrijednost struje jednaka imaginarnoj komponenti kompleksne trenutacne vrijednosti struje:
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i(t)=1, sin(@ t+(/)i)zlm[lme‘f(‘”t+‘/’)]. (4-30)
) A‘]m(lT) Z:[mej(wtw,)
1, sin(ot+¢)
wt+@
v -
< £ Reli
I, cos(wt+p) e(l )

Slika 4.4 — Prikaz kompleksne trenutacne vrijednosti struje

Napomena: U anglo-saksonskoj tehnickoj literaturi trenutacna vrijednost definira se preko kosinusne
funkcije, pa je trenutacna vrijednost struje jednaka realnoj komponenti kompleksne trenutacne
vrijednosti struje, tj.:

i(t)=1,cos(ot+p)=Re| I,e""]. (4-31)

Faktor ¢, koji definira rotaciju vrne vrijednosti pripadnog fazora u Gaussovoj ravnini, moze se
izostaviti u prikazu fazora. Naime, svi fazori rotiraju konstantnom kutnom brzinom . Relativna fazna
razlika izmedu pojedinih fazora, koja je od interesa u vecini sluCajeva, ostaje saCuvana u svakom
trenutku. Ako se umjesto vrsnih prikazu efektivne vrijednosti, dobiju se kompleksni fazori prikazani u
svakom od triju raspolozivih oblika kompleksnog broja:

U = Ue’* :U(COS@, +jSi7’l(0u):URe+jU

Im
I =1e" =1(cosp,+ jsing,)=1,+ jI,,. (4-32)

Kompleksna vrijednost (fazor) struje/napona je kompleksni broj ¢iji je modul jednak efektivnoj
vrijednosti struje/napona, a argument je jednak pocetnoj fazi struje/napona.

Primjer
Ako je trenutacna vrijednost napona u(t)= 28,2 sin (cot +60’ ) V', tada su:

28,2
efektivna vrijednost: U = —% = 82 _

J2 141

20V,

fazni kut: ¢ =60",
kompleksna vrijednost (fazor): U =Ue” = 20¢’"'V

; wt+6()”)

kompleksna trenutagna vrijednost: i =U e/ = 28, 2! V.

Prikaz pasivnih elemenata kruga u simboli¢koj metodi

e Djelatni otpor R (napon i struja su u fazi, ¢ = 0):

R=Re" ZR(COSOO +jsin00):R
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e Induktivna reaktancija X; (napon prethodi struji za ¢ = 90%):
X, = XLejgoﬂ =X, (cos900 +jsin900) =jX, = joL
e Kapacitivna reaktancija Xc (napon zaostaje za strujom ¢ = -90"):

-on? ] —1
XC :Xce*./go :XC(COSQO() _]SanO()):__]XC :_]_:

e Impedancija Z (induktivnog ili kapacitivnog karaktera -90° < ¢ < 90"):
Z=Ze"" =Z(cosp+ jsing)=R+ jX
e Konduktancija G
G=Ge" = G(COSOO +jsin00)= G

e [nduktivna susceptancija B,

B, :)?LL:BLe_jQO” =B, (cos900 —jsin900):—jBL =—jé=ﬁ
e Kapacitivha susceptancija Bc
B, = )_(LC: B.e’" =B, (cos90” + jsin90") = jB. = joC
o Admitancija Y
Yzé:Ye;”’ =Y (cospF jsing)=G¥F jB

4.3. Analiza jednostavnih izmjeniénih mreza simbolickom metodom

Za odnose trenuta¢nih vrijednosti napona i struja na pasivnim elementima kruga (R, L i C) vrijedi:

R: u,=iR i:%
di o1

A A (4-33)
1 ¢, . du

C: ou, :E_[lcdt i.=C dtc .

Temeljem gornjih izraza moZze se vrsiti izravna pretvorba jednadzbi serijskih i1 paralelnih krugova u
odgovarajucu simboli¢ku prezentaciju.

Serijski spojevi
Kroz sve dijelove serijskog kruga tece struja i = Isinot, a ukupni se napon (napon izvora) dobije po
II. KZ-u kao zbroj padova napona na pojedinim elementima kruga.
Serijski R-L spoj:
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. di )
u:uRJruL:zR+Lz:R]msma)t+La)Imcosa)t: ..... -
t

=1,\R +(oL)’ Sin(a)twtarctg%j =U,, sin(ot+¢) .

Umjesto mukotrpnog rada s trenutacnim vrijednostima izravna primjena simbolicke metode
omogucuje brzi 1 jednostavniji put do rjeSenja. Potrebno je napon i struju zamijeniti pripadnim
fazorima i primijeniti pravilo za zamjenu operatora deriviranja s j @:

(4-34)

u:iR+L§ = U=IR+joll =I(R+ joL)=I(R+ jX,)=1Z, , (4-35)
t

gdje je:
Zy =R+ joL =R +(aLYe" " F =Z,e" (4-36)

Graficki prikaz u kompleksnoj ravnini istog je oblika kao i fazorski prikaz u pravokutnom
koordinatnom sustavu — Slika 4.5.

b I $ Im

R+joL

Re

Slika 4.5 — Graficki prikaz serijskog R-L spoja u kompleksnoj ravnini

Serijski R-C spoj:

oo 1.
u:uR+uC:zR+Ejldt. (4-37)
Jednadzba pretvorena u simbolicki oblik:
0 =0 +0c =4 LT =T( R )= T (R= %)= (433
joC wC
gdje je:
— . ] 2 1 ? —_/arctgL —jo
ZRC:R_J_: R+l —— e wRC:ZRcejRC. (4_39)
oC oC
Serijski L-C spoj:
di 1
= =L—+—|idt. 4-40
U=u, +u, 7 + c jz (4-40)

Simbolic¢ki oblik:
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= = = .= 1 = 1 \- T
U=U,+U,.=joll +——1I =j|oL——— |1 =xjXI , (4-41)

joC wC

gdje je X = X, - Xc.

Serijski R-L-C spoj:

di 1
U=u,+u, +u, =iR+L—+—|idt. 4-42
Rt il vl (+42)

Simbolicki oblik:

G=0,+0,+0, :thmLﬂLi:i[Rﬂ(m_Lﬂ=7(R¢,X):17RLC, (4-43)
joC wC

gdje se modul i faza impedancije odreduju iz izraza:

1
L -
1Y oo C X, -X
ZRLc:\/RzJ{wL_Ej :\/R2+(XL_XC)2 o 18Puc= R LR - (+44)

Visestruki serijski spojevi:

Opcenito se odredi:

U=0,40,+0, o =T(Z,+ 2, + 2+ )=7{2Rk+j(ZXLI _zxcmﬂzi (443)

! m

Paralelni spojevi

Na svaku paralelnu granu prikljucen je napon u = Unsinot, a ukupna se struja dobije po 1. KZ-u kao

zbroj svih struja u paralelnim granama.
Paralelni R-L spoj:

.. u 1
l:lR+zL:E+ZJ.udt.
Jednadzba pretvorena u simbolicki oblik:
— (1 1 = . o
U:U(__]_j:U(G_]BL):UYRL’
gdje je:

3 A
YM:G—jBL:4’G2+BLZeJ téG :YRLe*./‘PRL.

Paralelni R-C spoj:

i=5+g=%+%ﬁm.

Jednadzba pretvorena u simbolicki oblik:

(4-46)

(4-47)

(4-48)

(4-49)

(4-50)
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gdje je:
jarcig oL ,
Y, =G-jB, =G +B, ¢ ¢ =Y, e (4-51)
Paralelni R-C spoj:
LI SR iwCU =U(G+ jB.)=UY, (4-52)
R i R J JPc RC>
gdje je:
jarctg 5. ,
Voo =G+ jB. =|G* +Ble" G =Yye. (4-53)
Paralelni L-C spoj:
1 du
i=i, +i. =—|udt + C—. 4-54
| . (+54)
Simbolicki oblik:
I=1+I, :;U+ja)C(7:j(—L+a)le7:Terl7, (4-55)
JjoL oL
gdje je B =B - Bc.
Paralelni R-L-C spoj:
| du
l—lR+lL+lC—E+ZJ.udI+CE. (4-56)
Simbolicki oblik:
o A P N -
I =1+, +1.=—+——U+joCU=U|G-j| —-aC ||=U[G-j(B,—B.)|=UYy. (4-57)
R joL oL

Modul i1 faza admitancije su:

Yere = \/RZ +(BL - B, )2 ;18P =

(4-58)

Pretvorbe: serijski spoj < paralelni spoj
Uvjet: fazni pomak te efektivne vrijednosti ukupnog napona i struje moraju ostati nepromijenjeni.
Primjer 1.: R-L spoj (Slika 4.6):

Slika 4.6 — Pretvorbe: serijski R-X1 spoj < paralelni G-By spoj
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Za: Z, =R+ jX,
I /I R-jXx, R . X, R X,

LT 7 TRx, R—x, R+x: TR+x: 72 172

=

=G-jB, (4-59)

Negativni predznak imaginarnog dijela admitancije upucuje na induktivnu susceptanciju.
Za zadane elemente serijskog kruga (R, X;) parametri ekvivalentnoga paralelnog kruga su:

G=— B, =L y_1, (4-60)

Analogno bi za zadane elemente paralelnog kruga (G, Bc) parametri ekvivalentnoga serijskog kruga
bili:

B
R=— X,=—t 7.1 4-61
A T o
Primjer 2.: R-C spoj (Slika 4.7):
M
I
= U IGL G Bc::ilc

1 I R+jX. R X, R

+ =——+ Xe =G+ jB (4-62)
Z.. R-jX. R+jX. R'+X} ]R2+Xé Z2. ngc J5e

AN
a

|

|

Pozitivni predznak imaginarnog dijela admitancije upucuje na kapacitivnu susceptanciju.
Za zadane elemente serijskog kruga (R, Xc) parametri ekvivalentnoga paralelnog kruga su:

R X
= Be=2f rv-L (4-63)
ZRC

G =
Z2. Z

Analogno bi za zadane elemente paralelnog kruga (G, Bc) parametri ekvivalentnoga serijskog kruga
bili:
G B, ]

R=— X.=—F+ Z=—. 4-64
A o
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Nadomjesna impedancija/admitancija
Primjenjuju se ista pravila kao i za krugove s linearnim otporima kod istosmjernih struja.
Odredivanje nadomjesne impedancije 1 admitancije serijskog kruga prikazano je na Slici 4.8.

Z, Z, Z,=7,+Z,
—] — F— ) {1
_ y AL
Y, Y, MRARY

— — - ) e[

Slika 4.8 — Nadomjesna impedancija/admitancija serijskog kruga

Odredivanje nadomjesne impedancije i admitancije paralelnog kruga prikazano je na Slici 4.9.

Z, = _ ZZ;
] Z,+Z,
H — e
—
f

Slika 4.9 — Nadomjesna impedancija/admitancija paralelnog kruga

Nadomjesna impedancija mjeSovitog kruga (pretvorba u ekvivalentni serijski spoj serijsko-
paralelnom redukcijom)

Do nadomjesnog otpora dolazi se metodom korak po korak uz uporabu relacija za serijski i paralelni
spoj na pojedinim dijelovima mreZe.
Primjer 1. (Slika 4.10):

A C
A B C
I Req XLeq
A C
XL Req XCeq

Slika 4.10 — Nadomjesna impedancija mjesovitog RLC kruga

Zy = ZAB +ZBC =

R-jX, . R-jX,(R-jX,) . RX; [ R°X
R ‘L _]XC: Lg( - L)_]XC_ > L2+ > Lz_XC _
+jX, R +X; R+ X, R+ X,
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X
R(wl) [ RwL 1 _ o e
_ + ~ L =R +jx. =JRZ+ X g 4-65

R +(wL)’ J[R2+(a)L)2 oC S o T e (4-65)

Nadomjesna impedancija je induktivnog ili kapacitivnog karaktera.

Primjer 2. (Slika 4.11):

XC XL2 A C

A 1] B — C — TV —>
l l XLeq
= ili

A 11 C

- —
XLl XCeq

= > Jjo . joL . . oL
ZAC:ZAB +ZBC:—+JWLZZW+‘]@L2:](W+G)L2] (4'66)

Ekvivalentna impedancija je Cisto induktivna ili kapacitivna reaktancija.

Pretvorbe: zvijezda < trokut
Za pretvorbe zvijezda <> trokut vrijedi isto Sto vrijedi i za pretvorbe kod istosmjernih struja uz
primjenu simboli¢ke metode.
Pretvorba trokuta u zvijezdu prikazana je na Slici 4.12.

ZH 0 Z(" 0

ABZAC va Z
+

Z — ABZBC . v — Z
B0 3 = 3 ’
Lo+ 2y +

ZAB
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Za: ZAB:ZAC:ZBC:ZA = Z_*=§Z_A

Pretvorba zvijezde u trokut prikazana je na Slici 4.13.

4.4. Analiza slozenih mreza primjenom simbolicke metode

Kompleksni prikaz struja, napona i drugih elektricnih veli¢ina omogucuje rjeSavanje slozenih
izmjeni¢nih mreZza uporabom metoda poznatih iz analize istosmjernih krugova. Sve tehnike rjeSavanja
istosmjernih krugova primjenjive su i za izmjeniCne struje odredene frekvencije. Bitna je razlika u
¢injenici da su izmjeni¢ni krugovi ovisni o frekvenciji.

U postavljanju jednadzbi potrebno je uzeti u obzir referentne smjerove napona i struja. Naponski i
strujni izvori u potpunosti su definirani ako su zadani pripadnim kompleksnim brojem i referentnim
smjerom. Strujama u pojedinim granama pridjeljuju se po volji referentni smjerovi. Kompleksni
brojevi dobiveni proraCunom za struje u mrezi povezani su s prethodno odabranim referentnim
smjerovima pojedinih struja.

Ohmovy zakon:

=UY ; U=1IZ= (4-69)

'“<|| ~|

Kirchhoffovi zakoni:

1. Kirchhoffov zakon — algebarski zbroj kompleksnih struja Sto ulaze u ¢vor/izlaze iz ¢vora elektri¢nog
kruga jednak je nuli (ili zbroj ulaznih jednak je zbroju izlaznih struja):

iil:o ili Y 1,=>1. ;i=j+k. (4-70)
i=1 J k

1. Kirchhoffov zakon — algebarski zbroj svih napona u zatvorenoj strujnoj petlji jednak je nuli (ili
algebarski zbroj kompleksnih EMS-ova u zatvorenom elektricnom krugu jednak je zbroju padova
napona u krugu):
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iUi:O ili Y E =>12Z. (4-71)
i=1 J k

Broj jednadzbi za rjeSavanje mreze:
LKZ: C-1
1. KZ: G-(C-1). 4-72)

Primjer: Za krug prema Slici 4.14 postavite jednadzbe za odredivanje struja [ Ij 5,15 uporabom
Kirchhoffovih zakona.

1’]2’

Bl

(4-73)

’\
N
N—
<
Il
Kol
—~
=
+
S~.
s
~
+
Sl
—~
o
[
~.
e
~
N~

Djelila napona i struja:
Temeljem 1. 1 II. KZ-a mogu se odrediti relacije koje vrijede za primjenu strujnog i naponskog djelila
prema Slici 4.16.

e

Z] Z 2
(A0
&
U
Slika 4.15 — Naponsko i strujno djelilo
. v . . rT rr _] gy g ZZ
Djelomicni naponi: U=U=—~—= ,;, U,=U=—=—= (4-74)
1 + 2 1 + 2
- - 7 - - 7
Djelomicne struje: I,=1=—2 ;L =1=—= (4-75)
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Pretvorbe: naponski izvor < strujni izvor
Pretvorbe realnog naponskog u realni strujni izvor i obratno prikazane su na Slici 4.16.

®
— LM ||z
©
Slika 4.16 — Pretvorbe: naponski izvor <> strujni izvor
Za zadani naponski izvor parametri nadomjesnog strujnog izvora su:
- U _
Iy==  Zy=2,. (4-76)
ZM
Za zadani strujni izvor parametri nadomjesnog naponskog izvora su:
U=17Z, ; 7 =Z. (4-77)

Metoda konturnih struja

Zahtijeva manji broj jednadzbi — postavljaju se samo jednadzbe kontura sukladno II. KZ-u, tj.: G - (C-
1). Ako slozeni krug sadrzi strujne izvore, moze se broj neophodnih jednadzbi smanjiti za broj strujnih
izvora S; [G - (C-1) - i), tako da se grane sa strujnim izvorima izaberu za nezavisne grane. Struja u
nezavisnoj grani konture pripada samo jednoj konturi i jednaka je toj konturnoj struji. Struje u
zajednickim granama kontura jednake su algebarskom zbroju konturnih struja koje teku tom granom.

Primjer: Postavite jednadzbe za odredivanje struja u svim granama kruga prema Slici 4.17 uporabom
metode konturnih struja.

+Zz + 3)_173 +711122 (4-78)

&
I
Sl
NI
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Ly==1,-1y, ; Li=—I-I, ; I;=Iy, (4-79)
Metoda superpozicije
Princip superpozicije vrijedi za linearne mreze. Struja u nekoj grani slozene mreze moze se odrediti
kao algebarski zbroj pojedinacénih (parcijalnih) struja nastalih djelovanjem svake pojedine
elektromotorne sile, odnosno strujnog izvora. Pri odredivanju parcijalne struje sve se preostale

elektromotorne sile i strujni izvori odstranjuju iz mreze. Na mjestima gdje su bile elektromotorne sile
postavlja se kratki spoj, a na polozajima strujnih izvora je prekid kruga.

Primjer: Za krug prema Slici 4.18 odredite struju I , uporabom metode superpozicije.

=
N
(%)
N
w
]

Slika 4.18 — Primjer primjene metode superpozicije

IL,=0L+I, (4-80)
2,2
(7 _ 2_+ 3
Zfz 247, ZiZs
I=—%2"% P Tk (4-81)
2 2125 +Z,
Zl+ 3
. T.Z.+1-7Z-7
[= LAt 22y (4-82)
L, Z,+2,L,+7Z,Z,

Theveninov teorem
Za odredivanje struje u nekoj grani n slozenog kruga potrebno je:
e prekinuti granu kojom tece traZena struja;
e ostatak mreze od mjesta prekida zamijeniti Theveninovim ekvivalentnim naponskim izvorom
E.Z,);

e odrediti trazenu struju prema:

=t (4-83)
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gdje je:
Er — kompleksni EMS Theveninova izvora (napon otvorenog kruga na izlaznim terminalima

nakon odstranjivanja grane n iz mreze);
Z, — unutarnja impedancija Theveninova generatora, tj. kompleksna impedancija ostatka

slozene mreze gledano s otvorenih terminala grane n. Dobije se kada se kratko spoje svi naponski i

odstrane svi strujni izvori;

Z, —kompleksna impedancija grane x.

Primjer: Za krug prema Slici 4.19 odredite struju I , uporabom Theveninova teorema.

Z;

I;

c—@ z ||z, G 7

Slika 4.19 — Primjer primjene Theveninova teorema

- E
I,=—"1_ (4-84)
ZT+ 2
_ 7 .7 (. = T
7, =21% EfJ{L_L_+_U_j (4-85)
1 T4; Z,+Z, Z,+Z,
_ Uu-Z.+1-7Z. -7
I=er T 2% (4-86)
L, Z,+2,L,+7Z,Z,

Nortonov teorem
Za odredivanje struje u nekoj grani n slozenog kruga potrebno je:

e prekinuti granu kojom teCe trazena struja;
e ostatak mreze od mjesta prekida zamijeniti Nortonovim ekvivalentnim strujnim izvorom 1,2 ;

e odrediti trazenu struju prema:
(4-87)

gdje je:
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I v — kompleksna struja Nortonova strujnog izvora (struja kratkog spoja izmedu izlaznih

terminala);

Z, — unutarnja impedancija Nortonova generatora, tj. kompleksna impedancija ostatka
slozene mreze gledano s otvorenih terminala grane n. Dobije se kada se kratko spoje svi naponski i
odstrane svi strujni izvori;

Zn — kompleksna impedancija grane n.

Napomena: Unutarnje impedancije Theveninova odnosno Nortonova generatora mogu se odrediti i
temeljem izraza:

7 -7, =Yox :%. (4-88)
N

+

c—@ z ||z, G 7

Slika 4.20 — Primjer primjene Nortonova teorema

=1, =2Y— (4-89)
: ZN+ 2
- Z-Z - - U
Z, == ;o Ly=1+= (4-90)
1+ 3 ZI
I,-_Y Lt 2,2, (4-91)
===t
ZJ' 2+ZJ 3+Zz 3

Millmannov teorem (metoda dvaju ¢évorova)

Vrijedi za krug s dva ¢vora 4 i B koji povezuju proizvoljan broj paralelnih grana. Napon izmedu
cvorova je:

EY —_ _—_ _

53 Z L EY +EY, +EY 4+

Up=—~= == = . (4-92)
2.7

YI + }72 + 5 oo
Struje u paralelnim granama su:

I=(E-U,)Y,. (4-93)

1

Primjer: Postavite jednadzbe za odredivanje struja u svim granama kruga prema Slici 4.21 uporabom
Millmannova teorema.
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Slika 4.21 — Primjer primjene Millmannova teorema

— Y, - +U. - (= =\
U, ==Lt [ (U-U, T 494
O AT T, G0 i
e LeTme  feitm o [efE Gy
1 2 3 4

4.5. Prikaz snaga u simbolickoj metodi

Opéenito je:
— trenutacna snaga p(t): p(t)=u(t)i(t)
T T
— srednja snaga P za periodi¢ni signal perioda 7: P = % I p(t)dt =%ju( t)i(t)dt .
0 0
U uvjetima ustaljenog stanja sinusoidnih signala (engl. sinusoidal steady state) svi su naponi i struje
sinusnog karaktera i jednake su frekvencije. Neka su napon i struja nekog trosila:
u(t)=U , sin(ot+@,)
i(t)=1,sin(ot+@,). (4-96)

Trenutana snaga sastoji se od jedne komponente konstantnog iznosa i druge komponente koja se
mijenja u ritmu dvostruke frekvencije:

p(t)=U ,sin(ot+¢,)] , sin(ot+¢,)= s cos(@, —p,)— ul cos(Qat+ @, +9,). (4-97)
Gornji izraz slijedi iz trigonometrijske jednakosti: sin o - sin g = g[cos (a - B)-cos(a+ )]

Srednja snaga koju uzima trosilo je'
= _[ " cos(p, — @, Mt — —j cos (2ot + @, + @, Mt . (4-98)

Drugi integral u izrazu (4-98) jednak je nuli, jer je integracija kosinusne funkcije protegnuta na cijeli
period, pa je:
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P = —U’”;’” cos ((pu - (pi)= UI cos ((Pu - (/’i)= UI cos ¢ , (4-99)

Sto je poznata relacija za djelatnu snagu.
Kako uvesti fazorsku (kompleksnu) notaciju u odnose snaga u izmjeni¢nom krugu?

Prividna kompleksna snaga S treba biti kompleksni broj ¢iji je realni dio djelatna, a imaginarni dio
jalova snaga. Snaga S ne mozZe se, po uzoru na istosmjernu snagu, raunati kao umnozak kompleksnih
vrijednosti napona i struje:

Ul =Ue* [¢’ = U]e./(% +9;) . (4-100)

Realni bi dio bio: Ulcos(p.+@;) # Ulcos@. Rezultat nema fizikalnog znacenja. Naime, snaga se mijenja
dvostrukom frekvencijom, a kada se radi s kompleksnim brojevima razli¢itih frekvencija, nije moguca
izravna primjena zakona elektrotehnike u kompleksnom obliku.

Kako bi se u argumentu relacije za snagu pojavila razlika (¢, —¢,)=¢, potrebno je odabrati

konjugirano kompleksnu vrijednost struje 7", pa je snaga S kompleksni broj definiran izrazom:

S=UI". (4-101)
Razvoj gornje relacije daje:
S =UI" =Ue e’ =Ule’" %) = Se’* = Scosp+ jSsinp=P+ jO. (4-102)
Aktivna i reaktivna snaga su:
P= Re(U_I* ) = Re[UIej("’"_‘”')] =Ul cos (@, —@,)=Ul cosp =S cos ¢
Q= Im(UI") = Im| Ul ") | = Ul sin(p, —¢,) = Ul sing = S sing . (4-103)

Trokut snaga u kompleksnoj ravnini prikazan je na Slici 4.22.

tim\S .
i m( ) S=UI
O=Ulsing
v/ P=P,— P >
- - Re(g)
P=Ulcosg

Slika 4.22 — Trokut snaga u kompleksnoj ravnini
Prividna snaga i fazni kut su:

S:4/P2+Q2 ;@ =arctg % (4—104)
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4.5.1. Teorem o maksimalnoj snazi u izmjeni€énim mrezama

Uvjet za prijenos maksimalne snage (prilagodba snage) za istosmjerne mreze s linearnim otpornicima
jest da otpor troSila mora biti jednak unutarnjem otporu istosmjernog izvora — Slika 4.23.

lzvor Trosilo

Slika 4.23 — Prilagodba u istosmjernom krugu

Isti bi uvjet vrijedio i za izmjeni¢ne mreze s Cistim djelatnim otporima. U sloZenim izmjeni¢nim
mrezama s dodatnim elementima L 1 C koji pohranjuju energiju, uvjet maksimalnog prijenosa snage

mora se prosiriti. U opéem slucaju trosilo promjenljive impedancije Z, spojeno je na sloZzenu
izmjeni¢nu mrezu. SloZena se mreza moze zamijeniti aktivnim dvopolom (Theveninov ekvivalent) s
nadomjesnom elektromotornom silom, EMS U , i nadomjesnom unutarnjom impedancijom Z,, kao na
Slici 4.24.

@ E L 2
I
7 _
u Zt
U
lzvor Trosilo

Slika 4.24 — Pojednostavljen prikaz slozene izmjenicne mreze

Teorem o prijenosu maksimalne snage u izmjeni¢nim mrezama glasi:

Za zadani izmjenicni izvor (fiksni U ,Z,,,@ ) srednja snaga isporucena trosilu bit ¢e maksimalna ako je
ispunjen uvjet da je impedancija troSila jednaka konjugirano kompleksnoj vrijednosti unutarnje
impedancije izvora.

Z=7 t. R=R i X =-X, (4-105)

Maksimalna prosjec¢na snaga je:

(4-106)
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Dokaz za gornje tvrdnje

Fazor struje je:

[==—"+= (4-107)

Efektivna vrijednost struje:

=Y. v . (4-108)
Z (R, +R) +(X,+x,)
Srednja snaga isporucena trosilu:
2
P=I"R = UR, (4-109)

(R, +R,) +(x, +X,)

Snaga je funkcija dviju varijabla, R; i X;, jer R, i X, imaju unaprijed definiranu fiksnu vrijednost. Za
odredivanje uvjeta maksimalne snage potrebno je izjednaciti parcijalne derivacije a%R i a%X S
t t

nulom te iz dobivenih dviju jednadzba izraziti R; i X..

op _U’ [(Ru +RY +(X, +X, )2]—2U2Rt (R, +R)

=0 (4-110)
2 (R +RY +(x,+x )]
0P _  —2U°R(X,+X,) _ @-111)
X, R+ R Y+ (x4 x,) ]
Jedino rjesenje druge jednadzbe koje ima fizikalnog smisla jest: X, ==X .
Uvrstenjem u prvu jednadzbu slijedi:
2
U’ (R, —R;) 0 (4-112)
(R, +R,)

Fizikalno znaGenje ima samo rjesenje: R =R .
— — %k

Oba rjeSenja opisana su jedinstvenim izrazom: Z, =Z

u -

: g . U’
UvrStavanjem u relaciju za snagu dobije se: P, = T

Dobivena maksimalna snaga koja se moze isporuciti trosilu naziva se dostupna snaga (engl. available
power) fiksnog izvora.

Korisnost 77 je omjer snage na troSilu P, i snage koju razvija generator Py:

I°R

=—t=——-"—=05 = %)=50% . 4-113
TP TR, +R) 106)=30% .

Do teorema o maksimalnoj snazi moze se do¢i i bez formalnog dokazivanja. Naime, za bilo koji Z,

spojen na izvor i ukupnu reaktanciju kruga (X, + X,) razli¢itu od nule, iznos struje, pa stoga i snaga
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isporucena troSilu, uvijek se moze povecati prilagodbom reaktancije tako da bude X, =—X . U takvim
uvjetima krug ostaje samo s djelatnim otporima, a tada vrijedi R=R,.

Gornje relacije za prijenos maksimalne snage vrijede kada se R; i X; mogu prilagodivati. Ako je samo
R, prilagodljiv (X; fiksan), uvjet za maksimalan prijenos snage je:

R =R +(X,+X,) . (4-114)

Za sluéaj kada je trogilo ¢isto djelatni otpor (X =(), prilagodba nastupa onda kada je:

R =R +X_. (4-115)

Prilagodba, odnosno prijenos maksimalne snage posebno su vazni u komunikacijskim mrezama, gdje
se zeli izvu¢i maksimalna snaga korisnog signala koji sadrzi informaciju.

U energetskim mrezama za prijenos i distribuciju elektricne energije prijenos maksimalne snage nije
od presudne vaznosti. Vaznija je korisnost.

Istosmjerni 1 izmjeni¢ni naponski izvori/generatori obi¢no imaju mali otpor, odnosno impedanciju.
Primjerice, akumulator u automobilu mora osigurati priblizno konstantan izlazni napon za ocekivane
struje troSila. Kontinuiran rad u uvjetima prijenosa maksimalne snage preopteretio bi i na kraju unistio
akumulator.

Prije primjene teorema o maksimalnoj snazi potrebno je odrediti Theveninov naponski ekvivalent koji
predstavlja izvor linearne mreze s dva terminala. Na tako prikazan izvor spojeno je pripadno trosilo.

Primjenu teorema o maksimalnoj snazi pokazat ¢emo na dvama primjerima gdje su za prilagodbu
uporabljeni sprezni ¢etveropol, odnosno transformator.

Primjer 1.: Antena je spojena na ulazni krug radijskog prijamnika kao na Slici 4.25. Antena prima
elektromagnetske valove koje na odredenoj frekvenciji f emitira Zeljena radijska postaja. Snaga koja se
moze ,,izvuéi iz antene vrlo je malena, obi¢no reda velic¢ine 10°® W, pa je potrebno s antenskog
sustava dobiti §to je moguce vecu snagu. U svrhu analize antena se moze prikazati odgovaraju¢im
Theveninovim ekvivalentom. Kako bi se s antene u prijamnik prenijela maksimalna snaga, ulazna
impedancija prijamnika mora biti:

Z,=R,+jX,=(R,—jX,). (4-116)

{ Antena ) : | e e e !

R :

’ %a R

+ F :

Radioprijamnik | T 9 U.f I i

iXs i

— Madomjesni b Madomjesni ulaznié
krug antene krug prijamnika |

Slika 4.25 — Primjer primjene prilagodbe snage
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U dosadasnjoj analizi pretpostavka je bila kako se impedancija troSila moze prilagodivati. U praksi je
trosilo Cesto unaprijed poznatog fiksnog iznosa. U takvim je sluajevima potrebno projektirati mrezu
za spregu (povezivanje) izmedu izvora i troSila. Takva je mreza Cetveropol koji se sastoji od pasivnih
elemenata bez gubitaka (L i C). Sprezna mreza transformira fiksnu impedanciju trosila u onu ¢ija je
konjugirana vrijednost prilagodena fiksnoj impedanciji izvora. Time je omogucéen prijenos maksimalne
snage na troSilo. Za razmatrani primjer u realnim slucajevima ulazna impedancija u prijamnik je
djelatnog karaktera, pa je potrebno izmedu antenskog sustava i ulaza u prijamnik postaviti sprezni
cetveropol. To je mreza s parom ulaznih i parom izlaznih stezaljka. Shema s umetnutim ¢etveropolom
za spregu prikazana je na Slici4.26.

T 5
s A - |
 + » | a
s i o R s
e (’D i | iz » .
Nadomjesni ': Sprezna - | Fiksna ulazna
5 krug antene | 1 mreza | iimped. prijamnika |

Slika 4.26 — Primjer primjene prilagodbe snage preko spreznog kruga

Prilagodba se moze posti¢i razli¢itim rasporedom elemenata unutar Cetveropola. Elementi moraju biti
tako odabrani da ulazna impedancija:

Z, = jol +;1 (4-117)
joC+—
Rl
mora biti konjugirano kompleksna vrijednost impedancije izvora (antenskog sustava).
Primjer 2.:
Kao element za prilagodbu moze se upotrijebiti 1 transformator, primjerice kada je potrebno, radi
prijenosa maksimalne snage, prilagoditi izlaznu impedanciju pojacala na impedanciju zvucnika.

900Q
] N2
+
CPD ("D 200Uy 42
l’]ul ¥
Model pojacala Idealni trafo Zvucnik

Slika 4.27 — Primjer primjene prilagodbe snage pomocu transformatora
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5. CETVEROPOLI

U dosada$njim analizama elektri¢ni krugovi razmatrani su kao aktivni, odnosno pasivni dvopoli
prikazani jednim parom ulaznih ili izlaznih stezaljka (engl. one port — two terminals). Svojstvo je
dvopola da za bilo koji napon na njegovim stezaljkama struja koja ulazi u jednu stezaljku mora biti
jednaka struji koja izlazi iz druge stezaljke.

Slozena se mreza u cilju odredivanja struje i napona na trosilu moze svesti na aktivni dvopol prikazan
Theveninovim nadomjesnim naponskim izvorom. Dvopol se smatra aktivnim jer sadrzi izvor EMS-a.
Izlazne stezaljke (terminali) aktivnog dvopola istovremeno su ulazne stezaljke pasivnog dvopola
predstavljenoga otporom trosila kao na Slici 5.1.

CAktivni Pasivni
dvopol dvopol

Slika 5.1 — Mreza s aktivnim i pasivnim dvopolom

Temeljni dijelovi svakog elektri¢nog kruga su izvor i troSilo kao krajnje odrediste za prijam energije ili
informacije. Izvor i trosilo (zarulja, motor, zvuénik, pisac...) jesu dvopoli koje moze povezivati samo
prekidac (sklopka) koja ukljucuje/iskljucuje struju u krugu.

Medutim, Cesto je potrebno na odredeni nacin intervenirati izmedu izvora i troSila, primjerice umetnuti
transformator, pojacalo signala ili distribucijski sustav. Umetnuti element ili sustav tada mora imati
najmanje dva para stezaljka: ulazne za spajanje na izvor i izlazne za spajanje na trosilo, kao na Slici
5.2.

U analizi slozenih sustava Cesto je prikladnije pojedine dijelove sloZenog sustava razmatrati kao
blokove s dvjema ulaznim i dvjema izlaznim stezaljkama. Takve blokove nazivamo ¢etveropolima.

Cetveropoli su sastavni dio elektroni¢kih i komunikacijskih sustava, prijenosnih i distribucijskih
sustava u energetici, kao 1 sustava automatskog upravljanja. Elektricni signal ili elektricna energija s
nekog izvora prima se na ulazne stezaljke Cetveropola, obraduje se unutar njega i usmjeruje preko
izlaznih stezaljka na sljedeci blok sustava ili trosilo.

Naziv ¢etveropol je uobicajen jer Cetveropol sadrzi Cetiri stezaljke. Ispravnije bi bilo definirati ih kao
mreze ili sklopove s dva para izvoda — ulaznim 1 izlaznim stezaljkama (engleski nazivi: two port
network, four-terminal network).
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Slika 5.2 — Izmjenicna mreza s umetnutim cetveropolom

Primjerice, stereopojacalo moze se tretirati kao cetveropol koji na ulaznim stezaljkama prima
audiosignal male snage. Zadatak je Cetveropola pojacati snagu signala bez izobliCenja i predati je
sustavu zvucnika na izlazu Cetveropola, pri ¢emu treba biti ispunjen uvjet prilagodbe, odnosno
maksimalnog prijenosa snage.

Razmatranja u teoriji ¢etveropola provode se iskljucivo u cilju odredivanja odnosa izmedu ulaznih i
izlaznih veli¢ina (struja, napona, impedancija, admitancija). Iz tith odnosa mogu se odrediti temeljne
karakteristike (pojacanje struje, napona, snage, gusenje, ulazna i izlazna impedancija...) uredaja,
sklopova, prijenosnih linija i dr. U analizi se Cetveropol moze razmatrati kao ,,crna kutija®“ jer za
ispitivanje odnosa ulazno-izlaznih veli¢ina nije neophodno poznavanje unutarnje strukture, tj.
elemenata unutar Cetveropola. Analiza preko ulazno/izlaznih svojstava ¢etveropola ne nalaze potrebu
rada s unutarnjim moguce vrlo slozenim krugovima. S druge strane, temeljem unaprijed definiranih
zahtjeva odnosa ulaznih i izlaznih veliCina, moze se projektirati unutarnja struktura cetveropola
(sinteza) koja ¢e zadovoljiti te zahtjeve i koja ne mora biti jednoznacna. Razni tipovi uredaja ili mreza
prikazuju se nadomjesnim shemama u obliku &etveropola. Cetveropoli mogu biti izolirani elementi
(transformator, tranzistor) ili dijelovi neke sloZene mreze (mrezni blokovi, pojacala, pretvaraci, filtri).
Aktivni Cetveropoli sadrze elektri¢ni izvor. Primjer takva cetveropola je tranzistorsko pojacalo
prikazano na Slici 5.3.

It liz

- om— | ——F
qul Pojacalo I U
o —

lul Riz liz
|

+ >
[Uul ‘ \Rul Au,
° . .

Slika 5.3 — Blokovski prikaz pojacala kao cetveropola i model bloka pojacala za male signale
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Ulazni dio modela odreduje ulazni otpor R.;, a izlazni dio kruga je ekvivalentni ovisni naponski izvor,
odnosno Theveninov ekvivalent. Unutarnji otpor tog izvora je izlazni otpor R;:, a Theveninov naponski
izvor AU.., gdje je A naponsko pojacanje.

Pasivni cetveropoli sadrze pasivne R, L, C elemente i nemaju vlastitih nezavisnih izvora. Primjer su
razlicite vrste elektri¢nih filtara (NF, VF, pojasni propust).

5.1. Jednadzbe i parametri etveropola

Umyjesto analize svih unutarnjih varijabla slozenog kruga puno je prikladnije raditi s naponima i

strujama na ulaznim i izlaznim terminalima. Dakle, od interesa su veli¢ine U 1,(,7 ,,1,,1, 1 njihovi

medusobni odnosi definirani pripadnim jednadzbama cetveropola. Ovisno o izboru zavisne odnosno
nezavisne varijable moguce je definirati Sest parova jednadzbi s razliitim tipovima parametara
Cetveropola. U praksi se naj¢eS¢e analiziraju sustavi s impedancijskim ili Z parametrima,
admitancijskim ili Y parametrima, prijenosnim (transmisijskim) ili ¢ parametrima i hibridnim ili 4
parametrima. Ponekad su u uporabi i g parametri (inverzni /4 parametri) te b parametri (inverzni ¢
parametri). Uvijek je moguca pretvorba iz jednog tipa parametara u drugi.

U daljoj analizi ograniCit ¢emo se na pasivne cetveropole, uz pretpostavku kako su pocetni uvjeti
jednaki nuli, tj. prije spajanja Cetveropola na izvor kondenzatori su bez pocetnih naboja, a
induktivnosti bez pocetnih struja.

Blok shema cetveropola s ulazno/izlaznim naponima/strujama prikazana je na Slici 5.4.

I ]

+

L A2+
T[_]f Cetveropol U, T
~— | SE—

Slika 5.4 — Blok cetveropola s ulaznim i izlaznim naponima i strujama

Iz razloga simetrije izlaz je prikazan kao naponski izvor U, koji tjera struju 7, prema &etveropolu. To
je konvencija (dogovor) koji nema fizikalnog znacenja. Izlaz je obic¢no spojen na troSilo ili drugi
getveropol. Biranje suprotnog smjera za struju 7, samo ¢e promijeniti predznak svakog koeficijenta uz
tu struju u pripadnim jednadzbama cetveropola.

5.1.1. Z-parametri ili impedancijski parametri

Blok shema &etveropola s matricom Z-parametara prikazana je na Slici 5.5.

+ 1 L .
— I s
T_ 2y Ly _ T
U — — U,
" Z., Z. '
— 2 22 I

Slika 5.5 — Z-parametri cetveropola
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Ovi parametri pokazuju ovisnost ulaznih 1 izlaznih napona o odgovaraju¢im strujama. Jednadzbe
cetveropola u skalarnom obliku dobiju se postavljanjem jednadzbi ulazne i izlazne petlje:

- (3-1)

0.]_[2, Z:][T, -
(72 - ZZI ZZZ ]_2 . )

Z -parametri etveropola su Z,,,Z,,,2,,,Z,,, a odreduju se iz pokusa otvorenog kruga na ulaznoj,

1li u matri¢nom obliku;

odnosno izlaznoj strani:

ZH _i 712 :&

o NG (5-3)
z,=2 z,=2

1 72:0 [2 7]:0

Kako se parametri Z-j dobiju uz otvoren ulazni ili izlazni port, tj. uz 7,=0 ili I,=0, zovu se

impedancijski parametri otvorenog kruga, a jedinice su im omi.

5.1.2. Y-parametri ili admitancijski parametri

Blok shema &etveropola s Y -parametrima prikazana je na Slici 5.6.

I
t_1 — — 2+
_ Y, Y, __
U, 17 }7 U,
. 21 22 °

Slika 5.6 — Y-parametri Cetveropola

Pokazuju ovisnost ulaznih 1 izlaznih struja o odgovaraju¢im naponima. Jednadzbe cetveropola u

1 ; ; 17 i 12 U (; )
2 21 22 2

ANEAL s

1 u skalarnom obliku:
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Y -parametri ¢etveropola odreduju se iz pokusa kratkog spoja na ulaznoj, odnosno izlaznoj strani:

}711 _L I712 _L
U, |- U.|-
117,=0 210,=0
_ _ (5-6)
7, =L =L
Uilg,- Uslg,-

Parametri Y, dobiju se iz pokusa kratkog spoja, tj. uz U,=0 ili U,=0, pa se zovu admitancijski

parametri kratkog spoja, a dimenzije su im u siemensima.

5.1.3. h-parametri ili hibridni parametri

Blok shema &etveropola s 4 -parametrima prikazana je na Slici 5.7.

+ 1 ]_2 +
o——> | — — | <—— o
— hu hIZ —
U — — U,

! h, h ]
>~ | 21 22 [ e

Slika 5.7 — h-parametri cetveropola

Model koji se najviSe rabi u analizi tranzistora i tranzistorskih pojacala model je s hibridnim ili h-
parametrima. JednadZzbe ¢iji su koeficijenti hibridni parametri jesu:

st

2

1 +h]
][] +h22 2

(5-7)

I g

11[1
2

=h
=h

~

2

Primjer: Bipolarni tranzistor u spoju zajednickog emitera (ZE) moze se prikazati odgovarajuc¢im
hibridnim ekvivalentnim aktivnim ¢etveropolom kao na Slici 5.8. Pri tomu je U; = Upg, U2 = Ucg, I} =
Ip, I> = -Ic, a parametri su h;; = hie, hi2 = hre, h21 = hfe, h22 = hoe. Oznaka e u supstriktu 4 parametara

upucuje na to da se parametri odnose na ZE spoj tranzistora.

I.
< © C o C
1. .
B I, *
By -1
+ UCE thIB hoe(Q ) U CE
UBE a8
OE E

Slika 5.8 — Bipolarni tranzistor i ekvivalentni aktivni cetveropol
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Parametri se definiraju iz pokusa kratkog spoja (Uce = 0 V) 1 otvorenoga kruga (I = 0 A):

h, = Use (22) je ulazni otpor kratkoga spoja
IB Ueg=0
h, = U s je inverzno naponsko pojacanje otvorenoga kruga
UCE Ip=0
h, = Le je strujno pojacanje kratkoga spoja
. IB Ucg=0
h,, = éc (.Q - ) je izlazna vodljivost otvorenoga kruga.
CE |15=0

5.1.4. t-parametri ili prijenosni parametri
Blok shema &etveropola s 7 -parametrima prikazana je na Slici 5.9.

+ L, - - 2+
_ t]] r]? —_
Y, i :

o 21 22 o

Slika 5.9 — t-parametri cetveropola

Prijenosne parametre od pocetka su najviSe primjenjivali inZenjeri u elektroenergetici i1 to za analizu
prijenosnih vodova. Matri¢ni prikaz t-parametara:

UJ _ t_u ZT12 Uz 5.8
1_1 B t_21 ZT22 _1_2. oY

U literaturi se ¢ -parametri ponekad nazivaju ABCD parametri(z, B,C ,5) . Cesto se oznaduju i kao

A, ili a; -parametri.
U daljim izlaganjima analizirat ¢emo karakteristike cetveropola analiziranih preko prijenosnih
parametara uz ;J,j notaciju parametara. Smijer struje /, bit ée prema trosilu, §to je prikladnije kada se

na izlaz spaja pasivno trosilo ili kaskada ¢etveropola — Slika 5.10.

L, L,
.7‘411 A124.
i ]
— 14, A, |—o

Slika 5.10 — A -parametri cetveropola
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Jednadzbe Cetveropola su:

(3-9)

Parametre pasivnog cetveropola medusobno vezuje tzv. uvjetna jednadzba Cetveropola, koja slijedi iz
teorema reciprocnosti:

11;122_ 12‘7121:1, (5-10)

pa je dovoljno poznavanje samo triju parametara da bi Cetveropol bio u potpunosti definiran. Za
aktivne Cetveropole gornja relacija ne vrijedi.

Parametri pasivnih ¢etveropola nazivaju se jos i konstantama ¢etveropola.
5.2. Eksperimentalno odredivanje parametara ¢etveropola

U rezimu praznog hoda (otvorene izlazne stezaljke) jest: 1, =0 . Iz prve jednadzbe &etveropola je:

(5-11)

211,=0

Parametar je bez dimenzija i naziva se inverzno naponsko pojacanje praznog hoda.
Primijeni li se slucaj praznog hoda na drugu jednadzbu, dobije se parametar dimenzija vodljivosti:

(5-12)

UZ

=0

Ako &etveropol radi u rezimu kratkog spoja (premostene izlazne stezaljke), tada je U,=0. Iz prve
jednadzbe slijedi parametar:

- U
Ay === (5-13)
2 1U,=0
koji ima dimenziju otpora.
Kratki spoj primijenjen na drugu jednadzbu daje:
Ap=71 . (5-14)
21U,=0

Parametar je bez dimenzija i predstavlja inverzno strujno pojacanje kratkog spoja.

Pokusi praznog hoda i kratkog spoja omogucuju odredivanje parametara (proracunom ili mjerenjem)
neovisno o slozenosti pasivne mreze unutar ¢etveropola. Za poznate parametre moze se konstruirati
ekvivalentni ¢etveropol. Isto tako pokusi praznog hoda i kratkog spoja omogucéuju odredivanje napona
1 struje na ulaznim stezaljkama za bilo koji zadani rezim rada na izlazu Cetveropola, tj. bilo koje trosilo

Z

.
Zadatak: Odrediti mjerenjem (ili proracunom ako je poznata unutarnja struktura Cetveropola, tj.
njegovi elementi) ulazne veli¢ine napona i struja U,,I, ako je zadan izlazni reZim rada U,,I, [Slika
5.11.a)].
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+ _]1 = — _]_7 + Ly — — L,=0 4 Iy — __ L
—14, 4, —14, A—e+e——4, 4,
17 o []z]7. .| o, 7,
— 4, 7422 —4, 7422_. -e— 4, 7‘122

a) b) c)

Slika 5.11 — Odredivanje ulaznih velicina napona i struja za zadani izlazni rezim rada

Pokus praznog hoda [Slika 5.11.b)] — Ulazni napon prilagoduje se na vrijednost U,, za koju je izlazni
napon U, upravo jednak Zeljenom naponu U, i izmjeri se ulazna struja praznog hoda 7,,. Vrijedi:
Za: Z —>© , 1_2 =0, (720 = (72 izmjereni podatci su: (710,710.
Pripadni parametri ¢etveropola su:

4, -0 Un . 7 _In

~I

; A, = 0 5-15
Uy U, ! Uy U, (-1

Pokus kratkog spoja [Slika 5.11.c)] — Ulazni napon prilagoduje se na vrijednost U,, za koju je izlazna
struja kratkog spoja 7,, upravo jednaka Zeljenoj struji 7, i izmjeri se ulazna struja kratkog spoja 7, .
Vrijedi:

Za: Z,=0 , U,=0, I, =1, izmjereni podatcisu: U, I, .

Pripadni parametri ¢etveropola su:

- U, U, - I, I
A12:_—1k:4 N A22:_—1k:4. (5-16)
I2k 12 [2k 12
Uvrste li se dobivene konstante s izmjerenim podatcima u jednadzbe Cetveropola:
_ U. - U, -
U, = UTIO 2t ]le 2
2 2
7 _ (5-17)
[[=2U,+241,,
2 2
dobije se konac¢no:
Ui=U+Uy (5-18)
y =L+ 1y

Ulazni napon 1 struja za zadani rezim rada na izlazu (zadano troSilo) mogu se odrediti mjerenjem
napona i struja u rezimima praznog hoda i kratkog spoja.

5.3. Simetriéni ¢etveropol

Ako se stanje (svojstva) Cetveropola ne mijenja kada se zamijene ulaz i izlaz, Cetveropol je simetrican.
Narinemo li napon s bilo koje strane ¢etveropola, na suprotnoj strani ostaju iste vrijednosti napona i
struja kao na Slici 5.12.
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-+ I f’:

1= — 2, +
o—14, 4, M
Q—EH Zﬂ;c
a)
+ _f_.-':f_:- — — _{_—"':I_-"'+
o4, Apf—
Tc—r T 5_;5:]
b)

Slika 5.12 — Simetricni Cetveropol

Jednadzbe Cetveropola [a)] su:

(5-19)

Uy = 4.0, - 41 (5-20)
-1, =4,U, - 4,1,
Nakon zamjene ulaza i izlaza ¢etveropol [b)] je:
Ui = 4uU, +_Z”__? (5-21)
I, = A4,U, + 4,1,
Kako bi ¢etveropol bio simetri¢an, mora biti zadovoljeno:
I =1, L=1, ., U=U0 , U-=U, (5-22)
pa su jednadzbe Cetveropola sa zamijenjenim ulazom/izlazom:
Uy = AU, + ol (5-23)
I, =4,U, + 4,1, .

Usporedbom s jednadzbama &etveropola [a)] izlazi kako je uvjet simetrije cetveropola A4, = 4,,.

Dovoljno je poznavanje samo dvaju parametara kako bi simetri¢ni Cetveropol bio u potpunosti

odreden:
_11 = 222 = \]]+ 212221 . (5-24)

N
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5.4. Nadomjesne sheme ¢€etveropola

Cetveropol sastavljen od linearnih pasivnih elemenata moZe se, s obzirom na vanjska svojstva, odrediti
sa samo tri parametra. Cetvrti se dobije iz uvjetne jednadzbe. Slijedi kako se svaki Eetveropol, ma kako
mu sloZena bila unutarnja struktura, moze nadomjestiti krugom koji sadrzi samo tri komponente. Pod
komponentom se razumijeva impedancija/admitancija koja moze predstavljati vise od jednog fizickog
elementa. Dvije su vrste nadomjesnih sklopova: 7' 1 /7 ekvivalent. To je dogovorni naziv za spojeve
cetveropola koje smo inace nazivali spojem u zvijezdu, odnosno u trokut. Stoga se relacije za
pretvorbu zvijezda < trokut mogu upotrijebiti za pretvaranje jednog tipa cetveropola u drugi.

5.4.1. Nesimetri€ni i simetri¢ni 77 i T ¢etveropoli
Nesimetricni /7 ¢etveropol prikazan je shemom na Slici 5.13.

o

Slika 5.13 — Nesimetricni Il cetveropol

Pokusom praznog hoda i kratkog spoja, $to je shematski prikazano na Slici 5.14, odreduju se parametri
cetveropola.

o

Pokus praznog hoda Pokus kratkog spoja

Slika 5.14 — Pokus praznog hoda i kratkog spoja za nesimetricni Il cetveropol

1z zadanih elemenata Z,,Z,,Z, odreduju se pripadni parametri /7 &etveropola:

1, -Yo__ YUy _Z%Z (5-25)
U20 1710 _Zz_ Zz
2 + 3
_ U . 7.  _
A, =tk = ‘2% 7 (5-26)
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7 Z,+Z,
— I, 10 Zi72+73i Z,+Z,+Z,
Ay === = =———== (5-27)
U20 UM_ 2_ ZIZ2
Z,+7Z,
- [ I Z +7Z
4y === (5-28)
2k I_ _ 1_ ZI
“Z +Z,

Ocito je kako se moze provesti i obratni postupak. Temeljem gornjih izraza mogu se iz zadanih
parametara 4,,, 4,,, 4,,, 4,, odrediti elementi nadomjesnog /7 &etveropola. Pri projektiranju &etveropola

polazi se od zahtjeva koje on mora zadovoljavati (parametri), pa se u nadomjesnoj /7 ili 7 shemi
odrede pripadni elementi (impedancije).

Simetri¢ni /7 ¢etveropol prikazan je shemom na Slici 5.15.

Slika 5.15 — Simetricni I1 cetveropol

Parametri simetricnoga /7 Cetveropola:
- - Z+Z - 5 Z
A4, =4y = ]Z - AIZ :Zz . Ay ==
1

Nesimetri¢ni 7 Cetveropol prikazan je shemom na Slici 5.16.

(5-29)

I i 7 V4 1,

(e, - O

Slika 5.16 — Nesimetricni T cetveropol

Shema pokusa kratkog spoja i praznog hoda dana je na Slici 5.17.
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Pokus praznog hoda Pokus kratkog spoja

Slika 5.17 — Pokus praznog hoda i kratkog spoja za nesimetricni T Cetveropol

Zadatak: Za zadane impedancije Z,,Z,,Z, pokusom PH i KS odredite pripadne parametre T
cetveropola.

Prijenosni parametri 7 Cetveropola mogu se alternativno izvesti i pretvorbom jednadzbi sa Z-
parametrima u odgovaraju¢e jednadzbe s A-parametrima. Jednadzbe konturnih struja ulaznog i
izlaznog kruga su:

U =(Z,+Z,)I, -Z (1)
_1 (_1 _3)_1 _3_2 (5-30)
—U2=( 2"'23) 2 =250, (2)
1z jednadzbe (2) je:
- . 7. +7Z. -
I=lg +22%7 3 (5-31)
3 3
Uvrsti li se (3) u (1), dobije se:
— Z,+Z,— Z,7Z,+Z,72,+7,7, -
e SC) (5-32)
Z3 Z3

Jednadzbe (3) i (4) jednadZzbe su s prijenosnim parametrima. Usporedbom s temeljnim jednadzbama
cetveropola dobiju se izravno vrijednosti svih 4-parametara:

Zj,:zi s Z”:ZZJFZZJFZZ 4

NI~
“

3 73
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92
Slika 5.18 — Simetricni T Cetveropol
Kada se uvrsti uvjet simetri¢nosti ¢etveropola, dobiju se parametri simetricnoga 7-Cetveropola:
- - Z+Z - Z'+2Z27 - 1
A =4, = IZZ L, A, :17—212 . Ay :Z_z' (5-34)

5.4.2. Primjeri proracuna parametara nekih posebnih oblika ¢etveropola

1. primjer:
_ _ - U - U Z -
I, 7 I, A,==r=1 A4,=-t="2—=7
—> — 20 Iy Iy
o—{  }—o
A A
_ I - I, —
— = A, ==2L=0 =t =4, =1
U] (]2 21 U20 22 ]Zk 11
Cetveropol je simetriGan. Parametri se mogu odrediti i preko
o o parametara simetricnoga /7 ¢etveropola uz uvjet da su elementi u
popre¢nim granama Z, — o
2. primjer:
- U - U, U,
= 7 A,==L=1 A,==%t="1t=y
I, , 1 U, Iy o0
o : o
A A ~ ~ ~
- 1 1 1 — —
o _ _ A, ==2=C== L==t=4, =1
UI Z U2 U20 I]OZ Z ]2k
Cetveropol je simetrian. Parametri se mogu odrediti i preko
parametara simetricnoga 7 Cetveropola uz uvjet da su elementi u
0 . o) . -
uzduznoj grani Z, =0.
3. primjer:
_ - U - U, 1,Z, =
7 1, 4,=="=1 4,=="= Zl—k *=Z,
A U, 2%k 2k
I e
A
o A, =do_to T o 1, I, _Z+Z
22 T > a =
2 Uy 12, Z, 1, 7 Z, Z,
“Z,+Z,
O Ovo je nesimetricni 7/~ Cetveropol. Parametri se mogu odrediti i
preko parametara /7 Cetveropola ako je element u desnoj poprecnoj

grani Z, — oo ili preko T ¢etveropola ako je lijevi element u uzduznoj grani Z, = 0.
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5.5. Ulazna, izlazna i karakteristicha impedancija €etveropola

Ulazna i izlazna impedancija

Ulazna i izlazna impedancija/admitancija bitne su vrijednosti Cetveropola, posebno u odredivanju
prijenosa snage i1 proracunima razliCitth vrsta pojacanja. Potpuna shema sklopa za odredivanje
ulazne/izlazne impedancije prikazana je na Slici 5.19.

I
1
A U
_ 1
u N |:14]] %2
L S sk
Lf
Z . Z.

wul iz

Slika 5.19 — Ulazna i izlazna impedancija cetveropola

Nadomjesne sheme za odredivanje ulazne i izlazne impedancije prikazane su na Slici 5.20.

I I,
o« > | | <,
A A
A 2l - |
AZI A22
[ L ]
le ZZ

Slika 5.20 — Nadomjesne sheme za odredivanje ulazne i izlazne impedancije cetveropola

Ako je na izlazu &etveropol zaklju€en impedancijom: Z, =U, /I, , ulazna impedancija je:

1 1

I
I
I

12 (5-35)

22

ul —

12]:2
[2

A ||

U, + iz +
Uy + iz +

'
'
'

2 22 2

Za odredivanje nadomjesne impedancije gledano s izlaza &etveropola Z_=U,/I, potrebno je u

jednadzbama promijeniti smjerove struja:



94 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE |l b

g, =4,0, -4,
.

2
oo (5-36)
21U2 _A2212 :

AN

S izlaza &etveropola na ulazu se ,,vidi“ unutarnja impedancija izvora Z, =U, /I, , pa je:

Z —Z_ ‘E (Z @21} = @@ _‘E” . (5-37)
I, AU, —A,l 4,2, = 4,
Slijedi:
2,4, L+ AL, =42, -4, . (5-38)
Izlazna impedancija je:
7 Vo _AnZ it Ay (5-39)
: 2 AZ] u + 11
Karakteristi¢na impedancija
Ulazna impedancija simetri¢nog Cetveropola je:
= A, Z +4
7 =ttt (5-40)
A2IZt +A11

Impedancija trosila Z, moZe poprimati vrijednosti od 0 do co. Razmatrat ¢emo poseban slucaj
odredivanja impedancije mreze za koji vrijedi da je impedancija troSila (izlazna impedancija) upravo

jednaka ulaznoj impedanciji Z,,. Impedancija trosila tada je prilagodena na sustav. Impedancija Z, za

koju vrijedi Z,=Z,=Z, zove se karakteristicna impedancija (valna impedancija, iterativna

impedancija).
Uvrstavanjem u izraz za ulaznu impedanciju:

N
I

, (5-41)

|
NN

Zy +
0 Zy +

N N

odnosno:
221202 + ZIIZO = Z]IZO + 212 (5-42)

dobije se karakteristicna impedancija izrazena preko parametara Cetveropola:
— |4 A -1
Z, :\/—_H:\/IL—2~ (5-43)
AZI AZ]

Dakle, uvijek je mogucée odrediti neku impedanciju Zo kojom se zakljucuje Cetveropol, a da pritom

ulazna impedancija bude takoder Zo-

Karakteristicna impedancija moze se odrediti i mjerenjem ulazne impedancije u uvjetima otvorenog
kruga, odnosno kratkog spoja.

— 4
— - - A+
7 AIIZt +A12 Zt
ul = Z 2 +Z = o Z (5-44)
217t 11 Aﬂ_ﬁ_%

N

~
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: - - A
Otvoreni krug: Z, >0 = Z, =="
AZ]
{ spoi: 7 7 A
Kratki spoj: Z, =0 = Z, ===
KS AII
o 1,
UmnoZak dobivenih vrijednosti daje: Z,, Z,, = =
21

pa je karakteristicna impedancija:

Z,=

(5-45)

ulpg “ulgs *
Karakteristicna impedancija vazna je za analizu vodova (zra¢nih, koaksijalnih) koji se mogu prikazati
kaskadom simetricnih cetveropola. Konstante 4,, 1 4,, imaju dimenzije impedancije odnosno
admitancije, pa je opéenito:

Z, = R+ joL (5-46)
G+ joC

. . . — L - .. .
Za idealni cetveropol (vod) bez gubitaka je Z, :\E , Sto je Cisto realna vrijednost, neovisna o
frekvenciji. Gornja relacija vrijedi i za prora¢un voda pri vrlo visokim frekvencijama (jol >> R, joC

= R
>> (). Za dovoljno niske vrijednosti frekvencija koje su blizu istosmjernog signala jest Z, = \/g , Sto

je takoder realna vrijednost, tj. djelatni otpor.

Prijenosni vodovi su sustavi s distribuiranim elementima koji prenose energiju od izvora do trosila.
Prvi ¢imbenik koji odreduje kvalitetu prijenosa jest konstanta atenuacije (gusenja). Konstanta guSenja
definira izravne gubitke energije u vodu. Obi¢no se odreduje u decibelima po jedinici duljine. Za
koaksijalni vod ovisi o vodljivosti metala dvaju vodica, dielektricnim gubitcima u izolatoru i radnoj
frekvenciji.

Drugi ¢imbenik je stupanj prilagodenosti voda i trogila. Sto je vecéa razlika izmedu karakteristi¢ne
impedancije voda i impedancije troSila, ve¢i je nivo reflektirane energije na spoju voda i trosila.
Reflektirana energija reducira iznos signala koji se prinosi troSilu i smanjuje iskoristivost sustava.
Koeficijent refleksije je kompleksna veli¢ina:

_ Z-Z
1-;):_1 _0 .
Z,+Z,

Modulom koeficijenta refleksije odreden je odnos amplitude reflektiranoga prema amplitudi izravnog

(5-47)

naponskog/strujnog vala. O¢ito je u slucaju Z, =Z, koeficijent refleksije 7, =0, tj. nema refleksije.

5.6. Kaskadni spoj ¢etveropola

Cetveropoli se mogu medusobno spajati serijski, paralelno i u kaskadi. Prijenosni parametri pogodni su
za analizu kaskadnih spojeva Cetveropola. Kaskada se realizira tako da se na izlaz jednoga spoji ulaz
drugog Cetveropola itd.
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Odredimo nadomjesni Cetveropol dvaju kaskadno spojenih Cetveropola prikazanih na Slici 5.21.

|4 ) Ap|
I, 1 I,
+ 4 > — p— 2 ) ar R o EEEN +
. Au AJQ e AH AJE *
& ] 7|
® Ezrf Zzz ¢ Zz; Ap M
A, A,
Slika 5.21 — Kaskadni spoj Cetveropola
JednadZbe prvog Cetveropola su:
1_71 :_211__2 +_Z12__2 (5-48)
1 =AU, + 4,1,
JednadZbe drugog Cetveropola su:
U= 40+ 4. (5-49)
I, =4,U, + 4,1,
Iz izraza (5-48) i (5-49) dobiju se jednadzbe nadomjesnog Cetveropola:
l71 = _11 (ZH _2 + 2121_2 )"’ Z12 (221 _2 + 222_2 ) (5-50)
_1 = 221 ( _11 _2 + 212_2 )+ Zzz ( _21172 + 222_2 )
odnosno:
Uz = (211211 + 21222”1) (-72 +(Z]]ZIZ + 21222”2) _2 (5-51)
_/ = (22121’1 + Z2222”1) Uz + 221212 + 22222’2) _2
Konstante nadomjesnog cetveropola su:
e AR o .
Ay =4, A4, + A4, 0y = Ay Ay + Ay Ay,
Napomena: Do istog se rezultata brze dolazi preko matri¢nog prikaza:
11 AZ A22 I 2 I 2 AZ 1 A22 12

paje:



0 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE |I 97
B E MR i (5-59
I 1 A21 A22 AZ] A22 1 AZI A 1

Matrica parametara kaskadnog cetveropola jednaka je umnosku matrica parametara pojedinih
cetveropola u kaskadi.

Ako su oba cetveropola simetri¢na, vrijedi:

4,=4,, , 4,=4,. (5-55)

Ako su k tomu i1 oba Cetveropola u kaskadi jednaka, onda je jos i:

Ay=A,=4,=4, , A,=4, , 4,;=4,. (5-56)
Konstante cetveropola sastavljenog od kaskade dvaju jednakih simetri¢nih ¢etveropola su:

A,

—n

AI A11A|1+A|2AZI ;o A,=2

(5-57)
_2A 1A|1 .

1 -

N _N

5.7. Primjeri uporabe €etveropola kao kruga za spregu (Coupling Network)

Zadatak 1.: Izvor U unutarnjeg otpora R,, kutne frekvencije @, potrebno je prilagoditi na trosilo
djelatnog otpora R; (gdje je R; > R.,) pomocu spreznog LC kruga prema Slici 5.22. Potrebno je odrediti
vrijednosti kapacitivnosti kondenzatora C 1 induktivnosti svitka L koji ¢e zadovoljiti postavljeni uvjet.

Ry _l
C
u,f 1 R,
@
Cetveropol za
— prilagodbu
Z=R,

Slika 5.22 — Krug sa spreznim LC Cetveropolom

Ulazna impedancija ¢etveropola je:

> _R-jX, ., _JoLR(R-joL) .1 _ &'L'R { oLR’ 1

L AT G - T . (5-58
TR, T Ryl Toc Riol N\ Rt a)Cj (558

Kako mora biti Z,, = R, , izjedna¢avanjem realnih i imaginarnih dijelova dobije se:
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o’L’R @LR;} 1
— =R, ) i L — =0 (2). 5-59
Rt2+a)2L2 u () Rt2+a)2L2 a)C ( ) ( )
Iz izraza (1) slijedi:
R R
L=——" . R >R). 5-60
ron (&R (5-60)
Iz izraza (2) nakon uvrStavanja L dobije se:
1

C=—F———.
a) RM (R[ - Rll )
Time je projektiran pasivni krug za spregu (pasivni nesimetricni ¢etveropol) koji zadovoljava uvjet

prilagodbe zadanog izvora na zadano trosilo.

Primjerice za f = 1 kHz, R, = 200 Q, R, = 100 Q dobije se: L = 31,85 mH, C = 159 nF.

(5-61)

Zadatak 2.: Snagu izvora unutarnjeg otpora R,, kutne frekvencije @, potrebno je atenuirati za 20 dB
pomocu pasivnog /7 ¢etveropola uz nepromijenjeno optereéenje izvora.

Ponekad je potrebno izmedu izvora i troSila projektirati ¢etveropol sa zadatkom apsorbiranja odredene
unaprijed definirane snage, koja bi se inace disipirala na troSilu. Istovremeno, opterecenje izvora mora
biti isto kao i prije umetanja Cetveropola. Takav tip kruga za spregu zove se atenuator i obi¢no se
realizira u obliku simetri¢nog 77 ili T Cetveropola. Kako bi bio zadovoljen uvjet nepromijenjenog
opterecenja izvora, ulazna impedancija u cetveropol na c¢ijem je izlazu troSilo mora biti jednaka
impedanciji troSila. To znaci da karakteristicna impedancija ¢etveropola mora biti jednaka impedanciji
trosila.

Kao §to je ve¢ poznato, karakteristicna impedancija Cetveropola moze se odrediti na nekoliko nacina.
Pokazat ¢emo to na primjeru simetri¢noga /7 cetveropola.

a) Odredivanje karakteristicne impedancije kao ulazne impedancije mreze
Shema sklopa prikazana je na Slici 5.23.

Slika 5.23 — Karakteristicna impedancija kao ulazna impedancija mreze

Ulazna impedancija uz zadovoljen uvjet Z,, = Z, je:
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Z,Z,
Z ,(Z ,+ =1L j
> d 1 + Z()
Z, = = (5-62)
Z,+Z,+=1"0
Z,+Z,
Nakon sredivanja dobije se:
= = | Z
Z,=2, - (5-63)
Z,+2Z7,
b) Odredivanje karakteristicne impedancije pomocu parametara cetveropola
Uporabom jednadzbe (5-43) i relacija za konstante simetri¢noga /7 ¢etveropola (5-29) dobije se:
_ A 4 = Z
Z,= = |=—"=—=7, | =—=. (5-64)
A4, 2Z,+7, 2Z,+7,
Z;
¢) Odredivanje karakteristicne impedancije pokusom otvorenog kruga i kratkog spoja
Shema sklopa za pokuse otvorenog kruga i kratkog spoja prikazana je na Slici 5.24.
Z,
Z,
O
Slika 5.24 — Odredivanje karakteristicne impedancije iz pokusa OK-a i KS-a
Ulazne impedancije za sluc¢ajeve OK-a i KS-a su:
7, -Z4+7) , zZ, =2t (5-65)
ow 2Z,+7, K +Z,
pa je karakteristicna impedancija:
- == Z(Z,+Z,) 77Z, - 7
Z,=\Zy,Z,, = \2i+2) 22, ~ 7, =2 (5-66)
o T 22, +72, Z,+Z, 2Z,+Z,

Definicija decibela

U praksi se Cesto vrijednost pojacanja ili guSenja izraZzava u decibelima (dB) jer je za ovisnost
pojacanja o frekvenciji prikladnije upotrijebiti logaritamsku skalu. Decibel nije jedinica u istom smislu

kao primjerice kilogram. Pravi je smisao decibela u usporedbi neke vrijednosti s referentnom.

Neka su P 1 Piz ulazna i izlazna snaga (snaga troSila). Omjer snaga izrazen kao decibel snage jest:
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P
dB=10log,, P’Z : (5-67)
ul

Ako su ulazna impedancija Z,; 1 izlazna impedancija (impedancija trosila) Z; jednake, tj. Zo =Zu, =Zt,
moze se postaviti omjer ulaznog i izlaznog napona. Decibel napona je:
U
z, U; U,
a’B:]Ologm—g:]OIogm—’zz:2010gmU—’z. (5-68)
~ul ul ul

ZO

Pozitivna vrijednost dB znaci pojacanje, a negativna gusenje. Primjerice vrijednost od 60 dB znaci
60

kako je izlazni napon pojacan za 1000 puta u odnosu na ulazni napon: Ye _ 102 = 10° . Analogno za

ul

-60 dB izlazni napon je atenuiran za 1000 puta.

U postavljenom zadatku gusenje je -20 dB, pa je:

oY

P P
-20=10Ilo 2 = Jo =2 =
10 P 10 P,

L1
=107 =— | (5-69)
ul ul 100

Kako je Cetveropol zakljuc¢en karakteristicnom impedancijom Zo =7 ,=Z,, omjer napona je:

U. U, U. 1
—20=20log,,—= = log,—2=-1 = —E2=10"=— . (570
&10 U, &0 U, ] 10 (5-70)
Napon na izlazu iz ¢etveropola je (naponsko djelilo):
Z,Z,
— 7 +Z _ ZZ
Uiz :Uull—_O_:Uul - 7 _1 _0 7 7 (5-7])
7 +_ZIZO_ Z,+2,2,+72,Z,
*Z,+2Z,
Omjer napona je:
U, ZZ - = ==
- :i:__ = = Z,7,+Z,2,=92,Z, . (5-72)
u, 10 Z,72,+7Z,Z2,+Z,Z,

Iz izraza za karakteristicnu impedanciju (5-63) 1 gornje relacije (5-72) dobiju se trazene vrijednosti

elemenata Cetveropola:
— 11 = = 99 —
21:720 y 222520 . (5-73)

Zasluéaj kadaje Z,=Z, =7, =100£2, dobije se Z, =122, 222 , odnosno Z, =495 Q.

Na kraju se mogu kombinirati rezultati dvaju opisanih zadataka. Zadani izvor U unutarnjeg otpora Ry,
kutne frekvencije w, prilagodili smo na trosilo djelatnog otpora R; pomocu spreznog LC kruga. Izmedu
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izvora 1 prilagodnog kruga postavljamo /7 Cetveropol koji ¢e atenuirati ulazni signal za 20 dB ne
mijenjajuci optereCenje izvora. Za zadane vrijednosti f = I kHz, R; = 200 Q, R, = 100 Q proracunom
je odredeno: L = 31,85 mH, C = 159 nF, Z, = 122,20, Z, = 49502 . Rezultirajuéi sklop prikazan je na
Slici 5.25.

C
! R
Cetveropol za F | Cetveropol za !
atenuaciju i | i prilagodbu
Z,=Z,=R, Z,=Z,=R,

Slika 5.25 — Mreza s cetveropolima za atenuaciju i prilagodbu

Projektirana mreza zadovoljava uvjete maksimalnog prijenosa snage i zadanog gusenja.

Ukupna ulazna impedancija u mrezu mora biti Z, = 10042, §to se moZe provjeriti uvrstavanjem
dobivenih vrijednosti elemenata mreze u jednadzbu:

Z, :{ [(R X, - jXc) | Zl]+Zz} |z, =10002. (5-74)
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6. REZONANCIJA

Uzrok — Rezonancija nastaje kada se frekvencija slobodnih titraja (oscilacija) izjednaci s frekvencijom
prinudnih titraja nastalih pod djelovanjem narinutog napona.

Posljedica — Rezonancija je pojava za koju ukupna impedancija ili admitancija u serijskom R-X;-Xc,
odnosno paralelnom G-B;-Bc¢ krugu, postaje ¢isti djelatni otpor.

Kao fizikalna pojava rezonancija se javlja:

e u mehanickim sustavima — posljedica mehanicke rezonancije na brodovima, zrakoplovima,
automobilima, Zeljeznickim vagonima vibracije su koje nastaju pri strogo odredenim brzinama
kretanja. Smanjuju se ako se brzina objekta povecava ili smanjuje u odnosu na tu brzinu. Primjeri
mehanicke rezonancije: visoki C — pucanje staklene caSe, mlaznjak — pucanje prozorskih
stakala, stupanje vojske — ruSenje drvenog mosta i dr.;

¢ u clektroenergetskim sustavima — rezonancija izaziva neplanirane i iznenadujuée poraste napona i
struja u mrezi koji izazivaju kvarove na elektricnim strojevima i postrojenjima;

e u elektronickim, radiokomunikacijskim, telekomunikacijskim i1 radarskim sustavima — pojava
rezonancije moze se iskoristiti za projektiranje odgovarajuc¢ih rezonancijskih krugova u cilju
postizanja prilagodbe, izdvajanja korisnog signala iz Sirokog spektra titraja razlicitih frekvencija,
selektivno pojacanje titraja odredene frekvencije i dr.

Primjer mehanicke rezonancije

Glazbena vilica proizvodi samo jedan Cisti ton — najcesce ton A koji vibrira na 440 herca. Predstavlja
alat za glazbenike — sluzi za ugadanje (Stimanje) instrumenata. Odsvira se A Zzica 1 ugodi prema zvuku
vilice. Na Slici 6.1 prikazana je glazbena vilica koja generira ton frekvencije 125 Hz. Signal je
harmonican 1 sinusoidan.

Slika 6.1 — Glazbena vilica
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Frekvencijski spektar snimljen mikrofonom (temeljni signal glazbene vilice i dva harmonika mreze)
prikazan je na Slici 6.2.
0.15v~

V: .56.30dBV/sqit(Hz)

Slika 6.2 — Frekvencijski spektar glazbene vilice

Signal u vremenskom podruc¢ju — sinusoida modulirana harmonicima mreZe i Sumom, prikazan je na
Slici 6.3.

dv- 350.00my (176.56) (173.44)

Slika 6.3 — Odziv glaazbene vilice u vremenskom podrucju

6.1. Slobodni i prinudni titraji u titrajnom krugu

Slobodni titraji u idealnome titrajnom krugu

Titrajni strujni krug jedan je od temeljnih elemenata elektronickih generatora koji generiraju struje
razli¢itih frekvencija. Idealni titrajni krug je krug s idealnim svitkom i kondenzatorom.

Princip generiranja slobodnih oscilacija u idealnome titrajnom krugu dan je na Slici 6.4.

Kondenzator se nabije elektricnom energijom iz izvora U za poloZaj I prekidaca P. Prebacivanjem P u
polozaj 2 zatvara se idealni titrajni krug. UnoSenjem odredene koliCine energije u titrajnom krugu
nastaju oscilacije izmedu elektricnog polja kondenzatora i magnetskog polja svitka. Eksperimentalno
je dokazano kako pri osciliranju krugom tece izmjenic¢na (sinusna) struja, a na elementima kruga stvara
se izmjenicni napon. Ovakve oscilacije su slobodne oscilacije i analogne su mehanic¢kim oscilacijama
(njihalo). Kruzna frekvencija slobodnih oscilacija je an.
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Slika 6.4 — Idealni titrajni krug — generiranje slobodnih oscilacija

U prvoj Cetvrtini perioda kondenzator se prazni kroz svitak, pa se akumulirana elektri¢na energija
kondenzatora (potencijalna) u idealnom sluc¢aju u potpunosti pretvara u energiju magnetskog polja
(kineticku). U drugoj cetvrtini sva se akumulirana magnetska energija vraca kondenzatoru.
Kondenzator se ponovno nabija nabojem istog iznosa, ali suprotnog polariteta u odnosu na pocetno
stanje. EMS samoindukcije po Lentzovu zakonu podrzava opadajucu struju, pa smjer struje ostaje isti.
U preostaloj polovici perioda ponavlja se pretvorba elektricne energije kondenzatora u magnetsku
energiju svitka, ali s promijenjenim smjerom struje.
U krugu bez gubitaka proces osciliranja nastavlja se unedogled. Energija u titrajnom strujnom krugu u
svakom je trenutku jednaka i konstantna:

: CU; L, . : .
W,=W.=W,, gdie su W, =" W, = 5 ve¢ poznate energije akumulirane u elektri¢énom,
odnosno magnetskom polju u ¢etvrtini perioda.

Ovisnost perioda i frekvencije o parametrima kruga

U
Uvrsti li se struja: /,, =— u gornji izraz za jednakost energija, slijedi:
0
cu. C U.
— 0)0 — -

i i
- - L - = T,=22JLC, (6-])
2 20l JLC Jo 27LC ’ (
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gdje su fo 1 Ty frekvencija 1 period slobodnih oscilacija.
Karakteristiéna (valna) impedancija titrajnog kruga

Iz W.=W, je:
U: L U L
_m _ = "= =7 . 6'2
2 C I \E 0 62

Karakteristicna impedancija moze se izraziti kao:

(6-3)

Pri slobodnim oscilacijama reaktivni otpori elemenata kruga medusobno su jednaki i jednaki su
karakteristi¢noj impedanciji titrajnog kruga (Zp = X1 = Xc).

Slobodni titraji u realnom titrajnom krugu

U realnom krugu nastaju ireverzibilni gubitci energije u svitku i kondenzatoru, kao i na spojnim
vodovima, pa ih opisujemo djelatnim otporom kruga. Gubitci imaju za posljedicu:

e priguSivanje oscilacija energije
e smanjivanje amplituda struje i napona
e smanjivanje frekvencije.

PriguSenje i dobrota titrajnog kruga

Prigusenje d je odnos djelatnog otpora i karakteristi¢ne impedancije: d = R/Zy. Sto je d veéi, brze
opadaju amplitude struje i napona i krace traje smirivanje oscilacija. CeS¢e se navodi vrijednost
recipro¢na prigusenju, koja se zove dobrota ili kvaliteta titrajnog (rezonantnog) kruga Q:

Q:i:ﬁ:ﬁ:XczwoL: L _1 L (6-4)
d R R R R woCR R\C
Fizikalno Q predstavlja omjer jalove snage titrajnog kruga i djelatne snage gubitaka:
0= _Qc (6-5)

P P

Za nastajanje oscilacija u realnom krugu gubitci ne smiju prije¢i odredenu grani¢nu veli¢inu (R < 2
Zp), odnosno faktor dobrote mora biti Q > /. Ispod granicnog slucaja (Q = %) nema oscilacija. Tada
se radi o tzv. aperiodicnom prigusenju (Q < %).

Za analizu navedenih slucajeva potrebno je rijesiti integralno-diferencijalnu jednadzbu:

di 1
Ri+L—+=—\idt =0, 6-6
Ll (60

koja se deriviranjem svodi na homogenu diferencijalnu jednadzbu drugog stupnja s konstantnim
koeficijentima:
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2. .
I Rdi, Ty, (6-7)
d’ " Ldt LC

Prisilni titraji u realnom titrajnom krugu

Kako je ve¢ navedeno, slobodni titraji u realnom titrajnom krugu postaju priguseni jer se dio energije
pretvara u toplinu na ekvivalentnom djelatnom otporu kruga. Od prakticne su koristi nepriguseni
titraji. To znaci kako je potrebno stalno nadopunjavati odgovarajuéu koli¢inu energije radi
kompenzacije gubitaka, pa se krug prikljuuje na izmjeni¢ni generator. NepriguSene oscilacije
nazivaju se prisilnima jer im je frekvencija odredena frekvencijom generatora.

Promjenom frekvencije generatora moze se posti¢i podudarnost frekvencije generatora fee, s vlastitom
frekvencijom prikljucenog kruga fy (frekvencijom slobodnih oscilacija). To je neophodan uvjet za
pojavu rezonancije. Postignuta frekvencija je rezonantna frekvencija — fi (fgen = fo = f7).

Analizirat ¢emo uvjete za rezonanciju i karakteristicne rezonancijske krivulje za slucajeve pojave
rezonancije u serijskome, odnosno paralelnome titrajnom krugu.

6.2. Serijska (naponska) rezonancija

Serijski RLC krug za analizu pojava u uvjetima serijske rezonancije prikazan je na Slici 6.6.

| R L ¢
e gy e o o o | |
| |
Us u, Uc
o Uf @

Slika 6.5 — Serijski RLC rezonancijski krug

Kako je ve¢ navedeno u Pogl. 3., za serijski R-L-C krug opcenito vrijedi:

e naponina elementima kruga: U,=/R ; U,=IX, , U.=IX,
e ukupni napon: U:\/U,§+(UL—UC)2
e impedancija, fazni kut 1 struja: Z = \/ R’ + (X =X )2 ;. @=arctg —XL ;{ ¢ ;

_ U
VR +(xX, - X )

Krug je spojen na generator promjenljive frekvencije. Kao S§to je ve¢ pokazano, promjenom
frekvencije mogu nastupiti tri razli¢ita slucaja (X; < Xc, X1 = Xc, X1 > Xc). Posebno ¢emo analizirati
slu¢aj kada je X; = Xc. Tada je ukupni reaktivni otpor jednak nuli: X, —X . =0.

Frekvencija za koju je ispunjen gornji uvjet naziva se rezonantna frekvencija serijskoga titrajnog
kruga. Dobije se iz izraza:
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1 1 1
) - = - e . 6-8
,C NLC S 2nLC 65

Usporedi li se f- s frekvencijom slobodnih oscilacija titrajnog kruga fy, vidi se kako se radi o jednakim
frekvencijama.

Definicija: Serijska ili naponska rezonancija je pojava koja nastaje u serijskom titrajnom krugu kada se
izjednace frekvencije izvora i slobodnih oscilacija titrajnog kruga. Amplituda elektri¢nih titraja postize
maksimum pri rezonanciji.

Fazorski dijagram za serijsku rezonanciju dan je na Slici 6.6.

-

Uf.

U

C

v

Slika 6.6 — Fazorski dijagrami — serijska rezonancija

Svojstva serijskoga kruga u rezonanciji su:

e impedancija je minimalna i jednaka je djelatnom otporu: Z, =7 . =R ;

min

o faznikut ¢ =0;
e struja je maksimalna i u fazi je s prikljuenim naponom: 7, =7 _ = % ZaR =0, > «;

e naponi na induktivnoj i kapacitivnoj reaktanciji su jednaki, pa se serijska zove jos i naponska
rezonancija. Navedeni naponi Q puta su veci od priklju¢enog napona:

U U L
U, =U, , =B L _o | (6-9)

U U R oCR

Kako je cCesto u serijskome krugu x, =x_>>r, naponi na kondenzatoru i svitku mogu znatno

premasivati iznos priklju¢enog napona. Fizikalna je osnova u tomu §to su jalove energije nagomilane u
krugu mnogo vece od energije gubitaka na djelatnom otporu.

Karakteristike serijskoga titrajnog kruga pri promjeni frekvencije mogu se najbolje analizirati na
rezonancijskim krivuljama koje prikazuju frekvencijsku ovisnost relevantnih veli¢ina kruga. Na
sljede¢im grafovima prikazane su rezonancijske krivulje za nekoliko primjera zadanih vrijednosti R, L,
C1 U. Simulacija je izvedena pomocu programskog paketa MATLAB. Kod programa je:

FREKVENCIJSKE KRIVULJE SERIJSKOGA REZONANTNOG KRUGA
(Programska podrska za Matlab)

clear
format short % izlazni format brojeva
R=10; % djelatni otpor

L=10"-3; % induktivnost svitka
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C=10"-6; % kapacitivnost kondenzatora
U=100; % mnarinuti napon

=0:10:2*%10"4; % frekvencijski opseg 0—20 KHz
XL=p*2*pi*f*L; % induktivna reaktancija
XC=*1./2*pi*f*C); % kapacitivna reaktancija
7Z=R+XL-XC; % impedancija serijskoga R-L-C kruga
I=U./Z; % struja

UL=XL.*I; % napon na induktivnoj reaktanciji
UC=XC.*I; % napon na kapacitivnoj reaktanciji
UR=R*I; % napon na djelatnom otporu
UX=U-UR; % napon na ukupnoj reaktanciji
Faza rad=atan((abs(XL)-abs(XC))./R); % fazni kut u radijanima

Faza stup=Faza rad*180/pi; % fazni kut u stupnjevima
frC=sqrt((L*C)"(-1)-R"2/(2*L"2))/(2*p1) = % frekvencija maksimuma na C
frL=sqrt(2/(2*L*C-R"2*C"2))/(2*pi) % frekvencija maksimuma na L
fr=1/(2*pi*sqrt(L*C)) % rezonantna frekvencija
Q=2*pi*fr*L/R % faktor dobrote

% Ovisnost reaktancija o frekvenciji

figure (1)

Nula=0*f; % os apscisa
G=plot(f,Nula,'y',f,-abs(XC),f,abs(XL),f,abs(XL)-abs(XC)); % grafovi XL, XC, X
set(G,'linewidth',2); % debljina krivulje
axis([0,(2*1074),-150,150]); % koordinatne osi
title((OVISNOST REAKTANCIJA O FREKVENCIT') % naslov
xlabel('Frekvencija f{Hz]') % oznaka X-osi
ylabel('Reaktancije: X, XL, XC [Ohm]") % oznaka Y-osi

grid % reSetka

pause

% Ovisnost impedancije o frekvenciji
figure (2)

G=plot(f,abs(Z2));

set(G,'linewidth',2);
axis([0,(2*1074),0,10*min(abs(Z))]);
title((OVISNOST IMPEDANCIJE O FREKVENCUT')
xlabel('Frekvencija f{Hz]')
ylabel('Impedancija [Ohm]')

grid

pause

% Ovisnost faznog kuta o frekvenciji
figure (3)
G=plot(f,Nula,'y',f,Faza stup);
set(G,'linewidth',2);
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axis([0,(2*%10"4),-90,90]);

title("OVISNOST FAZNOG KUTA O FREKVENCIT')
xlabel('Frekvencija f{Hz]")

ylabel("Fazni kut [Stupnjevi]')

grid

pause

% Ovisnost struje o frekvenciji

figure (4)

G=plot(f,abs(]),'b');

set(G,'linewidth',2);
axis([0,(2*1074),0,1.1*max(abs(I))]);
title((OVISNOST STRUJE O FREKVENCUT')
xlabel('Frekvencija f{[Hz]')

ylabel('Struja [A]")

grid

pause

% Ovisnost napona svitka i kondenzatora o frekvenciji
figure (5)

G=plot(f,abs(UL),'r",f,abs(UC),'b");
set(G,'linewidth',2);
axis([0,(20*1073),0,1.1*max(abs(UC))]);
title((OVISNOST REAKTIVNIH NAPONA O FREKVENCUT')
xlabel('Frekvencija f{Hz]")

ylabel('Naponi UL 1 UC [V])

grid

pause

% Ovisnost aktivnog, reaktivnog 1 ukupnog napona o frekvenciji
figure (6)

G=plot(f,U,'g".f,UR,'r",f,UX,'b");

set(G,'linewidth',2);

axis([0,(20*10"3),0,1.1*U]);

title((OVISNOST NAPONA O FREKVENCIT')
xlabel('Frekvencija f{Hz]")

ylabel('Naponi U, UR 1 UX [V])

grid

Na sljede¢im slikama prikazane su grupe dijagrama dobivene za razliite vrijednosti relevantnih
parametara rezonancijskog kruga:

1. R=300 L=ImH, C=1uF, U=100V, f=0...20KHz
2. R=100 L=ImH, C=1uF, U=100V, f=0...20KHz
3. R=1Q L=ImH, C=1uF, U=100V, f=0...20KHz

4. R=300 L=2mH, C=0,5uF, U=100V, f=0...20KH:.
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1. Serijska rezonancija:
R=30Q; L=1mH; C=1uF; U=100V; f=0...20KHz

OVISNOST REAKTANCIJA O FREKVENCIJI
1 50 T T T T T T ] T I

100 |

50

Reaktancije: X, X, X [Ohm]
o

-50 |

-100
150 L—— il I L 1 1 | 1
0 0.2 0.4 086 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
i 4
Frekvencija f[Hz] <10
OVISNOST IMPEDANCIJE O FREKVENCIJI
300 T T T T ] T T T ]
200

Impedancija [Ohm]
o
o
|

100

50 -

1 | |
0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Frekvencija flHz]

4
x 10
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Fazni kut [Stupnjevi]

Struja [A]

OVISNOST FAZNOG KUTA O FREKVENCIJI

a0 T T T T T

5
o
T
fr=5,03KHz

.90 | | | | I
0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4

Frekvencija f[Hz]

OVISNOST STRUJE O FREKVENCIJI

1.6 1.8 2

4
x 10

T T T T T T T

35

25

0.5

1 1

1
0.8 1 1.2 1.4
Frekvencija flHz]

1.6 1.8 2
4
x 10
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OVISNOST REAKTIVNIH NAPONA O FREKVENCHJI

T T T ] T T T T

120 | t t t
\

100

80

Naponi U_ | Uz [V]

06 08 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Frekvencija f[Hz] c10°

3 OVISNOST NAPONA O FREKVENCUJI
[ T T T T T T T

u

100 ¢

ag -

80 -

70 -

60 -

50 [

Naponi U, Ug | Uy [V]

40

30

20 -

10 -

o] 1 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18 2

Frekvencija f[Hz] x10*

Slike 6.7 — Frekvencijski dijagrami za prvu grupu parametara serijskoga rezonancijskog kruga
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Analiza dijagrama:

1. X1, Xc, X = F(f) — lijevo od f- = 5,03 kHz prevladava kapacitivna, a desno induktivna reaktivna
komponenta. U rezonanciji se ponisStavaju, pa je ukupna reaktancija jednaka nuli.

2. Z = F(f) — impedancija je minimalna u rezonanciji: Z = R =3042 . Oblik krivulje ovisi o
odabranim parametrima kruga. Kako bi se snimio potpuni oblik krivulje, frekvencija se ¢esto
prikazuje logaritamskom skalom.

3. @ = F(f) — fazni kut se mijenja u rasponu -90° < ¢ < 90° i jednak je nuli za f;.
U 100

4. I = F(f) — struja je maksimalna u rezonanciji: J = =0 3,33 4. Za vrlo niske, kao 1 za
vrlo visoke frekvencije I — 0.
5. Ui, Uc= F(f) — naponi na reaktancijama:
1 U UawL
U= = , U, =oll = (6-10)

jednaki su u rezonanciji. Po iznosu su neznatno vec¢i od napona izvora, jer je O malen (Q =
7/3). Lijevo od f- napon na kondenzatoru je maksimalan, a desno od f, maksimum je napona na
svitku. Frekvencije f.c 1 fu, za koje pripadni naponi imaju maksimum, dobiju se
izjednacavanjem prve derivacije napona s nulom:

dU, 1 |1 R
:0 = A E | 6—11
dw S 2\ LC 217 (6-11)

dU, 1| 2
-0 = f, =—|— . 6-12
dw S 27\ 2LC-R’C? (6-12)

Za razmatrani primjer dobije se: f-c = 3,73 kHz, f,. = 6,79 kHz.

Smanjivanjem R (povecanjem Q) f.c i f.. priblizavaju se rezonantnoj frekvenciji, a za R = 0 je
Jre =fro = fr.
6. U, Ux, Ur = F(f) — u rezonanciji je Uz = U, Ux = UL - Uc = 0. Za f = 0 kondenzator je prekid
strujnog kruga (Xc¢ — «), pa je sav napon na njemu. Za f — oc napon svitka jednak je
priklju¢enom naponu, jer je Xc — o
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2. Serijska rezonancija:
R=10Q; L=1mH; C=1uF; U=100V; f=0...20KHz

OVISNOST REAKTANCIA O FREKVENCHI OVISNOST IMPEDANCIJE O FREKVENCHI
T T T T T T T T T T T T

160 : 100 T
a0
100 |-
— B0 B
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% 5
< = anf
- "o
» T
3 0 E sof 1
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2
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0k .
00 |-
10 4
150 | | i | | 1 | | i 0 L |
] 0.2 04 06 0.8 1 12 14 16 18 2 ] 02 04 06 0.8 1 12 14 16 18 F)
Frekvencija f[Hz] <10t Frekvencija flHz] w1’
%0 OVISNOST FAZNOG KUTA O FREKVENCLJI 110 OVISNOST NAPONA O FREKVENCIJI
T ¥ T ¥ T ¥ T T T T v T T

] | | | | |
L] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 . . 12 18 2

Frekvencija flHz] <10 Frekvencija f{Hz] 10
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Slike 6.8 — Frekvencijski dijagrami za drugu grupu parametara serijskoga rezonancijskog kruga



4

OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I

115

Druga grupa dijagrama prikazuje odzive titrajnog kruga za trostruko bolji faktor dobrote O = m, jer je

R =10 Q. Rezonantna krivulja struje je uza (,,08trija*), a f.c 1 .. priblizavaju se f;.

Struja [A]

Slike 6.9 — Frekvencijski dijagrami za trecu grupu parametara serijskoga rezonancijskog kruga

3. Serijska rezonancija:
R=1Q; L=1mH; C=1uF; U=100V; f=0...20KHz
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Za vrlo mali R = I Qtrideset puta je poboljSan QO (Q = 10 x). Ostrina rezonancije vrlo je jako izrazena,
a fc = fr. & fr (trea grupa grafova). Reaktivni naponi naglo rastu, a maksimumi znatno nadmasuju
napon izvora (Ur = Uc = 3140 V), §to je bitno za prakti¢nu primjenu (selektivno izdvajanje i pojacanje
korisnog signala).

4. Serijska rezonancija:
R=30Q; L=2mH; C=0,5uF; U=100V; f=0...20KHz

s OVISNOST REAKTANCIJA O FREKVENCLI i DOVISNOST IMPEDANCIJE O FREKVENCUI
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Slike 6.10 — Frekvencijski dijagrami za Cetvrtu grupu parametara serijskoga rezonancijskog kruga
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Iz uvjeta za rezonanciju f = fy slijedi kako se, osim promjenom frekvencije generatora, prilagodba

rezonantnog kruga moze vrSiti i promjenom frekvencije slobodnih oscilacija. Kako ona ovisi o L i1 C,

prilagodba se moze vrSiti pomocu promjenljivih kondenzatora i/ili induktivnosti koji omogucuju

ravnomjerno ugadanje u granicama odredenog frekvencijskog opsega.

Cetvrta grupa grafova prikazuje odzive rezonancijskog kruga za R = 30 £, ali je u odnosu na

prethodne primjere udvostrucen L, a C smanjen na polovicu prethodne vrijednosti (L = 2 mH, C = 0,5
1 |L

uF). Time je Q poboljSan za dva puta u odnosu na prvu grupu dijagrama, jer je Q = Z\C

Primjer primjene serijske rezonancije je ulazni krug radijskog prijamnika, kao na Slici 6.11.

o

o

"y -

5 —= Prema VF
E pojac. napona
E: * .

Ulazni krug

Slika 6.11 — Primjena serijske rezonancije na ulazni krug radijskog prijamnika

Elektromagnetski valovi induciraju u anteni EMS-e razliCitih frekvencija koje emitiraju radijske
postaje. Preko induktivne sprege u ulaznom krugu prijamnika takoder se induciraju EMS-i i protjecu
struje razli¢itih frekvencija. U odnosu na inducirani EMS elementi kruga vezani su serijski.
Promjenljivi kondenzator omogucéuje ugadanja ulaznog kruga na zeljenu rezonantnu frekvenciju. Na
toj je frekvenciji struja maksimalna, a napon na kondenzatoru naglo poraste na Q puta vecu vrijednost
od napona izvora. Napon korisnog signala koji se skida s kondenzatora pojacan je i to selektivno.
Naime, za signale drugih postaja koje u odnosu na zeljeni signal predstavljaju smetnju, nije ispunjen
uvjet za rezonanciju. Za te je signale pripadni napon na kondenzatoru bitno manji od napona korisnog
signala, premda su EMS-i inducirani u anteni mogli imati jednaku vrijednost.

Univerzalne rezonancijske krivulje

Za praktiCne primjene pojave rezonancije vazna je S$to veca strmina poviSenja struje u blizini
rezonancije. Mjera za tu strminu je relativni odnos struje / pri nekoj frekvenciji prema maksimalnoj
struji u rezonanciji /,, dakle normalizirana vrijednost /I.. Ako zelimo izdvojiti signal samo jedne
nosive frekvencije, idealno bi bilo posti¢i /I, = [ za rezonantnu, odnosno /I, — () za sve ostale
frekvencije. Strmina, odnosno selektivnost kruga, strogo ovisi o faktoru dobrote. Kako bi se dobio §to
bolji uvid u kvalitetu kruga te jednostavna usporedba razli¢itih rezonancijskih krugova, prikladno je
analizirati univerzalne rezonantne krivulje. Na ordinati je normalizirana vrijednost struje, a na apscisi
frekvencija normalizirana na rezonantnu f/f;.

Izvodom izraza za univerzalne rezonancijske krivulje dobije se:

U
2
R2+(a)L—1j i
I _ ) _ R ‘oL _ .l 6-13
I U B IS Jo L p ~.  (6-13)
' - R2+£a)L—j : R (el 1
oC o'’ \o,L oo lLC
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Uvrsti li se O = w-L/R, slijedi:
E
1 0 1 1

—= = — = = (6-14)
ol (o o o _o o\ S S
\/Qz{wr wJ \/HQ (w wj \/HQ (fr fj

Ocito je kako je za svaku frekvenciju koja odstupa od rezonancijske bitno odabrati Sto veéi faktor
dobrote Q.

Univerzalne rezonancijske krivulje prema izrazu (6-14) i to za Q = 5, 10, 20, 40, 160 prikazane su na
Slici 6.12.

NORMALIZIRANA OVISNOST WIr=F(fifr) ZA RAZLICITE Q
1 , s ,

0.8

0.7

Q=5
0.6

Q=10

0.4

Mormalizirana struja ir

0 1 1 1 1 1
0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15
Normalizirana frekvencija f/fr

Slika 6.12 — Univerzalne rezonancijske krivulje

Kod pripadnoga Matlab programa:
% NORMALIZIRANI PRIKAZ OVISNOSTI STRUJE O FREKVENCII ZA RAZLICITE

FAKTORE DOBROTE Q
clear
format long % izlazni format brojeva
=500:10:2*10"3; % frekvencijski opseg 0-2 KHz
frez=1000; % odabrana rezonantna frekvencija
Q=[5 10 20 40 160]; % odabrani Q-ovi
for i=1:1:5
Qtren=Q(1); % petlja za promjenu Q
NormStruja=((sqrt((Qtren*(f/frez-frez./f)).*2+1)))."(-1); % normirane struje
NormFrek=f/frez; % normirane frekvencije

G=plot(NormFrek,NormStruja); % graf
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set(G,'linewidth',2); % debljina krivulje
axis([0.85,1.15,0,1]); % koordinatne osi
pause % stanka prije nove slike
hold on % zadrzava prethodnu sliku
end % kraj petlje izbora Q
title(NORMALIZIRANA OVISNOST I/Ir=F(f/fr) ZA RAZLICITE Q") % naslov
xlabel('Normalizirana frekvencija f/fr') % oznaka X-osi
ylabel('Normalizirana struja 1/1r") % oznaka Y-osi
grid % reSetka

Oblik dobivenih krivulja bitan je za definiranje zahtjeva na proracun elemenata kruga i odnosa vezanih
za Sirinu propusnog pojasa frekvencija. Propusni pojas uzima se kao mjera selektivnosti
rezonancijskog kruga. Kako bi se sprijeCilo izoblicenje signala, neophodno je da rezonancijski krug
prenese samo one frekvencije koje ulaze u sastav korisnog signala i ravnomjerno ih pojaca. Ovisno o
tipu signala (telefonski, radijski, TV, radarski...) frekvencijski spektar signala moze imati Sirinu od
desetak Hz do nekoliko MHz, pa i viSe.

Karakteristika idealnog kruga izgleda kao na Slici 6.13.
A]J

A\ 4

Jo L
Slika 6.13 — Frekvencijska karakteristika idealnog kruga

Pod idealnim krugom razumijeva se krug koji propusta i ravnomjerno pojacava sve komponente koje
predstavljaju spektar ulaznog signala omedenog grani¢nim vrijednostima f; < f < f,, a sve ostale
komponente frekvencije izvan dopustenog pojasa u potpunosti su eliminirane na izlazu. ,,Zvonolike*
karakteristike s visokim Q predstavljaju dobro pribliZenje idealnima. S dodatnim sloZenijim krugovima
moze se postici jo§ bolja aproksimacija.

U realnim se krugovima za pravu mjeru selektivnosti kruga uzima Sirina propusnog pojasa. To je onaj

pojas frekvencija unutar kojega se struja (ili napon) smanje za ne vise od ] &20,7 07 maksimalne

vrijednosti. Propusni pojas je B=1,—f.
Na gornjoj f; 1 donjoj fu grani¢noj frekvenciji snaga signala opadne na polovicu (engl. half power
2
. . cee . . ] _ o v
frequencies). Naime, u relaciji za snagu kvadrira se struja (napon), dakle ( / \/Ej = A Granicne

frekvencije mogu se definirati 1 kao frekvencije na kojima snaga opadne za 3 dB, jer je:

P
IOIong—’Z=]010g,0é=—3dB_ (6-15)

ul
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Primjer rezonancijske krivulje iz koje se mogu odrediti gornja i donja grani¢na frekvencija dan je na
Slici 6.14.

OVISNOST STRUJE O FREKVENCIJI

0,707 Imax g : : : :

Struja [A]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Frekvencija flHz]

Slika 6.14 — Odredivanje gornje i donje granicne frekvencije

Potrebno je ustanoviti vezu izmedu propusnog pojasa i parametara kruga. Iz definicije propusnog
pojasa je:

2 2 g2\
1 _ ! L - Q{i_ffJ =] = wzé (6-16)
I, ( e, Jz V2 LS 5 0
1+Q°| 2 -
Lo
Dobivena bikvadratna jednadzba korjenovanjem se moze razloziti na dvije kvadratne:
2 2
- 1
Tolecel o ot ogr-0r=0 = o +ff-0=0.  (617)

)

Uzmu li se u obzir samo dva realna rjeSenja (frekvencija ne moze biti negativna):

f :fr+\/.fr2+4Q2](rZ f :_fr+\lfr2+4Q2fr2 (6—]8)

20 ’ 20

konac¢no se za propusni pojas dobije:

B=f,—f, =L (6-19)
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Sto je dobrota veca, rezonancijska krivulja je ostrija, a propusni pojas uzi. Pri jednakoj dobroti krug
ugoden na visu frekvenciju ima $iri propusni opseg.

Na Slici 6.15 dan je primjer kruga s parametrima: R =50 Q, L =2,5mH, C =0,1 uF, U=100 V.

OVISNOST STRUJE O FREKVENCIJI

1.8

-
fa)]

-
n

-
]

Struja [A]

-

=
o

DB o .............................. .......... .........
0.4

0.2

fd | fg

i | ‘ i i i
0 0.2 0.4 06 08 1 12 1.4 16 1.8 2

Frekvencija flHz] 5 104

Slika 6.15 — Primjer grafickog odredivanja propusnog pojasa i faktora dobrote

Prora¢unom se dobije:

4 -3
f=—"1 _ _j0066KHz~ 10KH: = @=L 2023007 5,
2~ LC R 50
100 1
Imax:Ir:_:ZA j— ﬂ:\/521,41414 (6-20)
50 J2

Iz rezonancijske krivulje moze se mjerenjem odrediti dobrota i za rezonancijski krug nepoznatih
parametara. Nakon $to se snimi rezonancijska krivulja struje, oCita se f- i frekvencije za koje struja
opadne na 70,7 % maksimalne vrijednosti. Tada je Q:

oL
fg - fd
Za gornji se primjer iz dijagrama za grani¢ne struje I = 1,414 A mogu odrediti priblizne grani¢ne
frekvencije: f =086-1'HZ 1y =118-10HZ

e VI 10* 1
a se iz o¢itanih vrijednosti dobije: ==L = = =3125=0.
P ! e = = 118-086)10° 032 Q

Dobivena vrijednost dobro se slaze s proracunanom.

(6-21)




122 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE |l b

6.3. Paralelna (strujna) rezonancija

e Zaparalelni R-L-C krug opcenito vrijedi: [,=UG ; I, =UB, ; I.=UB.,.

e Ukupna struja:
I=NI;+(1,-1.Y =UY . (6-22)

e Admitancija i fazni kut:

Y:\/G2+(BL—BC)2 ; (/)zarcthLGBC. (6-23)

Krug je spojen na generator promjenljive frekvencije, kao na Slici 6.16.

[ 4 — @
T lc 'Li 'Ri

U,f __C L R
e *

Slika 6.16 — Paralelni rezonancijski RLC krug

Kako je ve¢ pokazano, promjenom frekvencije mogu nastupiti tri razlicita slucaja (B, < B¢, BL = Bc,
Br > Bc). Posebno ¢emo analizirati slucaj kada je B = Bc. Tada je ukupna reaktivna vodljivost
jednaka nuli: B, —B. =0.

Frekvencija za koju je ispunjen gornji uvjet naziva se rezonantna frekvencija paralelnoga titrajnog
kruga. Dobije se iz izraza:

I 1 1

o C

= = 0= = =
" el " JLC ) 2mJLC

Dakle, dobije se isti izraz kao i za serijsku rezonanciju.

(6-24)

Svojstva paralelnoga kruga u rezonanciji:
e admitancija je minimalna i jednaka je djelatnoj vodljivosti: ¥ =Y  =G. To znaci kako je
impedancija u rezonanciji maksimalna;
e faznikut ¢, =0 ;

e struja je minimalna i u fazi je s priklju¢enim naponom: / =/

min

=UG;
e struje kroz induktivnu 1 kapacitivnu reaktanciju su jednake, pa se paralelna zove jos i strujna
rezonancija. Navedene struje su Q puta vece od struje napajanja: 1, =/ =0I ;

. I, UB, R C
o faktor dobrote paralelnoga rezonantnog kruga je O=——-= =——-=Rw,C=R,|—;
I UG olL L

1
e propusni opseg je B=1,—1, :%:%.
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Fazorski dijagram u uvjetima paralelne rezonancije prikazan je na Slici 6.17.

3

I(‘

IL

v

Slika 6.17 — Fazorski dijagrami — paralelna rezonancija

Rezonancijske krivulje paralelnoga titrajnog kruga prikazane su na sljede¢im grafovima. Simulacija je
izvedena pomocu programskog paketa MATLAB. Kod programa je:

% FREKVENCIJSKE KRIVULJE PARALELNOGA REZONANCIJISKOG KRUGA

format short % izlazni format brojeva

R=1000; % djelatni otpor

L=2.5*%10"-3; % induktivnost svitka

C=0.1*10"-6; % kapacitivnost kondenzatora

U=100; % narinuti napon

£=0:100:2*10"4; % frekvencijski opseg 0—10 KHz
G=1/R; % konduktancija

BL=j*1./(2*pi*f*L); % induktivna susceptancija
BC=j*2*pi*f*C; % kapacitivna susceptancija
Y=G-BL+BC; % admitancija paralelnoga R-L-C kruga
7=1./Y; % impedancija paralelnoga R-L-C kruga
=U.*Y; % ukupna struja

IL=BL*U; % struja kroz induktivnu susceptanciju
IC=BC*U; % struja kroz kapacitivnu susceptanciju
1IG=G*U; % struja kroz konduktanciju

IX=I-1G; % struja kroz ukupnu susceptanciju
Faza rad=atan((abs(BL)-abs(BC))./G); % fazni kut u radijanima

Faza stup=Faza rad*180/pi; % fazni kut u stupnjevima

% Ovisnost reaktancija o frekvenciji

figure (1)

Nula=0*f; % os apscisa
G=plot(f,Nula,'b",f,-abs(BC),f,abs(BL),f,abs(BL)-abs(BC)); % grafovi BL, BC, B
set(G,'linewidth',2); % debljina krivulje
axis([0,(2*1074),-20*10"-3,20*10"-3]); % koordinatne osi

titleCOVISNOST SUSCEPTANCIJA O FREKVENCUI') % naslov
xlabel('Frekvencija f{Hz]') % oznaka X-osi
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ylabel('Susceptancije: B, BL, BC [S]") % oznaka Y-osi
grid

pause

% Ovisnost faznog kuta o frekvenciji

figure (2)

G=plot(f,Nula,'y',f,Faza_stup);
set(G,'linewidth',2);

axis([0,(2*%1074),-90,90]);

title((OVISNOST FAZNOG KUTA O FREKVENCIT)
xlabel('Frekvencija f{Hz]')

ylabel('Fazni kut [Stupnjevi]')

grid

pause

% Ovisnost impedancije o frekvenciji

figure (3)

G=plot(f,abs(Z2));

set(G,'linewidth',2);
axis([0,(2*1074),0,1.1*max(abs(Z))]);
title((OVISNOST IMPEDANCIJE O FREKVENCUT')
xlabel('Frekvencija f{Hz]')

ylabel('Impedancija [Ohm]")

grid

pause

% Ovisnost struje o frekvenciji

figure (4)

G=plot(f,abs(I),'d");

set(G,'linewidth',2);
axis([0,(2*1074),0,10*min(abs(I))]);
title((OVISNOST STRUJE O FREKVENCUTI')
xlabel('Frekvencija f{Hz]')

ylabel('Struja [A]')

grid

pause

% Ovisnost aktivne 1 reaktivnih struja o frekvenciji
figure (5)
G=plot(f,IG,'g',f,abs(IL),'r',f,abs(IC),'b");
set(G,'linewidth',2);
axis([0,(20*10"3),0,20*1G]);

titleCOVISNOST STRUJA O FREKVENCUTI')
xlabel('Frekvencija f{Hz]')

ylabel('Struje IG, IL 1 IC [A])

grid
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Peta grupa dijagrama dobivena je za odabrane vrijednosti R = 1000 Q, L =2,5mH, C = 0,1 uF, U =
100 V.

5. Paralelna rezonancija:
R=1000Q2; L=2,5mH; C=0,1uF; U=100V; f=0...20KHz

565 OVISNOST SUSCEPTANCIJA O FREKVENCIJI
= T T ] T T ]
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Susceptancije: B, B, B [S]
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D.02- 1 L 1 1 1 1 | 1 1 .
0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Frekvencija f[Hz] g 10“

OVISNOST IMPEDANCIJE O FREKVENCIJI
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800 |-
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700 -
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500 =
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400 |-

200
100 |

ol | | L L L
1.2
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OVISNOST FAZNOG KUTA O FREKVENCLI
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Slike 6.18 — Frekvencijski dijagrami za petu grupu parametara — paralelni rezonancijski krug
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Analiza dijagrama na Slikama 6.18:

1. Bi, Bc, B = F(f) — lijevo od f, ~ 10 kHz prevladava induktivna, a desno kapacitivna reaktivna
komponenta. U rezonanciji se ponistavaju, pa je ukupna susceptancija jednaka nuli.
2. Z = F(f) — impedancija je maksimalna u rezonanciji:Z =R =1000(2. Admitancija je
minimalna ¥ =G =107°S .
3. @=F(f) — fazni kut se mijenja u rasponu 90° > ¢ > -90° i1 jednak je nuli za f,.
Uu 100

4. I=F(f) - struja je minimalna u rezonanciji: /, = == 7000 " 0,14 . Za vrlo niske, kao 1 za vrlo

visoke frekvencije I — o
5. I, Ic = F(f) — struje kroz susceptancije jednake su pri rezonanciji, pa se ponistavaju.

6.4. Kriterij za odredivanje vrste rezonancije u slozenom krugu

Slozeni krugovi s viSe reaktivnih elemenata razmjeStenih u serijskim i/ili paralelnim granama opc¢enito
mogu imati nekoliko rezonancijskih frekvencija. Pri tomu na razli¢itim frekvencijama mogu nastupiti 1
serijska 1 paralelna rezonancija. Koja je vrsta rezonancije moguca dade se odrediti po jednostavnom
kriteriju:
e paralelna rezonancija — pri odspojenom izvoru postoje ekvivalentni reaktivni elementi suprotnog
polariteta (X; i Xc) u paralelnim granama;

e serijska rezonancija — pri kratko spojenom izvoru u serijskoj grani ekvivalentni su reaktivni
elementi suprotnog polariteta (Xz 1 Xc¢).

Opcenito se za krug koji konfiguracijom odstupa od Cistog serijskog ili paralelnog R-L-C kruga
rezonantna frekvencija, ili neki drugi parametar u rezonancijskim uvjetima, moze odrediti iz uvjeta:

miz,)=0 ili 1¥,)=0. (6-25)

Dakle, nadomjesna impedancija/admitancija u rezonancijskim uvjetima mora imati djelatni karakter.
Primjer:
Rezonancija u krugu s realnim kondenzatorom i svitkom

Shema realnog svitka i kondenzatora prikazana je na Slici 6.19.

——F—Tn

Rs L
R, C
— | |
I ]
.  ° U o —— 1

Slika 6.19 — Krug s realnim kondenzatorom i svitkom

Iz uvjeta Im(Zq)=0 slijedi kako je potrebno odrediti nadomjesnu admitanciju i imaginarni dio

izjednaciti s nulom:
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VY +V - R, +jX
F=Y+7,-= 1 1 :Rl ]XL+ X

, + . 2 2 2 2
R+jX, R, —-jX. R +X, R +X_
X X, j (6-26)

Rl 2 . C
= + + —
[R12+XL2 R22+Xéj ][R22+Xé R+X’

=0

Uvjet za rezonanciju je:
X X
—¢ _=—"L = L(R12+a)2L2):a)L R22+—2] =1, (6-27)
Ry+X: R +X; wC o C

pa se za rezonantnu frekvenciju dobije:

2
o = | L=CRi . (6-28)
LC(L-CR?)

Vidi se kako se za R; << i R> << dobije idealni titrajni krug s poznatom rezonantnom frekvencijom

a)r:]/\/if.

Fizikalni proces izmjene energije izmedu kondenzatora i svitka analogan je za obje vrste rezonancije.
Medutim nacin napajanja, odnosno karakteristike izvora, stvaraju bitne razlike izmedu tih pojava.
Svojstva kruga u uvjetima paralelne rezonancije znatno ovise o veli¢ini unutarnjeg otpora generatora
na koji je spojen rezonancijski krug. Pri priklju¢enom realnom naponskom izvoru napon na
rezonancijskom krugu pri rezonanciji dostize maksimalnu vrijednost. Za vrlo veliki unutarnji otpor
generatora u odnosu na djelatni otpor paralelnoga rezonancijskog kruga moze se smatrati kako je
rezonancijski krug prikljucen na izvor konstantne struje, pa se oblik rezonancijskih krivulja bitno
mijenja.

Poznato je kako je za dobivanje maksimalne snage na troSilu potrebno ispuniti uvjet prilagodbe, tj.
unutarnji otpor generatora mora biti jednak otporu kruga u rezonanciji. Za mali unutarnji otpor
generatora svrsishodno je primijeniti naponsku, a pri velikom unutarnjem otporu strujnu rezonanciju.
U praksi se naponska rezonancija primjenjuje u antenskim krugovima i u sekundarnim krugovima
induktivno spregnutih svitaka, jer je izvor EMS-a samoindukcije s malim unutarnjim otporom. Strujna
se rezonancija uporabljuje primjerice u kolektorskom krugu tranzistora jer je velik unutarnji otpor
generatora (velik R;: u kolektoru).

Jedna je od primjena rezonancijskih krugova primjerice tonsko biranje telefonskih brojeva.
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7. SVITAK S FEROMAGNETSKOM JEZGROM

U Pogl. 3. opisani su idealni i realni svitak bez feromagnetske jezgre (zracni ili linearni svitak). Realni
svitak ima pored induktivnoga i nezanemariv djelatni otpor namotaja Rc.. Ekvivalentne sheme i
pripadni fazorski dijagrami prikazani su na Slici 7.1.

by U U,
U,
XL XL RC v
I u
U = U 2 = =
D I D
E, E,
\j \/

Slika 7.1 — Zracni svitak — ekvivalentna shema i fazorski dijagram

U ovom ¢e se poglavlju analizirati svitci s feromagnetskom jezgrom koji se Cesto primjenjuju u
elektrotehnici bilo kao samostalni dijelovi ili sastavni dijelovi razli¢itih elektrotehnickih uredaja
(prigusnice, transformatori, autotransformatori, elektricni strojevi...). Fizikalni procesi u takvim
svitcima razlikuju se od onih u linearnim svitcima. Svitak s Fe jezgrom je nelinearni element kroz koji
pri narinutom sinusoidnom naponu tece izoblicena nesinusoidna struja.

Znacajno je da se ve¢ pri malom zracnom rasporu u jezgri prigusnice (izmedu jarma i1 kotve)
izobliCenje strujnog vala znatno ublazuje. Zra¢ni raspor (engl. "air gap") Cisti struju od jakih
izobliCenja.

Simboli svitaka dani su na Slici 7.2.

Zraéni svitak Svitak s Fe Svitak s Fe jezgrom i
jezgrom zracnim rasporom

Slika 7.2 — Simbolicke oznake svitaka

Uzro¢nik nelinearne U - [ karakteristike je feromagnetska jezgra koju karakterizira nelinearna krivulja
magnetiziranja. Naime, permeabilnost feromagnetskog materijala nije konstantna, ve¢ ovisi o
trenuta¢nim vrijednostima B 1 H.

Induktivnost svitka je:
N_2 _ N 2/’[ r /u OS
R /

m s

. (7-1)

Za zracni (linearni) svitak L je konstantan (g ~ ). Svitak s feromagnetskom jezgrom ima promjenljiv
1 koji se mijenja ovisno o karakteristikama petlje histereze (B = wou- H) materijala odabranog za
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. . . . . . . y N |
jezgru. Stoga ni L nije konstantan. Kroz svitak spojen na sinusni izvor tece struja: z=zjudt. Zbog

promjenljive induktivnosti ona ¢e imati istu frekvenciju, ali ne€e imati Cisti sinusni oblik kao napon.
Egzaktna analiza strujnog signala provodila bi se razvojem u Fourierov red koji bi osim temeljnoga
imao 1 viSe harmonike. Mi ¢emo se ograniciti na analizu preko aproksimativne nadomjesne sheme u
kojoj se u razmatranje uzima samo prvi harmonik struje.

Shema svitka s feromagnetskom jezgrom dana je na Slici 7.3.

I
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Slika 7.3 — Svitak s feromagnetskom jezgrom

Kada se sinusoidni napon u = Unsinat narine na svitak sa Zeljeznom jezgrom, izmjenicna struja stvara
promjenljivi magnetski tok. Dio toka se zatvara izvan jezgre tvoreci rasipni tok @s. Kako je rasipni tok
obi¢no puno manji od glavnoga magnetskog toka, na pocCetku razmatranja moze se zanemariti. Ako je
k tomu i otpor svitka zanemarivo malen, u krugu preostaje idealna induktivnost. Narinuti napon drzi
ravnotezu induciranom EMS-u samoindukcije: u+e=0 = wu=-e. Kako je po zakonu

elektromagnetske indukcije: e = — Na;—d) , magnetski tok dobije se iz izraza:
t

U, sinot = YA D(t) = ﬂjsin(a)t)dt _ G, [~ cos(at)] = Y sin(a)t — ﬁ) . (7-2)
di N Na 27N 2

gdje je maksimalni tok:
U, U U
d)m = = ~ >
29N 27N 4,44 fN

(7-3)

pa je efektivna vrijednost priklju¢enog napona: U=4Hf ND,.

Magnetski tok je sinusoidno promjenljiva veli¢ina koja zaostaje za narinutim naponom za 90°.
Potrebno je ispitati koja je struja potrebna za stvaranje toga toka. Prema zakonu protjecanja je:

_H-l_ Bl _ @)l

HI=Ni = i = .
N pu N pypt, NS

(7-4)
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Struja je izravno proporcionalna magnetskom toku samo ako je relativna permeabilnost 4 konstantna,
Sto vrijedi za zracni svitak. Ako je jezgra napravljena od feromagnetskog materijala, ovisnost struje 7 i
toka @, pa tako i ovisnosti jakosti polja H i gustoée toka B, prikazuje odgovarajuca petlja histereze.
Petlja se ne moze opisati jedinstvenim matematickim izrazom, pa je krivulju ovisnosti struje i = f{t)
moguce odrediti jedino graficki.

Dakle, za odredivanje dijagrama trenutacnih vrijednosti struja potrebno je iz krivulje magnetiziranja za
svaku trenutacnu vrijednost magnetskog toka odrediti trenutacnu vrijednost struje. Od interesa su tri
slucaja prikazana na Slici 7.4.

24

.

/) A\

Slika 7.4 — Odredivanje trenutacne vrijednosti struje iz krivulja magnetiziranja

U skladu s gornjim izrazima napon je prikazan kao referentna veli¢ina, a magnetski tok zaostaje za
90°. Graficki postupak izvodi se u sljede¢im koracima: za pojedine tocke u @ = f{t) dijagramu traze se
pripadne vrijednosti struje u @ = f{i) dijagramu, koji je ekvivalentan B = f(H) dijagramu. Dobivene
vrijednosti struje prenose se u i = f(¢) dijagram.



132 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE |l b

1. Svitak bez Fe (ili svitak s Fe, ali s priblizno linearnim karakteristikama) — magnetska
karakteristika je linearna (pravac). Odnosi elektricnih i magnetskih veli¢ina mogu se i
matematiCki opisati, kako je ve¢ pokazano. Ako je djelatni otpor namotaja zanemariv, tok i
struja su u fazi i medusobno su proporcionalni. Iz faznog pomaka napona i struje od 90° slijedi
kako nema utroska djelatne snage.

2. Svitak s Fe jezgrom sa zasi¢enjem, ali zanemarivim gubitcima u zeljezu (vrlo uska petlja
histereze bez remanentnog otpora) — struja magnetiziranja je izoblicena, ali je u fazi s tokom 1
simetri¢na je ¢etvrtinu perioda. Djelatna snaga jednaka je nuli.

3. Svitak s Fe jezgrom s jakim zasi¢enjem i znatnim gubitcima u Zeljezu — struja je dodatno
izobliena i viSe nije u fazi s tokom. Dijagram struje vise nije simetri¢an u 7/4, nego poluvalno
(7/2) kao u zrcalu. Struja prema naponu zaostaje za kut manji od 90° Sto upucuje na postojanje
djelatnih gubitaka. Pri konstrukciji dijagrama treba uzeti u obzir karakter promjene toka. Pri
porastu toka pripadna vrijednost struje uzima se s desnog kraka petlje histereze
(magnetiziranje), a kada tok pada, s lijevog kraka (demagnetiziranje).

Kada bismo odredili krivulju trenuta¢ne snage p(z) = ui, ona bi takoder bila izobli¢ena u odnosu na
sinusoidnu. Stovise, krivulja bi bila vie pozitivna nego negativna. Unato¢ pretpostavci o idealnoj
induktivnosti dio snage pretvara se u djelatnu snagu potrebnu za odrzavanje magnetskog toka. To je
posljedica kontinuiranog remagnetiziranja molekularnih magneta (promjena orijentacije elementarnih
magneti¢ca — Weissovih domena) u Zeljeznoj jezgri i vrtloznih struja u masivnoj homogenoj jezgri.
Nastali gubitci su gubitci jezgre ili gubitci u Zeljezu Pre.

Gubitci u zeljezu ne mogu se izravno odrediti. Kada bismo za realni svitak snimili oscilograme u = f(?)
11 =f(t), dobili bismo p(?) kao graficku prezentaciju jednadzbe:

T T

It .. Ryt.
Py, = [uidt -=¢+ [idt=P, P, (7-5)

0 0

Prvi je ¢lan ukupno uloZena djelatna snaga Py, a drugi su ¢lan gubitci u bakru Pc, = PRcy koji nastaju
na otporu namotaja svitka.

7.1. Nadomjesne sheme i fazorski dijagrami svitka s Fe jezgrom

Budu¢i da struja kroz svitak s Fe jezgrom odstupa od sinusne funkcije, ne moze se izravno prikazati
kao fazor. Za crtanje fazorskog dijagrama svitka potrebno je zamijeniti izobliCenu krivulju struje s
ekvivalentnom sinusoidnom krivuljom jednake efektivne vrijednosti /.,. Pored toga ekvivalentna struja
I, mora imati toliki fazni pomak ¢ da njezina djelatna komponenta izaziva jednake gubitke u jezgri
kao 1 izobli¢ena struja. Fazni pomak je.

—arccosi (7-6)
v ul,

eq

Nadomjesna ukupna struja moze se, dakle, podijeliti na djelatnu komponentu Ieqr = Ieqcose, koja
pokriva gubitke u jezgri, i reaktivnu komponentu leqx = Legsing, koja generira magnetski tok.
Nadomjesna shema stoga se sastoji od paralelnog kruga s dvije grane protjecane spomenutim strujama,
kao na Slici 7.5. Otpor Rr. je fiktivni otpor Zeljeza, tj. nadomjesni otpor na kojem se stvaraju toplinski
gubitci u Zeljezu.
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1, Ay, =U
[, «—|—»]
® ! I,=1,+1,
U@ RFe XL ],u @
E
v L

Slika 7.5 — Nadomjesna shema i fazorski dijagram svitka s gubitcima u Zeljezu

Napomena: fazorski dijagrami svitka i transformatora obi¢no se crtaju s osima Gaussove kompleksne
ravnine rotiranima za 90° u pozitivnom smjeru. Realna os stoga je vertikalna os.

U crtanje dijagrama krece se od toka @. Jalova struja l..x zove se struja magnetiziranja i oznacuje s 1.
To je struja potrebna za stvaranje magnetskog toka i u fazi je s tokom. Gubitci u Zeljezu ,,pokriveni® su
djelatnom strujom Ie4r, koja se zove struja gubitaka 1 oznacuje s I,. Geometrijska suma tih dviju struja

je ukupna struja I =1_g +1_#, gdje je:

. 2 2
Iy:Icosa , Igzlszna , I:,/I#+Ig. (7-7)

Napon na svitku U; = U u fazi je strujom gubitaka i1 drzi ravnotezu induciranom EMS-u samoindukcije
EL.

Kada nije moguce zanemariti otpor namotaja svitka Rc., svitak se u ekvivalentnoj shemi spaja serijski
s izvorom, jer njime tece ukupna struja — Slika 7.6. Izvor tada mora nadoknaditi dodatne gubitke Pc, =

PRc.. Pad napona Ur = IRc, u fazi je s ukupnom strujom. Napon izvora je U=U,+U,. Zbog
povecanja djelatne komponente smanjuje se fazni kut ¢.

RCM L> U
— R
]g<— —»1#
ul Ju
U@ RFe UL XL b
(P (04 ]g
= |
Iﬂ 7))

Slika 7.6 — Nadomjesna shema i fazorski dijagram svitka s gubitcima u Zeljezu i bakru

Ako se uzme u obzir da i zrak oko jezgre ima neku, doduse malu, magnetsku vodljivost, dio toka
zatvara se izvan jezgre. To je rasipni tok u zraku®s, koji se obi¢no prikazuje u postocima glavnog
toka. Kako u zraku nema histereze ni vrtloznih struja, rasipni tok u fazi je s ukupnom strujom. On
inducira u svitku rasipni napon Us koji prethodi rasipnom toku (ukupnoj struji) za 90°. Nadomjesna
shema za taj slucaj prikazana je na Slici 7.7.
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Slika 7.7 — Potpuna nadomjesna shema svitka s feromagnetskom jezgrom

U nadomjesnoj je shemi utjecaj rasipnog toka obuhvacen rasipnom induktivnosti Xo. Ukupni je napon

suma fazora: U =U, +U, +U, .

Rasipni tok povecava fazni kut jer je povecan ukupni tok svitka, pa time i njegova induktivnost.

Odredivanje parametara i elemenata potpune nadomjesne sheme svitka

Zadano:
e broj namotaja svitka N

e feromagnetska jezgra (trafo lim, lijevani Celik, zeljezo...) s poznatom krivuljom magnetiziranja
B = f(H) danom u obliku grafa ili tablice

e dimenzije jezgre iz kojih se moze odrediti povrSina poprecnog presjeka S i duljina / srednje
magnetske silnice

e procijenjeni rasipni tok u odnosu na ukupni tok@_=k® , gdje k obicno nije vec¢i od 0,1
odnosno 10 % ukupnog toka.
Izmjereno:

e svitak je spojen na izvor napona U frekvencije f. Mjerenjem prema shemi na Slici 7.8 mogu
se odrediti: /,=1, U, =U, B, =P, , a ommetrom se izmjeri Rcu.

Napomena: U prvom se koraku pretpostavi da je U ~ U, pa se poslije po potrebi vrsi korekcija.

% W

U,f

Slika 7.8 — Mjerna shema za odredivanje parametara svitka
Izracunano:

U
444 N

e Magnetski tok: @, =
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e Gustoca magnetskog toka (magnetska indukcija) u jezgri: B, = @Sm

e Iz krivulje ili tablice magnetiziranja B = f(H) za uporabljeni materijal jezgre ocita se
pripadna jakost magnetskog polja H.

e Amplituda struje magnetiziranja: 7, = H,!
m N

e Efektivna vrijednost struje magnetiziranja: 1, = \/EN

e Zaizmjerenu ukupnu struju / struja gubitaka je: 7, =4/ —1 f,
e Gubitci u bakru: P, =I°R,,

e QGubitci u zeljezu: B,=P,—-F.,
Fe
I

o Fiktivni otpor zeljeza: R, =

- U
e Induktivni otpor: X, =—%
o

e Rasipni induktivni otpor: X = UIG , gdje je: U_=kU.

7.2. Predmagnetiziranje istosmjernom strujom

U uvodu u ovo poglavlje pokazano je da induktivnost svitka s homogenom Fe jezgrom za zadane
dimenzije jezgre ovisi samo o relativnoj permeabilnosti z-. S obzirom na oblik krivulje magnetiziranja
jasno je kako g ovisi o promjenama struje, odnosno jakosti magnetskog polja. Za odredene primjene
promjena induktivnosti ostvaruje se tako da se, pored postojeceg svitka kojim teCe izmjeni¢na struja I-,
oko jezgre omota i drugi svitak protjecan istosmjernom strujom /-. Obi¢no je istosmjerna komponenta
mnogo veca od izmjenicne. Struje se superponiraju, pa je ukupan efekt osciliranje male sinusoidne
struje s amplitudom 7, oko /-, kao na Slici 7.9.

A
ict) i+l

A 4

Slika 7.9 — Predmagnetiziranje istosmjernom strujom

Time se postize da se magnetizacija u ritmu promjene struje ne odvija oko nulte vrijednosti na petlji
histereze, nego oko neke tocke 7 na krivulji magnetiziranja. Polozaj tocke T odreden je iznosom
istosmjerne struje predmagnetiziranja (engl. bias current). Kako se promjene dogadaju unutar
odredenih granica oko tocke 7, kvocijentom B/H ne moze se odrediti permeabilnost. Posljedica
kolebanja struje Al oko tocke T (kolebanje je razlika izmedu maksimalne i minimalne vrijednosti
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izmjeni¢ne struje) jest odgovaraju¢a promjena toka A@. Izrazeno cCisto magnetskim veli¢inama,
promjena AH na krivulji magnetiziranja izaziva promjenu AB — Slika 7.10.

d),B A

v

Slika 7.10 — Primjena predmagnetiziranja — promjenljiva induktivnost

Rezultat je da se ovisno o nivou istosmjernog predmagnetiziranja 1 vrsti jezgre (krivulji
magnetiziranja) dobiju razlic¢ite vrijednosti induktivnosti.

Dokaz:
Iz Faradayeva zakona elektromagnetske indukcije je:

o= NP _ 4 o NdP_ NS B (7-8)
dt dt di di

a iz Amperova zakona (zakon protjecanja):
[ -dH

Induktivnost je:
S-dB N’S dB dB
L=N = . =k- 7-1
I-dH ~ | dH = dH’ (7-10)

N
gdje je konstanta k = N°S/L.

Usporedbom te relacije s izrazom (7-1) slijedi kako se permeabilnost moze opisati diferencijalnim
kvocijentom dB/dH, tj. nagibom krivulje magnetiziranja u radnoj toc¢ki 7. Radna se tocka bira
ugadanjem istosmjernog nivoa magnetizacije, a time se odreduje i1 vrijednost induktivnosti: 7 = kj—B .
Sklop s istosmjernim predmagnetiziranjem zove se transduktor ili magnetsko pojacalo. Ako je svitak
protjecan izmjeni¢nom strujom (radni svitak) serijski spojen s troSilom, moze se upravljati strujom
kroz troSilo pomocu istosmjernog (upravljackog) svitka. Sklop djeluje kao pojacalo jer male promjene
upravljacke struje uzrokuju velike promjene struje trosila.
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7.3. Gubitci histereze i vrtloznih struja

U analizi elektri¢nih strojeva ukupni se gubitci dijele u tri temeljne kategorije. To su gubitci u bakru,
koji nastaju u namotajima, gubitci zbog trenja rotirajucih dijelova strojeva (nastaju u lezajevima,
Cetkicama...) 1 magnetski gubitci (gubitci u Zeljezu, gubitci u jezgri). Potonji imaju dvojak uzrok:
gubitci histereze (engl. hysteresis loss) 1 gubitci vrtloznih struja (engl. eddy-current loss).

Gubitci histereze

Za svako prelazenje (prebrisavanje) petlje histereze u uvjetima protjecanja izmjenicne struje kroz
magnetsku jezgru potrebno je uloziti neki rad. Gubitci snage koji nastaju zovu se gubitci histereze Pp.
Uvjetovani su molekularnim trenjem magnetskih domena koje su prisiljene mijenjati svoj smjer pod
djelovanjem narinutoga izmjeni¢nog EMS-a. Nakon nekoliko ciklusa magnetiziranja petlja histereze
postaje simetricna. Ulozena energija po jedinici volumena (gustoca energije) w, potrebna za formiranje
magnetskog polja pri promjenama magnetskog toka, jednaka je ukupnoj povrsini petlje histereze:

o P _ § HaB (7-11)
; .

Nazalost gubitci se ne mogu analiticki izracunati, jer nije moguce izraziti H kao jednostavnu funkciju
od B. Matematicka jednadzba koja bi na adekvatan nacin opisala petlju histereze ovisi o vrlo
kompliciranom rasporedu velikog broja magnetskih domena. Stoga se uporabljuju iskustvene relacije.
Gubitci su u svakom ciklusu konstantni i ovise o broju ciklusa, tj. frekvenciji f. Takoder ovise o
promjenama maksimalne gustoée toka B,. Ispitujuéi razliCite feromagnetske materijale, Charles
Steinmetz predlozio je da se gubitci histereze izraze izrazom:

P, =k, fB'V , (7-12)

gdje je ki konstanta koja ovisi 0 magnetskom materijalu, a n Steinmetzov eksponent, koji se temeljem
eksperimentalnih istrazivanja kre¢e u granicama od 1,5 do 2,5, te V' volumen jezgre.

Gubitci se mogu reducirati uporabom materijala s vrlo uskom petljom histereze.
Gubitci vrtloZnih struja

Vremenski promjenljiv magnetski tok inducira EMS u svitku prema Faradayevu zakonu
elektromagnetske indukcije. Ako je svitak namotan na magnetsku jezgru, isti tok inducira EMS i u
jezgri. Kako je jezgra relativno dobar vodi¢ elektriciteta, inducirani EMS unutar zatvorenih petlja u
magnetskom materijalu uspostavlja struje koje obuhvacaju magnetski tok koji ih je izazvao. Na Slici
7.11 prikazane su konture induciranih struja u jezgri za slu¢aj porasta gustoce toka.

Raspored struja podsjeca na zracne ili vodene vrtloge, pa otud ime vrtlozne struje. Porastom toka raste
inducirani EMS u svakoj konturi, pa tako i vrtloZzne struje kontura. Posljedica je pretvorba energije u
toplinu na otporu uzduz konture. Zbroj gubitaka na svim konturama unutar jezgre predstavlja gubitke
nastale zbog vrtloznih struja.

Vrtlozne struje pored stvaranja gubitaka izazivaju i efekt demagnetizacije jezgre. Naime, one se svojim
tokom opiru originalnomu magnetskom toku. Zbog toga je potrebna ve¢a magnetomotorna sila da se
zadrzi jednak tok u jezgri. Demagnetizacija se pojacava prema srediStu (osi) jezgre, pa je ukupni efekt
gomilanje magnetskog toka prema vanjskoj povrsini jezgre. Zbog toga unutarnji dio jezgre postaje
neiskori$ten u magnetskom smislu.

Negativna djelovanja vrtloZznih struja mogu se minimizirati ako se poveca otpor magnetske jezgre u
smjeru u kojem teku vrtlozne struje. To se u praksi izvodi slaganjem paketa tankih lamela magnetskog
materijala paralelno sa smjerom magnetskog toka, kao na Slici 7.11. Lamele su medusobno izolirane
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slojem laka ili Selaka (prirodna smola). Debljina im se kre¢e u granicama od 0,36 mm do 0,70 mm.
Tanak premaz laka osigurava elektricnu izoliranost susjednih lamela. Zbog toga su vrtlozne struje
zatvorene u duge uske petlje unutar svake lamele. Iznosi vrtloZznih struja se smanjuju, a opada i efekt
demagnetizacije.

Vrtloine struje Jezgra

=)

Tzolacijski
sloj

Lamela

Vrtloine struje

Slika 7.11 — Reduciranje vrtloznih struja postupkom lameliranja

Lameliranjem jezgre povecava se ukupni volumen zbog izolacijskih slojeva laka. Omjer volumena
Cistog magnetskog materijala prema ukupnom volumenu zove se faktor ispune. Sto su lamele tanje, to
je faktor ispune manji. Krece se obi¢no u granicama 0,5 — 0,95.

Analiticki proracun gubitaka zbog vrtloznih struja je slozen i dobije se uz odredene pretpostavke.
Srednji gubitci vrtloznih struja P, dani su izrazom:

P=k [’5°BY (7-13)

gdje je k, konstanta ovisna o vodljivosti magnetskog materijala, a o debljina lamele. OcCito je kako
gubitci bitno opadaju ako se smanji debljina lamele, a mogu se smanjiti i uporabom magnetskog
materijala visokoga specificnog otpora.
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Gornja relacija vrijedi primjerice za proracun transformatora snage na nizim frekvencijama. Za visoke
frekvencije nije dovoljno lameliranje jezgre, pa je potrebno feromagnetski materijal joS finije
parcelirati. Uporabljuje se zeljezna praSina pomijeSana s izolacijskim sredstvom. Na vrlo visokim
frekvencijama do reda veli¢ine GHz rabe se feriti, materijali vrlo visokoga specifi¢nog otpora.
Vrtlozne struje imaju korisnu primjenu za taljenje u Samotnim pec¢ima.

Ukupni gubitci u feromagnetskom materijalu

Zbroj gubitaka histereze 1 vrtloznih struja predstavlja ukupne gubitke u feromagnetskom materijalu.
Gubitci histereze ne ovise o debljini lamela. Za zadani magnetski materijal ukupni gubitci Pr. mogu se
izraziti izrazom:

P, =P +P,=K,fB,+K,[°B,, (7-14)

gdieje K, =k,V, K,=k,0°V.

Ako se zele izdvojeno odrediti gubitci histereze 1 vrtloznih struja, potrebne su tri jednadzbe za
odredivanje nepoznatih vrijednosti K, K, i n. U tom smislu treba izvrSiti mjerenja ukupnih magnetskih
gubitaka za dvije frekvencije, odnosno za dvije gustoce toka.
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8. TRANSFORMATORI

8.1. Uvod

Transformator je staticki elektromagnetski uredaj koji se sastoji od dvaju elektricki izoliranih
(galvanski odvojenih) svitaka. Vremenski promjenljiv tok u jednom svitku izaziva inducirani EMS u
drugom svitku. Za poboljSanje sprege izmedu svitaka oni se namataju na zajednicku jezgru.

e Zracni transformator — jezgra je napravljena od nemagnetskog materijala (mala korisnost 7).

e Transformator sa Zeljezom — jezgra je od feromagnetskog materijala relativno visoke
permeabilnosti, pa gotovo cijeli stvoreni tok obuhvaca svitke uz relativno malen magnetski
otpor (velika korisnost 7).

Frekvencija induciranog napona u drugom svitku ista je kao frekvencija struje u prvom svitku. Ako je
drugi svitak spojen na troSilo, inducirani EMS uspostavlja struju kroz trosilo. Dakle, snaga se prenosi s
jednoga na drugi svitak iskljucivo preko magnetskog toka u jezgri.

Svitak spojen na izvor EMS-a je primarni svitak, a svitak s kojega se isporuCuje snaga troSilu je
sekundarni svitak, tj. transformator je na primarnoj strani prikljuen na izmjeni¢ni izvor, a na
sekundarnoj opterecen trosilom, kao na Slici 8. 1.

Primarni
svitak Sekundarni

svitak

T+
Napon
primara
Napon
_ sekundara

Slika 8.1 — Transformator s Fe jezgrom

Ovisno o naponskom radnom nivou svitak je visokonaponski ili niskonaponski. Kada se primjerice
spaja generator relativno niskog napona na visokonaponski prijenosni vod (dalekovod), primarni svitak
je niskonaponski, a sekundarni visokonaponski (engl. step-up transformer). S druge strane, stroj za
zavarivanje zahtijeva veliku struju na sekundaru, pa njegov transformator ima primarni svitak
visokonaponski, a sekundarni niskonaponski (engl. step-down transformer).
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Transformatori se primjenjuju za transformaciju struje i napona, za vjerno prenosenje oblika strujnih 1
naponskih impulsa male snage, prilagodbu struje, napona i snage, promjenu impedancije te za izolaciju
elektricnih krugova (galvansku izolaciju).

Proizvode se u raznim veli¢inama, od vrlo malih, tezine desetak dekagrama, do vrlo velikih, teskih na
stotine tona.

Nominalne snage im se kre¢u u vrlo Sirokim granicama: u elektroni¢kim krugovima i sustavima tipi¢ne
vrijednosti se kre¢u do 300 VA, a za energetske transformatore, koji se rabe u prijenosnim i
distribucijskim sustavima, te su vrijednosti od nekoliko kVA do nekoliko MVA.

Instrumentacijski transformatori (strujni i naponski mjerni transformatori), koji daju male izlazne volt-
amperske vrijednosti, omogucuju sigurno mjerenje napona i struja u energetici.

Primjer: Strujni mjerni transformator (strujna klijesta), prikazan na Slici 8.2 — izlazni napon
proporcionalan je ulaznoj izmjeni¢noj struji.

Slika 8.2 — Strujni mjerni transformator

Kada je narinuti napon na primaru jednak induciranom EMS-u na sekundaru, trafo ima omjer jedan
napram jedan (engl. one-to-one ratio). To je izolacijski transformator ¢ija je svrha elektri¢no izoliranje
sekundarne od primarne strane (primjer: aparat za brijanje prikljuuje se preko izolacijskog trafa).
Princip zastite od strujnog udara prikazan je na Slici 8.3. Moze se primijeniti i za odvajanje istosmjerne
komponente signala koji sadrzi AC 1 DC komponente.

L ® wa L
T @ | lzolacijski
trafo
N @ N .
ol el

Slika 8.3 — Izolacijski transformator — zastita od strujnog udara
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Transformatori se klasificiraju i po frekvencijskom opsegu: niskofrekvencijski mrezni transformatori
(opskrbljuju snagom elektroni¢ke sustave i rade na fiksnoj frekvenciji), audio i VHF transformatori,
Sirokopojasni 1 uskopojasni frekvencijski transformatori i impulsni transformatori.

Obi¢no imaju dva namotaja, ali podvrsta, tzv. autotransformatori, imaju samo jedan namotaj. U
trofaznim sustavima rabe se trofazni transformatori s po tri namotaja spojena u zvijezdu ili u trokut.

Konkretni primjeri transformatora prikazani su na Slikama 8.418.5.

Slika 8.5 — Trofazni transformator: 110/10 kV, 68,5 tona, 15 tona ulja

Idealni transformator
Za razumijevanje rada transformatora razmatra se idealizirani transformator za koji vrijedi:

e jezgra ima vrlo visoku magnetsku propustljivost, tako da je potrebna zanemarivo mala
magnetomotorna sila za uspostavljanje magnetskog toka;

e U jezgri nema gubitaka histereze i vrtloznih struja;
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e cjelokupni tok zatvara se unutar jezgre (rasipni tok je zanemariv);,

e otpor namotaja je zanemariv — nema gubitaka u bakru.

8.1.1. Neidealni (realni) transformator

U prakti¢nim izvedbama transformatora gubitci se stvaraju u namotajima i jezgri transformatora, tako
da se samo dio proizvedene snage prenosi na trosilo. Za projektiranje ekvivalentnih krugova realnih
transformatora treba uzeti u obzir sljedece:

e gubitke histereze i1 vrtloznih struja u feromagnetskoj jezgri

e gubitke na otporu primarnog i sekundarnog svitka

¢ konacnu propustljivost jezgre koja zahtijeva odredenu magnetomotornu silu za odrzavanje toka

¢ rasipne magnetske tokove na primarnom i sekundarnom svitku

e gubitke u zraCnom rasporu na poprecnom presjeku jezgre, koji se postavlja radi poboljsanja
svojstava transformatora.

Za svitak s feromagnetskom jezgrom ne vrijedi linearna ovisnost izmedu struje i magnetskog toka, pa
ni induktivnost takvih svitaka nije konstantna, ve¢ ovisi o veli¢ine struje. Elektri¢ni krugovi koji
sadrzavaju svitke s feromagnetskom jezgrom nelinearni su, pa izobliuju strujni signal.

8.1.2. Meduinduktivna sprega

Svojstva transformatora temelje se na medusobnoj indukciji dvaju svitaka postavljenih jedan do
drugoga, tako da se prozimaju svojim tokovima.

Potrebno je podsjetiti se nekih prethodnih razmatranja o meduinduktivnoj sprezi. Promatrat ¢emo
meduodnose dvaju induktivno spregnutih svitaka s brojevima namotaja N; i N2 1 pripadnim
induktivnostima L; i L. Pri tomu se ulazni krug s prvim svitkom naziva primarnim krugom, ili krace
primarom. Izlazni krug je krug sa sekundarnim svitkom, ili kra¢e sekundarom. Magnetski tokovi
generirani u svitcima zbog protjecanja struja i; i i> prikazani su na Slici 8.6.

L i‘la / '\ \ / \ *
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Slika 8.6 — Magnetski tokovi primara i sekundara

Svaki namotaj primara protjecan strujom i; proizvede tok @y;, a svaki namotaj sekundara protjecan
strujom i, proizvede tok @»,. Navedeni su tokovi dani izrazom:
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CD” = @12 + cplo‘
Dy, =D,,+D,, . (8-1)

U gornjim je relacijama tok @;> onaj dio toka primara koji obuhvaca i namotaje sekundara. Preostali
tok @;q rasipni je tok primara. Analogno je @,; dio toka sekundara koji obuhvaca i namotaje primara,
a preostali tok @;s rasipni je tok sekundara.

Tokovi @21 @z tvore glavni magnetski tok: @, =@, -,

Ukupni magnetski tok proizveden primarnom strujom i ulan¢en primarnim svitkom ¥; je:

¥, =N®, =Lj,. (8-2)
Isto vrijedi 1 za ukupni tok proizveden u sekundarnom svitku ¥5:

¥,=N,®,,=L,i,. (8-3)

Ukupni tok kroz sekundarni svitak %> izazvan tokom @;> proporcionalan je struji i; koja ga je
stvorila, a faktor proporcionalnosti je meduinduktivnost M;>. Vrijedi, dakle:

Y, =N,®,=M . (8-4)
Isto tako ukupni tok kroz primarni svitak izazvan tokom @;; proporcionalan je struji i>:

Y =N,D@, =M, i,. (8-5)
Meduinduktivnost M dvaju svitaka ovisi o njihovim dimenzijama, broju namotaja, medusobnom

polozaju i permeabilnosti magnetske sredine. Utjecaj svih navedenih parametara na induktivnu
povezanost primarnog i sekundarnog kruga definira se faktorom sprege k:

D, @
k= |—2. 22— [k 8-6,
CD” cD22 e ( )

Pri tomu k; pokazuje koliki je dio magnetskog toka primarnog kruga obuhvacen sekundarnim krugom,
a k> koliki je dio toka sekundarnog kruga obuhvacen primarnim krugom. Iz odnosa tokova u gornjem
izrazu ocito je da se k moze kretati u granicama: 0<k</.

Ako krugovi nisu induktivno spregnuti (@;> = @>; = ()), koeficijent sprege je k = 0. S druge strane, ako
je tok jednog kruga u potpunosti ulancen drugim krugom (@;> = @;;1 @1 = @»), ondaje k = 1. To
priblizno odgovara slucaju kada su svitci neposredno jedan uz drugoga i povezani su zajedniCkom
feromagnetskom jezgrom.

Kakoje M ,, = M ,, = M , zakoeficijent sprege dobije se uvr§tavanjem odgovarajucih tokova:

(8-7)
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Tako izrazenim koeficijentom sprege omogucéeno je njegovo mjerenje, jer je izrazen mjerljivim,
odnosno racunski odredivim veli¢inama.
Za odredivanje mjere rasipanja toka definira se koeficijent rasipanja:

o= D, Py, — P, Py, :]_@12@21 = ]—kl=]- M’ )
2,2, D,2, L,L,

(8-8)

Kada je faktor sprege maksimalan, faktor rasipanja jednak je nuli.

Iz rasipnih tokova primara i sekundara mogu se odrediti rasipne induktivnosti preko odgovaraju¢ih
elektri¢nih veliCina.
Ukupni rasipni tok na primaru %+ proizveden primarnom strujom i ulancen primarnim svitkom jest:

Tza :N1CD10 :Lzai1 . (8-9)

Rasipni tok sekundara proizveden je sekundarnom strujom i ulan¢en sekundarnim svitkom:

Yo =N, Dy =L, i, (8-10)
Rasipna induktivnost primara je:
N,® N N,(Lji, Mi N
L,= 1. e :._](@11_@12):._] Sl :LJ_M_I‘ (8-11)
i i i, \ N, N, N,

Analogno se za rasipnu induktivnost sekundara dobije:

N
L, =L —-M—2. 8-12
20 2 NI ( )

U cilju poboljsanja magnetske sprege primarni i sekundarni krug transformatora medusobno se
povezuju magnetskom jezgrom. Ovisno o faktoru sprege magnetski tok u jezgri je veci ili manji, pa se
na odgovarajuci nacin povecavaju ili smanjuju naponi inducirani u sekundarnom svitku.

Za izbjegavanje izoblicenja signala koji se transformira i izbjegavanje preuranjenog magnetskog
zasi¢enja istosmjernom strujom faktor sprege reducira se formiranjem zracnog raspora.

Bit meduindukecije je u induciranju EMS-a u jednom krugu radi promjena struje u drugom krugu, koji
je s prvim induktivno spregnut. Elektri¢na energija prenosi se iz jednog kruga u drugi iako nema
izravne galvanske veze 1 to uz posredovanje magnetskog polja. U jednom se krugu elektri¢na energija
pretvara u energiju magnetskog polja, a u drugome se vrSi obrnuti proces, tj. energija magnetskoga
polja pretvara se u elektricnu. Magnetsko polje je prenositelj elektricne energije iz primarnoga u
sekundarni krug.

8.1.3. Transformacija napona, struja i otpora

Ustanovili smo kakva je i1 kako se odreduje sprega izmedu svitaka transformatora. U sljede¢em koraku
razmotrit ¢emo na koji nacin transformator vr$i svoju temeljnu funkciju transformacije elektricnih
veliCina i1 kako se ona iskazuje.
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Ako Zelimo napon U, transformirati na neki drugi ve¢i ili manji napon, prikljucit ¢emo ga na primarni
svitak s N; namotaja. Tok stvoren u namotaju primarnog svitka, kroz koji teCe izmjenicna struja,
mijenja se u ritmu promjena struje, tj. po sinusoidnom zakonu: @, =@, sinwt.

Trenutacna vrijednost induciranog EMS-a na primaru bit ¢e prema zakonu elektromagnetske
indukcije:

do,,
dt

e,=—N,"“1L=—N,®, wcosot=N,®,, wsin(o-90"). (8-13)

Amplituda EMS-a je E;, =N,@, o, a njezina efektivna vrijednost:

g =B MBS v (5-19
1 \/E \/5 » 1711, °

Taj EMS drzi ravnotezu narinutom naponu, tj. U; ~ E|.

Izmjeni¢ni tok generiran u primarnom svitku djelomice je obuhvacen i sekundarnim svitkom. Taj
djelomicni tok @ stvara elektromotornu silu e; suprotnog smjera u sekundarnom svitku:

dod,,

e,=-N,"“2=N,@, wsin(or-90"). (8-15)

Analogno prijasnjem postupku odredi se njezina efektivna vrijednost:

12,

E
E,=—7==444fN,®,, . (8-16)

2

Omjer elektromotornih sila primarnog 1 sekundarnog svitka tada je:

ﬂ: 4,44 N, 2, _ N,?,, (8-17)
E, 444/N,®, N,P,

Za transformator s feromagnetskom jezgrom rasipanje toka je zanemarivo, faktor sprege je £ ~ 1,
odnosno @;> = @;;. Omjer induciranih elektromotornih sila poprima vrlo jednostavan oblik:
E_N,
E 2 N 2
To je bitan izraz koji opisuje temeljnu karakteristiku transformatora: inducirane elektromotorne sile na
primarnoj i sekundarnoj strani proporcionalne su odgovaraju¢im brojevima namotaja. Dakle, ako je N;
> N>, primarni svitak je visokonaponski, a sekundarni niskonaponski, pa se transformacija vrsi s viSeg
na nizi napon. Obratno je u slucaju N; < N, kada nizi napon primara transformiramo na visi napon
sekundara. Teoretski bismo mogli dobiti bilo koliko velik omjer napona. U praksi postoje ogranic¢enja

vezana za generirane, a u izvedenom izrazu zanemarene gubitke. Isto tako postoje i ogranicenja u
tehnoloskoj razini izvedbe transformatora, kao $to je primjerice kvaliteta izolacije.

(8-18)

Ako transformator nije opterecen (krug sekundarnog svitka je otvoren), napon na njegovim krajevima
priblizno je jednak EMS-u, E> (U> ~ E3). Pored toga za zra¢ni transformator moze se zanemariti
relativno malen djelatni otpor namotaja svitaka. Tada je i napon prikljuen na primarni svitak priblizno
jednak EMS-u samoindukcije (U; ~ E;), pa za omjer ulaznog (primarnog) napona U; i izlaznog
(sekundarnog) napona U> priblizno vrijedi isto §to i za omjer EMS-a samoindukcije:
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U N
L =1 (8-19)
u, N,

Odnos broja namotaja primara i sekundara naziva se prijenosni omjer ili odnos transformacije n, pa
vrijedi:
_ N, _ E, _ U,

n= .
NZ EZ UZ

(8-20)

Zanemare li se gubitci u prijenosu snage s primara na sekundar (P; ~ P»), tada je U,I,=U,l,, pa se
moze odrediti i omjer struja primarne i sekundarne strane:

L _
IZ

Y,
U,

| =

~

1
==, (8-21)
n

Struje su obrnuto razmjerne broju namotaja. Ako se uzme prijas$nji primjer primara s ve¢im brojem
namotaja, na sekundaru je manji napon, ali zato i veca struja od primarne. Opcenito se moZze zakljuciti:
visokonaponski svitak izraduje se s ve¢im brojem namotaja vodi¢a manjeg presjeka, a niskonaponski
svitak s manjim brojem namotaja vodica veceg presjeka, jer moraju podnijeti vecu struju.

U
Kada je na sekundar prikljuéeno trosilo impedancije Z>, kroz njega tee struja I», pa je Z, =1—2.
2

S druge strane, ulazna impedancija transformatora odreduje se iz primarnog napona i struje: Z, = 1—1 .

1

Iz odnosa impedancija dobije se:

U,
_=11]_12= R (8-22)
12

Zakljucujemo da se impedancija sa sekundara (impedancija trosila) transformira na primarnu stranu s
kvadratom prijenosnog omjera, tj.:

Z=r'7, . (8-23)

Ako se na idealni transformator priklju¢i trosilo Z. (Slika 8.7), nadomjesni krug viden sa stezaljka
izvora nakon transformacije impedancije troSila na primarnu stranu izgleda kao na Slici 8.8.

- —

o N . - +
+

IJ‘

R4 v,

N
N

N, N,
IDEALNI TRAFO

Slika 8.7 — Krug s idealnim transformatorom i trosilom
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N, N,

Slika 8.8 — Redukcija impedancije trosila na primar transformatora

Budu¢i da je transformator idealan, kona¢na nadomjesna shema izgleda kao na Slici 8.9.

Slika 8.9 — Nadomjesni krug s impedancijom trosila reduciranom na primar

Transformacija impedancija vrlo je korisna za prilagodbu otpora troSila na dani izvor u svrhu
maksimalnog prijenosa snage.

Primjer: Potrebno je odrediti prijenosni omjer idealnog trafa kojim ¢e se troSilo Rr = 50 Q prilagoditi
na izvor unutarnjeg otpora R, = 1800 Q (Slika 8.10).

R,=180022

O Q) U

Slika 8.10 — Primjer prilagodbe pomocu transformatora
Iz uvjeta prilagodbe dobije se: R, =R, = R,=n’R,=50n"=1800 = n’=36 = n=6.

Na Slici 8.11 prikazan je nadomjesni krug transformiran na primar.
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R =18000

Slika 8.11 — Nadomjesni krug nakon prilagodbe

U jednadzbama kojima se definiraju nadomjesne sheme realnih transformatora vrsi se redukcija svih
sekundarnih veli¢ina na primarnu stranu — redukcija na primar. Analogno se moze izvesti i redukcija
primarnih veli¢ina na sekundarnu stranu — redukcija na sekundar.

Znacaj transformacije napona posebno se ocituje u Cinjenici da prenesena snaga raste s kvadratom
napona (P = U?/R), pa transformacija na viSe napone omogucuje i veéi prijenos snage uz smanjene
gubitke na otporu vodova (P, = I°R,). Prije nego se snaga preda trosilima napon se transformacijom na
nize vrijednosti prilagoduje potrebama trosila.

8.2. Zracni transformator

U analizi polazimo od zra¢nog ili linearnog transformatora. Takvi tipovi transformatora nemaju gotovo
nikakvu primjenu u praksi kod niskih frekvencija, ali se mogu egzaktno matematicki tretirati. Samom
¢injenicom da nema magnetske jezgre otklanjaju se i sve komplikacije zbog nelinearnosti krivulje
magnetiziranja i zbog gubitaka izazvanih pojavama histereze i vrtloznih struja. Kod linearnog
transformatora lakSe se uocavaju opce karakteristike mehanizma transformacije, koje se onda, uz
korekcije uvjetovane prisutnos¢u jezgre, mogu primijeniti i na transformatore s magnetskom jezgrom.
Shema zra¢nog transformatora dana je na Slici 8.12. Osnovna nadomjesna shema sadrzi otpore R;, R> i

induktivnosti L;, L> primarnog i sekundarnog svitka. Sekundar je optereéen trogilom Z;.

AM

N_v

1

Slika 8.12 — Shema zracnog transformatora

Meduinduktivnost svitaka je M, a zadane su tockice na svitcima pomocu kojih se definiraju smjerovi
magnetskih tokova i induciranih napona. Tokovi se medusobno slabe (/; ulazi, a 1> izlazi iz markirane
tocke). Jednadzbe primarnog 1 sekundarnog kruga su:

U=1R+joLlI,—joMI,

~U,=-1,Z,=1,R, + joL,I,— joMI, . (8-24)
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Iako su primar 1 sekundar medusobno izolirani, trafo se u svrhu analize moze prikazati preko
nadomjesne mreze dvjema konturama koje se postavljaju za primarni i sekundarni krug i koje su
elektricki vodljivo povezane u mrezu. Kako bi se to postiglo, potrebno je naci elektri¢ni ekvivalent za
magnetski dio kruga.

8.2.1. Nadomjesni magnetski krug trafa

Iz slike magnetskih tokova trafa mogu se posebno odrediti ukupni tokovi ¢ i ¢ ulanceni primarom,
odnosno sekundarom:

@1:¢11_(‘D21 , sz@zz_@u- (8-25)
Kakoje @, =@,,+®

lo»

D,=0,+®?,,, ,=D,-,,, dobije se:

Q=0 +D, , D=0, -D,. (8-26)

Temeljem tih izraza moZze se postaviti nadomjesna shema magnetskog kruga prikazana na Slici 8.13.

< LT-:;- »
o | o @ |0,
— ] — ! —
Ri?l
v | [f® 2 e

TQJ N, .- N;'I

Slika 8.13 — Nadomjesni magnetski krug zracnog transformatora

Pad magnetskog napona U,, na putu glavnog magnetskog (nerasutog) toka jednak je MMS-u
potrebnom da potjera taj tok, S$to je vidljivo i iz nadomjesne sheme, tj.:

U, =®,R,=0,-0,=N,i,~N,i,. (8-27)

Primarni svitak mora iz mreze povuci neku fiktivnu struju 7y, koja ¢e na namotajima primara N; stvoriti
protjecanje N;ip, potrebno da potjera glavni magnetski tok. Struja iy je fiktivna, jer se ne zatvara kroz
realni elektri¢ni krug, a sadrzana je u primarnoj struji. Potrebna je za stvaranje glavnoga magnetskog
toka, tj. za magnetiziranje, pa se zove struja magnetiziranja ili uzbudna struja (engl. excitation
current). Preostali dio struje primara je struja i>, kojom se napaja trosilo. Iz gornjeg izraza dobije se:

i,N,=Nji,—Nyi, = i,=i,——2i,, (8-28)

odnosno u simboli¢kom obliku:

- N.-
I=1,--21, . (8-29)
1

To je jednadzba ¢vora koji izravno spaja primar i sekundar u nadomjesnoj shemi transformatora.
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Zracni transformator kao T Cetveropol

UvrStavanjem struje magnetiziranja u prethodno navedene transformatorske jednadzbe dobiju se
ulazna i izlazna petlja nadomjesne sheme trafa koje su elektricki vodljivo povezane u mrezu.

1z jednadzbe primarnog kruga eliminira se sekundarna struja, pa je:

U,=1,R,+joL,I,— joM &i,—&io , (8-30)
NZ N2
odnosno:
U,=1,R, +ja)[L] —&MJL + joM ﬂ]}. (8-31)
NZ NZ
U jednadzbi sekundarnog kruga eliminira se primarna struja:
_T,=LR, + joL,I, - ja)M[%I_Z ; iOJ . (8-32)
1
Slijedi:
. . N, -
Uy = LR, + joo| Ly =~ =M |I, = joMI, (8-33)
1

Izrazi u zagradama u jednadzbama primara i sekundara rasipne su induktivnosti L;o odnosno L:c.
Jednadzbe ulazne i izlazne petlje, uz prethodno odredenu jednadzbu ¢vora, jesu:

1= 1R1+ja)Lza]_1+ja)M%io

- 2:]_2R2 +jol,, 1, _jaMo (8-34)

Inducirani EMS na primaru i sekundaru je:

E, = ja)MV]fO , E,=joMI,, (8-35)
2

pa je omjer EMS-a jednak omjeru broja namotaja, kako je ve¢ prethodno pokazano.

Iz gornjih jednadzbi trafa moZze se izravno nacrtati nadomjesna shema kao na Slici 8.14 za slucaj kada
je Ni = No.

N,=N,

Slika 8.14 — Nadomjesna shema zracnog transformatora za N; = N>
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Kako je, osim u slu€aju izolacijskog trafa, opéenito N; # N, jednadzbe se preureduju tako da se
veliCine trafa reduciraju na primarni ili sekundarni broj namotaja. Uz uporabu reduciranih veli¢ina
proracun se vrsi kao da je broj namotaja primara i sekundara jednak. Time se dobije bolja preglednost
fazorskih dijagrama i omogucuje crtanje nadomjesnih shema.

8.2.2. Redukcija na primar
Kako bi primarna naponska veli¢ina ostala nepromijenjena, sekundarna se mora pomnoziti prijenosnim
omjerom n, Zeli li se trafo svesti na jedinicni prijenosni omjer:

ﬂ:n = i:] = i{:]. (8-36)
E, nk, E,

Dakle: E,=nkE,. Analogno je U,=nU,. Reducirana snaga sekundara mora ostati nepromijenjena,

P =P, pa je reducirana sekundarna struja:

o U 1
U,l,=U,I, = I, :_€]2 =—1, . (8-37)
U, n
Ve¢ je prije pokazano da se impedancije reduciraju na primarnu stranu s kvadratom prijenosnog
omjera:

. U, nU U
z Y U U ey (8-38)
[2 ][ ]2
42
n
Analogno je:
R;:anz , Xé:anz ) L'2=n2L2 , LVZU:nZLZU:LVZ—M (8-39)

M =nM , Z,=nZ,.

Uvrste li se reducirane vrijednosti u jednadzbe transformatora, dobije se:

U=IR+joL,I,+joM I,
~U,=LR,+ joL, I,—joM I, (8-40)

1,=1,+1, .

Pripadna nadomjesna shema transformatora kao 7' Cetveropola reduciranoga na primarnu stranu
prikazana je na Slici 8.15.

Slika 8.15 — Nadomjesna shema zracnog transformatora kao T cetveropola reduciranoga na primar

Fazorski dijagram za slucaj troSila induktivnog karaktera dobije se pretvaranjem napona i struja iz
gornjih triju jednadzba u odgovarajuce fazore, kao na Slici 8.16.
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1%

Slika 8.16 — Fazorski dijagram transformatora za induktivno trosilo

8.2.3. Redukcija na sekundar
Kako bi sekundarna naponska veli¢ina ostala nepromijenjena, primarna se mora podijeliti prijenosnim

omjerom #, ako se trafo Zeli svesti na jedini¢ni prijenosni omjer:

2
1 n E
—=n = —=1 = —=1 (8-41)
EZ E2

Dakle: E; = —E,, odnosno U, = ~U, . Reducirana snaga primara mora ostati nepromijenjena, P, =F,,
n

pa je reducirana primarna struja:
"o " U
ulr,=ul, = 1 :_{rIJ:”L . (8-42)
UI
Isto tako je 1, =nl,, jer je Iy primarna veliéina.
Impedancije se reduciraju na sekundarnu stranu:
1
« =U
. U L1 u 1
Z,=—r= B -——1=-—7Z,. (8-43)
, nl, n I, n
1 o1 o1
Rl _?Rl B Xl :n—2X1 ) LIZ?LI y
Analogno su: { (8-44)
L,=—L,=L-M , M =—M
n n

Upvrste 1i se reducirane vrijednosti u jednadzbe transformatora, dobije se:
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U ' =1R +joL, I, +joM'I,
~U, =LR,+ joL, I, - joM'I, (8-45)
I, =1,+1,

Pripadna nadomjesna shema transformatora kao 7' cCetveropola reduciranoga na sekundarnu stranu
prikazana je na Slici 8.17.

Slika 8.17 — Nadomjesna shema transformatora kao T Cetveropola reduciranoga na sekundar

8.3. Transformator s feromagnetskom jezgrom

Ako se objedine shema svitka s feromagnetskom jezgrom i idealnog trafa te ukljuce parametri
sekundarnog svitka, moze se nadomjesna shema trafa prikazati kao na Slici 8.18.

j{
—_'|:|_m _
R(_'u! }X‘l z lfﬂ T
]_g 4| ].u

Ifc)\-!-
X9,
S
=
%

IDEALNI TRAFO

Slika 8.18 — Nadomjesna shema transformatora s feromagnetskom jezgrom
Velicine na slici su:

inducirani naponi na primaru i sekundaru

E,E,

U I _2 naponi primarnih i sekundarnih stezaljka
] I _2 ulazna i izlazna struja

n omjer broja namotaja N;/N>

I 0 struja magnetiziranja (uzbudna struja)

=
5

otpor namotaja primarnog i sekundarnog svitka



V.4 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I 155

X0 Xy rasipne induktivnosti primara i sekundara
I ¢ I u struja gubitaka i Cista struja magnetiziranja
R..X, otpor gubitaka u jezgri i reaktancija jezgre
Z T impedancija trosila.

Distribuirane kapacitivnosti uzduz svitaka i izmedu njih su zanemarene jer one dolaze do izrazaja
samo pri viSim frekvencijama.

Kako je ve¢ opisano u slucaju zracnog trafa, puno je prikladnije prikazati nadomjesni krug reduciran
na primar ili na sekundar uporabom relacija koje vrijede za idealni trafo. Time se eliminira prisutnost
idealnog trafa u nadomjesnoj shemi.

8.3.1. Nadomjesna shema transformatora s Fe jezgrom reduciranoga na primar

Uvrstavanjem veli¢ina iz jednadzbi za transformaciju sekundarnih veli¢ina na primarnu stranu (Pogl.
8.2.2)) moze se postaviti nadomjesna shema na sekundar reduciranog transformatora s
feromagnetskom jezgrom, kao na Slici 8.19.

I,/n
>

L ]

Slika 8.19 — Nadomjesna shema transformatora s feromagnetskom jezgrom reduciranoga na primar

Jednadzbe ulaznog i izlaznog kruga su:
-0, =1(Re,. + X, ) E (8-46)

Slika 8.20 prikazuje odgovarajuci fazorski dijagram za induktivno trosilo.
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LR../A .
4.{-:_, =E,

LX.,

Slika 8.20 — Fazorski dijagram transformatora s Fe jezgrom za induktivno trosilo

8.3.2. Nadomjesna shema transformatora s Fe jezgrom reduciranoga na
sekundar

Uvrstavanjem veli€ina iz jednadzbi za transformaciju primarnih veli¢ina na sekundarnu stranu (Pogl.
8.2.3.)) moze se postaviti nadomjesna shema na sekundar reduciranog transformatora s
feromagnetskom jezgrom, kao na Slici 8.21.

nl, 4
= ﬁrﬁm : e
R /m  JX,/m _ i, _ JX,, B
Culd ! ! f?jl ) H{ ul
) [T /n i3 [] 7
() “ R, _/n f :

Slika 8.21 — Nadomjesna shema transformatora s Fe jezgrom reduciranoga na sekundar

U praksi se osim temeljne 7" nadomjesne sheme trafa rabe i druge modificirane i pojednostavljene
sheme. Navest ¢emo nekoliko aproksimativnih shema koje su prikladne za analizu transformatora
snage konstantne frekvencije za slucaj redukcije na primar trafa.



V.4 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I 157

Nadomjesna /" shema dobije se pomicanjem paralelne Rr., X;» kombinacije iz sredine nalijevo, kao na
Slici 8.22. Time se bitno olakSava proracun uz minimalnu pogresSku. Serijske impedancije primara i

sekundara udruzuju se u nadomjesnu serijsku impedanciju:

Z., =R, _tJX,, gdjeje R, =R, +n'Re, . X, =X, +n’X,, . (8-47)
1; ]_,/I’?
> rv'vvw_:'_.:
_ I, X 4
[a ) o ;, Geq R(.”m

I 73\ +

9 U, R, iX nU, |n'Z,

Slika 8.22 — Nadomjesna I shema trafa s Fe jezgrom

Zanemarivanjem ukupne struje magnetiziranja dolazi se do joS jednostavnijeg modela trafa,
odredenoga samo ekvivalentnom serijskom impedancijom, kao na Slici 8.23.

f, =1./n I./n
w
X, R, 1
; -
4

@ U, nil,| |0 Z,

L]

Slika 8.23 — Nadomjesna shema trafa sa zanemarivom strujom magnetiziranja

Kada je Rcue; malen u odnosu na Xy, kao Sto je to slucaj kod velikih energetskih transformatora
snage, u analizi sustava Cesto se Rcue; moZe zanemariti. Model transformatora tada sadrzi samo

serijsku reaktanciju Xey, kao na Slici 8.24.

I=1./n
Y
JX 1

T

+

@ U, nll, |n'Z,

Slika 8.24 — Nadomjesna shema sa zanemarivim gubitcima
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Ta priblizna nadomjesna shema vrijedi i1 za rad transformatora pri visokim frekvencijama.

8.3.3. Svojstva transformatora

Bitna obiljezja transformatora, posebno u podru¢ju elektroenergetike, jesu regulacija napona i
korisnost.

Regulacija napona

Ako je primarni napon trafa ugoden tako da se osigura puno opterecenje trosila, sekundarni napon tada
je nazivni napon (nominalni, pogonski). Kada se trosilo odspoji, trafo je neopterecen, odnosno radi u
uvjetima praznog hoda. Sekundarni napon mijenja se zbog promjene pada napona na otporima svitaka
1 rasipnim reaktancijama. Od interesa je odrediti mjeru promjene sekundarnog napona izmedu dvaju
grani¢nih slucajeva, neoptereenog i1 potpuno opterecenog trafa, uz zadrzanu fiksnu vrijednost
primarnog napona. Ta se mjera izraZzava u postotcima i zove se regulacija napona RU (%). Dana je
izrazom:

U, -U
RU (%) :%XIOO, (8-48)

2/1

gdje su U, 1 Uzpp nazivni, odnosno napon praznog hoda na sekundaru. Gornja relacija za
aproksimativne nadomjesne krugove reducirane na primarnu i sekundarnu stranu jest:

UI
U
U _ U 2n
RU(%):I"TMXIOO , RU(%)=”U—><100, (8-49)
n 2n 2n

gdje su Uj, 1 Uz, nazivni naponi primara i sekundara (n = U;/U> zbog gubitaka u trafu).

Vrijednost RU idealnog trafa jednaka je nuli. Opcenito se Zeli posti¢i $to manji iznos regulacije
napona.

Korisnost

Opcenito je korisnost =P,/ P,. Pri prijenosu snage s primara na sekundar nastaju gubitci u bakruiu
zeljezu (histereza + vrtlozne struje), pa se korisnost moze izraziti izrazom:

L

—_—. (8-50)
Piz +I)cu +P Fe

Za neki magnetski tok 1 radnu frekvenciju gubitci zbog vrtloznih struja bitno se reduciraju
lameliranjem jezgre. Gubitci histereze ovise o odabranom materijalu, odnosno magnetskoj
karakteristici. Magnetiziranje jezgre izvrsi se ve¢ pri maloj struji, pa magnetski tok u jezgri ostaje
prakticki konstantan za sve uvjete optereéenja trafa u normalnoj eksploataciji. Dakle, gubitci u jezgri u
biti su konstantni i zovu se fiksni gubitci.

77:

Gubitci u bakru ovise o kvadratu struja kroz primarni 1 sekundarni svitak (P, =1 12Rcu1 +1 ZZRCHZ ).

Njihov iznos raste s porastom opterecenja trafa, pa predstavljaju promjenljive gubitke. Za primjer /7~
nadomjesne sheme dani su izrazom: P, = (I,/n)'R,, =1, R,, -

Izlazna snaga trafa reduciranoga na primar je P, =U,l,cos@, pa je:

U,I,cosp

=— = . (8-51)
U,I,cosp+1, RCM + P,



V.4 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I 159

Za zadanu impedanciju troSila jedina varijabla u gornjoj relaciji jest struja trosila reducirana na primar.
Za definiranje maksimalne korisnosti potrebno je derivaciju d7/dlI, izjednagiti s nulom. Kao rezultat

dobije se uvjet: I; Re,, =Fr.-

Korisnost ¢e biti maksimalna kada su gubitci u bakru jednaki gubitcima u Zeljezu.

8.3.4. Odredivanje parametara

Nadomjesni parametri trafa s Fe jezgrom odreduju se izvodenjem pokusa praznog hoda i kratkog
spoja.

Pokus praznog hoda:

Izvodi se tako da se jedan svitak ostavi s otvorenim stezaljkama, a na drugi se narine nazivni napon
nazivne frekvencije. U nacelu, uzbuda se moze spojiti na bilo koji svitak, ali je sigurnije da to bude na
niskonaponskoj strani. Osim toga, niskonaponski izvor lakSe je dostupan.

Shema kruga koji omogucuje odredivanje parametara iz podataka izmjerenih u pokusu praznog hoda
prikazana je na Slici 8.25.

O,

Niskonaponska
@ Un.f \Y strana

Visokonaponska
strana
(Prazni hod)

Slika 8.25 — Shema mjerenja u pokusu praznog hoda

Napon primarne niskonaponske strane ugodi se na nazivnu vrijednost. Kako je zbog otvorenog
sekundara primarna struja malog iznosa, mogu se zanemariti gubitci na primarnom svitku.

]2PH =0 = ]IPH =1, <<, = PCuPH :]IzPHRCuI <<PCu” = PCuPH ~0 = Py,~FE, (8-52)

Pripadna nadomjesna shema prikazana je na Slici 8.26.

1,
—
!

€q RCueq

]g<—

+

Fe

Slika 8.26 — Nadomjesna shema trafa u pokusu praznog hoda
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Slika 8.27 prikazuje fazorski dijagram trafa u praznom hodu.

P I =1+,

1,

Slika 8.27 — Fazorski dijagram trafa u praznom hodu

Ocito je kako je primarna struja jednaka struji magnetiziranja. Gubitci nastaju samo u jezgri, pa
vatmetar mjeri ukupne gubitke u feromagnetskoj jezgri trafa. Ampermetar mjeri ukupnu struju
magnetiziranja, a voltmetar primarni nazivni napon: U, =U, , [I,=1, , PB,=P,.

Iz izmjerenih vrijednosti mogu se odrediti:

e ukupna snaga i faktor snage:

P
Sy =U, I, , cosp=-—"1
Seu (8-53)
e struja magnetiziranja i njezine komponente:
I,=\I;+I, 1 ,=I,cosp , I,=I,sing (8-54)
e parametri nadomjesne sheme:
RFe — U]n — Ulzn , Xm — U]n — UIZn
]g PPH 1,1 QPH , (8-55)

gdje je: O,y :VSIZ’H _PPZH .

Pokus kratkog spoja:

Izvodi se kratkim spajanjem jednog svitka i postavljanjem uzbude iz izmjeni¢nog izvora nazivne
frekvencije na drugom svitku. Omogucuje odredivanje otpora svitaka i rasipnih reaktancija.

Ulazni napon pazljivo se ugada dok struje obaju svitaka ne postignu nazivne vrijednosti. Ugadanje na
nazivne struje svitaka omogucuje ispravnu simulaciju njihovih rasipnih tokova. Kako je zbog kratkog
spoja djelatna snaga na izlazu jednaka nuli, ulazna snaga mora biti vrlo mala. To znaci da pri ulaznoj
struji nazivne vrijednosti narinuti napon mora biti samo mali dio nazivne vrijednosti ulaznog napona.
Ugadanje u pokusu kratkog spoja stoga se mora izvoditi vrlo oprezno.

Zbog mjerenja u uvjetima protjecanja nazivne struje iz sigurnosnih je razloga preporucljivo pokus
izvoditi s ulazom na visokonaponskoj strani. Shema mjernog kruga za izvodenje pokusa kratkog spoja
prikazana je na Slici 8.28.



V.4 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I 161

Niskonaponska

Uwof (Vv !
@ 1 strana (Kratki spoj)

strana

Slika 8.28 — Shema mjerenja u pokusu kratkog spoja

Zbog vrlo malog ulaznog napona struja magnetiziranja i gubitci u magnetskoj jezgri su zanemarivi.

1

JKS

=1,=0, ;U <<U, =1, ~0:R

Feyg

~0;X, ~0 P, ~0 = Bg=~F,, (8-56)

Pripadna nadomjesna shema prikazana je na Slici 8.29.

I,=1,/n

+ J—
U,

Slika 8.29 — Nadomjesna shema trafa u pokusu kratkog spoja
gd.]e su: RCu :RCu1 +n2RCu2 ’ Xcr :XO'I +n2X02 .

Fazorski dijagram trafa u kratkom spoju prikazan je na Slici 8.30.

U

Cu

Slika 8.30 — Fazorski dijagram trafa u uvjetima kratkog spoja
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7Zbog zanemarive struje magnetiziranja gubitci nastaju samo na namotajima svitaka. Vatmetar mjeri
ukupne gubitke u bakru koji bi nastali pri punom opterecenju trafa, jer kroz svitke teku nazivne struje.
Ampermetar mjeri nazivnu struju primara, a voltmetar primarni napon kratkog spoja:

’

UV:UIKS , ]A:]M:]Zn ) PW:PCu . (8-57)

Iz ocitanja instrumenata mogu se odrediti parametri nadomjesne sheme:

P U 5
RCu :ﬁ 4 ZKS = s 4 Xo‘ = ZIZ(S _RCZ‘u . (8_58)

2
Iln
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9. TROFAZNI SUSTAVI

Kada bi energetski sustav bio temeljen na istosmjernoj energiji, izvori bi morali biti u neposrednoj
blizini trosila, jer s povecanjem udaljenosti znatno rastu gubitci na prijenosnim vodovima. Protjecanje
istosmjerne struje prati konstantno magnetsko polje, pa nema mogucénosti transformacije napona. Tek
u uvjetima kada bi supravodljivi vodi¢i bili komercijalno isplativi, moglo bi se razmisljati i o prijenosu
vecih koli¢ina istosmjerne energije. Za prijenos elektricne energije s mjesta gdje se ona proizvede
(elektricna centrala) do konzumnog podru¢ja gdje se ona eksploatira, uglavnom se upotrebljava
izmjeni¢na struja. Vremenski promjenljivo magnetsko polje omogucuje transformaciju napona.
Jednaka koli¢ina snage moze se prenijeti ako se struja smanji onoliko puta koliko se poveca napon.
Manja struja izaziva i manje gubitke na vodovima (I°R,).

Do sada su razmatrani jednofazni izmjenic¢ni izvori. Oni se mogu realizirati rotiranjem vodljive petlje
konstantnom kutnom brzinom u homogenom magnetskom polju, kao na Slici 9.1.

Slika 9.1 — Princip generiranja jednofaznog EMS-a

Medutim, elektricna se energija moze proizvoditi i u viSefaznim simetricnim sustavima. To su sustavi
koji se sastoje od nekoliko izmjenicnih elektromotornih sila jednakih frekvencija i amplituda, koje su
jedna u odnosu na drugu fazno pomaknute za kut:

a =", (9-1)

gdje je n broj faza.

Visefazni sustav EMS moZe se dobiti ako se na statoru generatora razmjesti nekoliko jednakih
izoliranih namotaja, koji su medusobno pomaknuti za jednaki kut a. Pri okretanju rotora njegovo
magnetsko polje presijeca namotaje statora i u njima inducira izmjeni¢ni EMS. Ako se u jednom
namotaju inducira EMS e¢=E sin¥, onda ¢e se u svakom sljede¢em namotaju zbog njithova

geometrijskog rasporeda inducirati EMS-i koji su fazno pomaknuti za kut ¢, 2¢c... Primjerice u drugom
po redu namotaju (s obzirom na smjer rotacije) zakonitost promjene EMS-a bit ¢e dana izrazom:
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e,=E, sin (ot+0). (9-2)

Sustav je simetriCan ako su svi dobiveni naponi medusobno pomaknuti za jednaki kut. Pojedini
namotaji viSefaznog sustava nazivaju se fazama. Opcenito se moZze rabiti bilo koji broj faza, ali od
prakti¢na su znacenja trofazni sustavi.

Trofazni je sustav onaj sustav u kojem djeluju tri elektromotorne sile jednake po amplitudi i
frekvenciji, a fazno su pomaknute za kut:

a=27”=120“. (9-3)

Za generiranje trofaznog sustava moze se primijeniti sli¢an princip koji je vrijedio 1 za jednofazni
sustav — Slika 9.2.

Slika 9.2 — Princip generiranja trofaznog EMS-a

Razlika je ta Sto sada tri vodljive petlje (L;, L2, L3) rotiraju konstantnom kutnom brzinom oko iste osi u
jednolikom magnetskom polju. Geometrijski su petlje razmaknute medusobno za 120° i uvijek
zadrzavaju taj razmak. Bududi da se jedan puni okretaj (360°) izvede u vremenu jednog perioda 7, tri
inducirana napona kasne vremenski za tre¢inu perioda, odnosno fazno za 120° jedan u odnosu na
drugi. Trenutacne vrijednosti generiranih napona tada su:

u,=U, sinwt
u,=U, sin (ot —120") (9-4)
uy=U, sin (ox—240")=U, sin (wt+120") .

Ti se naponi osim broj¢ano oznacuju i na drugi na¢in: 4-B-C, R-S-T'ili L1-L2-L3.

Valni i pripadni fazorski dijagram trofaznog sustava napona za spoj generatora u zvijezdu prikazani su
na Slici 9.3.

Dobivanje sinusoidnog EMS-a vrtnjom petlje konstantnom brzinom u homogenom magnetskom polju
ne primjenjuje se u praksi za proizvodnju izmjeni¢nih struja. Naime, teSko je ostvariti homogeno
magnetsko polje u dovoljno velikom prostornom podrucju.

Stvarni industrijski tip generatora pravi se tako da aktivni dio vodica statora ,,sijeCe* magnetske silnice
nejednolikoga magnetskog polja pod konstantnim kutom od 90°. Silnice magnetskog polja proZzimaju
zracni raspor izmedu rotora i statora i usmjerene su radijalno na povrsSinu rotora. Gustoca magnetskog
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toka B u zratnom rasporu sinusoidno je distribuirana po periferiji rotora. Takva se distribucija postize
odgovaraju¢om selekcijom oblika polova.

fu(?) u, u, D s

Slika 9.3 — Valni i fazorski dijagram trofaznog sustava napona

Prednosti su trofaznih sustava nad jednofaznima mnogostruke. Spomenimo neke od njih:

.....

e omogucuju ekonomicniji prijenos energije s manjim toplinskim gubitcima i uStedom materijala za
vodove (pri prenosSenju jednakih snaga), tj. isporucuju vise vata po kilogramu tezine vodi¢a nego
odgovarajuci jednofazni sustav;

e generiraju obrtno magnetsko polje Sto je temeljni zahtjev za rad vecine modernih rotacijskih
strojeva, primjerice trofaznog indukcijskog motora;

e trenutatna snaga simetrinog trofaznog troSila konstantna je bez obzira na vrstu spoja. To
primjerice omogucuje mirniji i pouzdaniji rad trofaznih motora;

e trofazni uredaji su jednostavni, robusni i ekonomicni. Trofazni motori imaju bolje startne
karakteristike i podnose veca opterecenja, a transformatori imaju fleksibilnije moguénosti spajanja;

e glavni i operativni troskovi prijenosnih i distribucijskih trofaznih sustava puno su manji nego Sto bi
bili u odvojenim jednofaznim sustavima.

Dva su temeljna nacina spajanja namotaja trofaznog generatora, ali i trofaznog troS$ila, primjerice
motora. To su spoj u zvijezdu i spoj u trokut.

9.1. Spoj namotaja trofaznog generatora u zvijezdu

Spoj u zvijezdu dobije se ako se krajevi svakog namotaja spoje medusobno u zajednicku to¢ku. Spojna
tocka — zvjezdiste naziva se joS 1 nultom tockom ili krace nulom. Vodovi koji idu od pocetaka
namotaja generatora ka troSilu nazivaju se linijskim, a vod izveden iz nulte toc¢ke nulti je ili neutralni
vod. Veza generatora i troSila moze biti trovodna (bez nultog voda) ili ¢etverovodna (s nultim vodom).

Na Slici 9.4 prikazan je generator s nultim vodom u zvijezda spoju s naznacenim karakteristicnim
naponima.

Napon izmedu jednog linijskog voda i nultog voda naziva se faznim naponom. Efektivne vrijednosti
faznih napona oznacit ¢emo, s obzirom na izlazne tocke svitaka generatora, s Ur;ny = Uj, Uroy = U,
ULs,nv = Us. Ako se zanemare padovi napona na samim namotajima generatora, moze se smatrati kako
su fazni naponi jednaki faznim EMS-ima: E;, E>, E3. Fazni su naponi jednaki i fazno su pomaknuti za
120°.
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Slika 9.4 — Spoj trofaznog generatora u zvijezdu

Zbroj faznih napona jednak je nuli. Naime, spoj u zvijezdu je tzv. serijski protuspoj, u kojem su fazori
napona tako usmjereni da njihova suma pocinje i zavrSava u istoj tocki.

Linijski naponi su naponi izmedu bilo koja dva linijska voda. Na slici trofaznog generatora oznaceni su
s Uri12, Ur213, Urs 1. Kao 1 fazne napone, zapisat ¢emo ih u kra¢em obliku kao U;2, Uzs, Us;.

Zdruzeni fazorski dijagram faznih i linijskih napona prikazan je na Slici 9.5.

”
3 Uz -

Slika 9.5 — Fazorski dijagram faznih i linijskih napona

Zbroj linijskih napona je kao 1 zbroj faznih napona jednak nuli, jer obilaze trokut u istom smjeru. Sva
tri linijska napona jednaka su po iznosu i svaki je pomaknut prema svom referentnom naponu za 30°.
Odnos efektivnih vrijednosti linijskih i faznih napona moze se odrediti ako se izdvojeno promatra bilo
koji od istokracnih trokuta koji povezuje dva fazna s odgovaraju¢im linijskim naponom, kao na Slici
9.6. Neka je to primjerice trokut s vrhovima (-2-3. Temeljem kosinusova poucka ili dijeljenjem
istokra¢nog na dva pravokutna trokuta dobije se:

U,

= Uf cos 307, (9-5)

odnosno:
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U, =v3U,. (9-6)

Za spoj u zvijezdu linijski naponi su za 1,73 puta vec¢i od faznih napona. Niskonaponske elektri¢ne
mreze obi¢no se rade s linijskim naponima od 380 V za koje su fazni naponi 220 V.

Slika 9.6 — Odnos faznog i linijskog napona

U zvijezda spoju kraj faznog namotaja neposredno je spojen s linijskim vodom koji se spaja na trosilo,

pa je ocito kako je fazna struja Ir istovremeno i linijska struja Iz, odnosno: 1, =1, .

Fazorski (kompleksni) prikaz napona

1= Ufeﬂ){) =U,
_ Ufe—/‘120” — Uf(—i— /QJ (9-7)

S

e Fazni naponi:

Vidi se da je U, +U, +U, =0.

o Linijski naponi:

aa 30" 1307 i30°
U / j /U J — Le]

(712 = (7
(723 = (7 (7 \/_U eﬁ”o \/§U »e—ﬂzo{’ejs()" _ ULe,jg,,o 0.8)
Uy =U,~U, =3U,e™" = \/_U 10" I3 _ ] e

Vrijedi takoder: U,,+U,;+U;,=0.

9.2. Spoj namotaja trofaznog generatora u trokut

Ako se kraj prvog spoji na pocetak drugog namotaja, kraj drugog na pocetak treceg, a kraj treeg na
pocetak prvog namotaja, dobije se spoj u trokut trofaznog generatora kao na Slici 9.7.

Naponi na namotajima (fazama) generatora su fazni naponi: U2 = Urrr2, Usi = ULz, U2z = ULas.
Namotaji generatora tvore zatvoreni serijski krug. U uvjetima praznog hoda generatora (bez
prikljucenog trosila) izgledalo bi da su namotaji kratko spojeni. Medutim stvarnoga kratkog spoja
nema, jer je zbroj elektromotornih sila koje djeluju u ovom zatvorenom krugu u svakom trenutku
jednak nuli. Kada bi se omaskom zamijenili krajevi jednog namotaja (reverzija faznog napona za
180°), rezultirajuc¢i napon unutar trokuta bio bi jednak dvostrukoj veli¢ini faznog napona 1 generator bi

se nasao u kratkom spoju.



168 OSNOVE ELEKTROTEHNIKE |l b

O L

O L,

Slika 9.7 — Spoj trofaznog generatora u trokut

Linijski vodovi kod spoja u trokut vode od spojnih tocaka prema trosilu. Vidljivo je na gornjoj slici
kako je napon izmedu linijskih vodova jednak naponu svake pojedine faze, pa za spoj u trokut vrijedi:

U, =U . Fazne struje u namotajima generatora /1, I, I3 su, kao 1 naponi na namotajima, jednake po

iznosu 1 fazno razmaknute za 120°. Linijske struje I1,, 112, 113 vode od ¢vorova I, 2, 3 prema trosilu.
Odnos faznih i linijskih struja dan je jednadzbama triju ¢vorova, a moze se razluciti iz fazorskog
dijagrama prema Slici 9.8.

Slika 9.8 — Odnos faznih i linijskih struja

Analogno razmatranju odnosa napona u zvijezda spoju, za spoj u trokut odnos struja je /, = V31 -

U spoju u trokut linijske su struje za 1,73 puta veée od faznih struja.
Fazorski (kompleksni) prikaz struja

Fazne struje imaju, op¢enito, u odnosu na odgovarajuce fazne napone neki fazni kut ¢:
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I_fl — [fej!ﬂ ) I_fz :]fej(rpfuo”) ’ I_f3 _ [fej(qaﬂz()()). (9_9)
Linijske struje $to bi tekle prema trosilu su:
ijsz,I—ff,3:\/_ 7€ —J30° \/_I e?e \/_I so=30")
I, =T,,—1, =31, =J31,&/ """ e =31, ef‘/’*“””) (9-10)

T, =T, =T,y =31, e =31,/ 2030 = (3] oo

pri demu je uvijek: 1, +1,,+1,;=0.

Usporede i se spoj u zvijezdu i spoj u trokut, moze se zakljuciti sljedece:

e U zvijezda spoju povisuje se napon izmedu linijskih vodova za 1,73 puta u odnosu na napon
pojedine faze, ali su zato, pri jednakom optere¢enju, manje linijske struje. Prednost ovog spoja je
postojanje zajednicke nulte tocke. Ako je i troSilo spojeno u zvijezdu, mogu se povezati nulte
tocke generatora i troSila zajedniCkim nultim vodom. Time izbjegavamo poteskoce koje mogu
nastati zbog nesimetrije sustava. Uz zanemariv pad napona na nultom vodu sustav napona na

troSilu ostaje simetri¢an bez obzira na nesimetriju trosila.

e U trokut spoju nema mogucnosti izvodenja nultog voda, §to moze izazvati znatne neugodnosti
pri neravnomjernom optere¢enju faza. Zato su u razvodima niskonaponskih mreza sekundarni

namotaji mreznih transformatora u pravilu vezani u zvijezdu.

9.3. Trosilo u zvijezda spoju

Trosila se takoder mogu spajati u zvijezdu ili u trokut. Trofazno troSilo spojeno u zvijezdu i

priklju¢eno na simetri¢ni trofazni generator u zvijezda spoju prikazano je na Slici 9.9.

L, I
7
7 =
e v N
| 2 Z
L L AEAN
L, 1,

Slika 9.9 — Trosilo u zvijezda spoju

Medusobni spoj moze biti izveden trozi¢nim ili ¢etverozicnim vodom (s nultim vodom ili bez njega).

Veliéine na slici su:
E;, E> Es - EMS generatora
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Ui, U, Us - fazni naponi na trosilu

Zi, 2>, 73 - impedancije u fazama trosila

0,0 - zvjezdista generatora, odnosno trosila
N, Zy - nulti vod 1 impedancija nultog voda
Ly, Ly, L3, - linijski vodovi

Ipg, 1o, 113 - linijske struje

In(Iy) - struja u nultom vodu.

9.3.1. Nesimetri¢no troSilo
Impedancije u pojedinim fazama troSila su u op¢em slucaju razlicite, pa je takvo trofazno troSilo
nesimetricno trosilo, odnosno na simetric¢ni trofazni generator prikljuceno je nesimetri¢no opterecenje.
Da bi trosilo bilo nesimetri¢no, dovoljno je da se bilo koja impedancija razlikuje po veli¢ini i/ili fazi od
ostalih.
Analizirat ¢emo nekoliko slucajeva. Nesimetri¢no trosSilo spojeno na sustav:

a) bez nultog voda
Shema trofaznog nesimetri¢nog trosila u sustavu bez nultog voda dana je na Slici 9.10.

ANE L
On e

e e
T+ 0
_ I, 7,

Slika 9.10 — Nesimetricno trosilo u trofaznom sustavu bez nultog voda

Izmedu zvjezdista generatora i trosila stvara se napon nesimetrije U, . Kako se shema sastoji od triju

paralelnih grana, napon nesimetrije moze se odrediti uporabom Millmannova teorema:

E ,E E
0, -2 % L _EXAERET, 011)
R
ZI ZZ 23
Naponi na fazama trosila su:
U, = I_U()'() , U,=E, _UO'O ) U3:E3_U0'0 . (9-12)
Struje kroz faze trosila:
- U, - U - U
I,== , I,==—2 , I,=— . 9-13
1 Z 2 Z 3 Z ( )

Vrijedi: 1, +1,+1,=0.

Pripadni fazorski dijagram dan je na Slici 9.11.
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Slika 9.11 — Fazorski dijagram za sustav bez nultog voda

b) s nultim vodom i Z, =0

Shema trofaznog nesimetricnog troSila u sustavu s nultim vodom zanemariva otpora dana je na Slici
9.12.

_ ; Z
(~ O\ I = :
L)
_ [ V4
0 (FO)f—2 = 2 |
T+ 0
NE 3 b Z
N
0

Slika 9.12 — Nesimetricno trosilo u trofaznom sustavu s nultim vodom zanemarive impedancije

Budu¢i da su zvjezdista (nulte tocke) generatora 0 i troSila 0" medusobno spojene vodom zanemariva

otpora, nalaze se na jednakom potencijalu, pa je U, o =0.

Zato u svakoj fazi troSila djeluje odgovarajuci napon faze generatora, tj. sustav napona na trosilu je
simetri¢ni trofazni sustav napona generatora:

U=E .U=E .U-=E. (9-14)

Sva fazna troSila rade na naponu za koji su predvidena (nazivni, nominalni). To je ujedno najvazniji
razlog postojanja nultog voda.

Kroz faze trosila teku fazne struje. Iako su efektivne vrijednosti faznih napona jednake, iznosi tih
struja su razli¢iti zbog nesimetrije trosila:
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- U - U - U
]127—1 N ]227—2 N [32273 . (9-15)

Razli¢iti su 1 fazni kutovi izmedu napona i struja. Takoder ni fazni pomaci izmedu struja ne zadrzavaju
medusobni odnos od 720° kao §to je to slu¢aj s faznim naponima. Struja u nultom vodu jednaka je

fazorskom zbroju faznih struja:
I,=I1,+1,+1,. (9-16)

Fazorski dijagram za razmatrani slu¢aj dan je na Slici 9.13.

Slika 9.13 — Fazorski dijagram za sustav sa Zo ~0

c) s nultim vodomi Z, #0
Shema trofaznog nesimetri¢nog trosila u sustavu s nultim vodom nezanemariva otpora dana je na Slici

9.14.

_ 7 YA
Q ; =N :
N+

— I Zz
(Y2 = [}

0 \r\\ﬂ+ 0
(FO\E; 3 l Z;
~C -
T+ i 7
s
|

Slika 9.14 — Nesimetricno trosilo u trofaznom sustavu s nultim vodom nezanemarive impedancije
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Izmedu zvjezdista generatora i troSila postoji napon nesimetrije U, . Po iznosu nije velik jer se stvara

00"
na maloj impedanciji nultog voda. Prema Millmannovu teoremu je:
g - LEhrEYTET, (9-17)
R A A4S AN

Naponi na fazama trosila su:

u=g-Y, , U,=E-U, , U=E-U,. (9-18)
Struje kroz faze trosila:
ilzi ,izzi , L:&. (9-19)
ZI ZZ Z3
Struja nultog voda:
- _ U,
I,=1,+1,+1, ili [,=—2". (9-20)
ZO

Pripadni fazorski dijagram dan je na Slici 9.15.

Slika 9.15 — Fazorski dijagram za sustav sa Zo %0

Ukupna djelatna snaga nesimetricnog tro$ila jednaka je sumi djelatnih snaga u svakoj fazi trosila:
P =B+B+F,. (9-21)

Uu

Isto vrijedi i za jalovu (Q), odnosno prividnu (S) snagu:

Q=9+0+0,
S, =S,+S,+S, . (9-22)

U

9.3.2. Simetri¢no trosilo

Razmatrajmo sada poseban slu¢aj kada su impedancije u svim fazama jednake po iznosu i po fazi:
Z,=2,=2;=27,. (9-23)

Takvo trofazno trosilo je simetricno trosilo. Budu¢i da su sve faze ravnomjerno optere¢ene, nema

nesimetrije u sustavu. Nulte tocke generatora 0 i trosila (' nalaze se na jednakom potencijalu, pa je

U o = 0. To se vidi i iz izraza:
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_  EY+EY+E)Y S
g, -EArEYAEY e w L E =0, (9-24)
00 3Y I ———
Na trosilu je simetri¢ni trofazni sustav napona generatora:
U-E , U-E , U-E (9-25)

Fazne Ce struje imati jednake efektivne vrijednosti i u odnosu na pripadne fazne napone bit e
pomaknute za isti kut ¢ odreden karakterom impedancije:

U, U. U
I :_—1 ) I :_—Z ) I :_—3 . 9-26
1 Zf 2 Z 3 Z ( )

Fazni pomaci izmedu struja zadrzavaju medusobni odnos od 720° kao §to je to sludaj s faznim
naponima. Zbroj struja jednak je nuli:

I,+1,+1,=0. (9-27)

Nulti vod u razmatranom slu¢aju nije potreban, jer bi i u slu¢aju postojanja nultog voda sve navedene
veli¢ine zadrzale iste vrijednosti.

Dakle, kod simetri¢nog trosila, kao §to je primjerice trofazni motor, nema ni potrebe za spajanjem
nultog voda, jer struja ne tee kroz nulti vod. Medutim, na mrezu je uvijek ukljuc¢eno vise razlicitih
trosSila, pa je globalno gledano sustav uvijek nesimetrican.

Fazorski dijagram za simetri¢no trosilo dan je na Slici 9.16.

Slika 9.16 — Fazorski dijagram simetricnoga trofaznog trosila

Djelatne snage u fazama simetri¢nog troSila su jednake: P=P =F,=P, pa je ukupna djelatna snaga
zbroj triju faznih snaga:

P, =3P=3U,I,cosp= 3ﬂ1L cosp=+/3U,1, cosg . (9-28)

NE

Jalova i prividna snaga dane su izrazom:
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Q4 =30=3U,1,sinp= \/gULIL sing
S, =38=3U,1,=\3U,1,. (9-29)

9.3.3. Poremeceni trofazni zvijezda spojevi

U trofaznom sustavu mogu se dogoditi slucajni poremecaji ili kvarovi koji uzrokuju promjenu prijma
snage na troSilu P u odnosu na izvornu (pocetnu) snagu P,. Pokazat ¢emo to na nekoliko primjera
neregularnih uvjeta rada simetri¢nog trofaznog trosila s djelatnim otporima R (cos¢ = 1). Razmatrat
¢emo §to se dogada kada se pojave poremecaji u odnosu na izvornu shemu prema Slici 9.17.

0

R

I
R

I

00 ¢

Slika 9.17 — Simetricno trofazno trosilo s djelatnim otporima (spoj u zvijezdu)

Ukupna djelatna snaga u normalnim uvjetima, tj. izvorna (pocetna) snaga, jest:

2

u; o,
B, =3U1, =32 =3IR. (9-30)

Primjeri poremecenih spojeva:

» Ispad (prekid) jednoga vanjskog vodica ili jedne faze trosila — Slika 9.18
E, 1
+
£ R
+
E R
— 3
+

Slika 9.18 — Ispad (prekid) jednoga vanjskog vodica ili jedne faze trosila
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Snaga se predaje u dvije faze, koje su ostale u nepromijenjenim uvjetima napona i struja:

2
P=2U I, =2P,.

» Ispad jednoga vanjskog vodica ili jedne faze i nultog vodica — Slika 9.19

ONE
s
' R
0 Qf“’ 2 0
: R
E;
(o=

Slika 9.19 — Ispad jednoga vanjskog vodica ili jedne faze i nultog vodica

Zbog prekida jedne faze na ostale dvije faze rasporedi se po polovica linijskog napona, pa trosilo radi
na 86 % nominalnog napona. Dakle, impedancije u preostalim dvjema fazama u serijskom su spoju i
priklju¢ene su na linijski napon, pa je:

2
P u; _3u; 1

2R 2R 2"

Zadatak: Nacrtajte pripadni fazorski dijagram napona i struja. Iz dijagrama izraCunajte napon na
mjestu prekida Uy

» Ispad dvaju vanjskih vodica ili dvije faze — Slika 9.20

!
~

+

+

QO @

+ \
[
o

Slika 9.20 — Ispad dvaju vanjskih vodica ili dvije faze
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Snaga se predaje jedinoj preostaloj fazi, koja je ostala u nepromijenjenim uvjetima napona 1 struja:

1
P=Ul, =P

» Ispad dvaju vanjskih vodica ili dvije faze i nultog vodica — Slika 9.21

E,
+

0] E, 2
+
\3 3 R

E .
& I
_l_

Slika 9.21 — Ispad dvaju vanjskih vodica ili dvije faze i nultog vodica
Struja ne teCe kroz faze troSila i ne predaje se snaga: P = 0.

» Kratki spoj u jednoj fazi u sustavu bez nultog vodica — Slika 9.22

R
B2 —— |,
e L

Slika 9.22 — Kratki spoj u jednoj fazi u sustavu bez nultog vodica

Preostale dvije faze prikljucene su na linijski napon, tj. trosilo radi na 173 % svog nominalnog napona.
207 6U;
L _ S — 2130 )
R

Predana snaga je P =

Zadatak: Nacrtajte pripadni fazorski dijagram napona. Koliki je napon nesimetrije i fazne struje?

1z gornjih se primjera vidi kako trosila u fazama koje ostaju ukljucene rade u normalnim uvjetima, ako
postoji neutralni vodi¢. Kod poremecenih uvjeta na simetri¢nom troSilu mijenja se predana snaga, ali
trosila ostaju u nominalnim uvjetima. Problemi mogu nastati u slucaju prekida nultog voda i
nesimetricnog optere¢enja po fazama. Suma faznih struja mora biti jednaka nuli. Stoga se zbog
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razlicitih struja i razli¢itih impedancija po fazama moraju mijenjati i fazni naponi. Ti naponi mogu se
znatno razlikovati od faznih napona generatora, odnosno nazivnih napona na kojima troSila rade u
normalnim uvjetima. Oc¢ito bi u ovakvim slucajevima doslo do kvarova ili unistavanja sklopova i
uredaja, Sto razvidno upucuje na neophodnost postojanja nultog voda. Stoga se uglavnom sve razvodne
trofazne mreze izvode s nultim vodom.

Primjer — kvarovi prijenosne mreze prema broju faza obuhvacenih kvarom (Slika 9.23):

e medufazni KS (dvopolni KS (K2), tropolni (K3))
e dozemni KS (K1, K27)

Slika 9.23 — Vrste kvarova u trofaznoj prijenosnoj mrezi

9.4. Trosilo u trokut spoju

Trofazno troSilo spojeno u trokut i1 prikljueno na simetri¢ni trofazni generator u zvijezda spoju
prikazano je na Slici 9.24.

"Ir"'.r i If..l'
N |0
L . I,
Generator L, i1, Trodilo

Slika 9.24 — Trosilo u trokut spoju

U takvu sustavu svaka faza troSila spojena je na odgovarajuéi linijski napon generatora (U2, Uz3, Us;)
koji je istovremeno 1 fazni napon trosila u trokut spoju (U, = Up.

9.4.1. Nesimetricno trosSilo
Fazne struje su:
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Zbroj faznih struja ne mora biti jednak nuli, jer mogu kruziti unutar trokuta.

Linijske struje 111, 112, I3 dobiju se iz jednadzbi ¢vorova 1, 2 i 3. Te su struje za nesimetricno trosilo
razli¢ite po iznosu 1/ili fazi:

(9-32)
Pri tomuje 1, +1,,+1,;=0.

Ako samo faza jedne impedancije narusi simetriju troSila, odraz na iznose i faze linijskih struja vrlo je
znacajan. Provijerite tvrdnju na sljede¢em zadatku!

Zadatak: Za nesimetri¢no troSilo u trokut spoju prema slici nacrtajte fazorski dijagram napona te faznih
1 linijskih struja. Uocite da je zbroj faznih struja razli¢it od nule, a zbroj linijskih struja jednak nuli.

1 I
2~—I 3 X,=R

S

Ukupna djelatna snaga nesimetri¢nog trosila jednaka je sumi djelatnih snaga u svakoj fazi trosila:

P, =P+P+P,. (9-33)
Isto vrijedi i za jalovu, odnosno prividnu snagu:

0,=0,+0,+0;

(9-34)

S,=8,+5,+8;.
9.4.2. Simetri¢no trosilo
Simetri¢éno u trokut spojeno troSilo ima impedancije u svim fazama jednake po iznosu i po fazi:
Z,=2y,;=2;,=Z,. Buduéi da su sve faze ravnomjerno opterecene, fazne ¢e struje imati jednake
vrijednosti 1 u odnosu na pripadne linijske napone bit ¢e pomaknute za isti kut ¢ odreden karakterom

impedancije:

I,=1=1;=—= (9-35)

@ = arccos % . (9-36)
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Zbog simetrije trosila medusobni fazni pomak struja je 120°, a suma im je jednaka nuli. Linijske struje
tvore takoder simetrican sustav struja. Odnos faznih i linijskih struja pokazan je na primjeru generatora

u trokut spoju: /, = \/§If .

Linijske struje pomaknute su u fazi za 30° u odnosu na odgovarajuce fazne struje.
Ukupna djelatna snaga simetri¢nog trosila u trokut spoju je zbroj triju jednakih faznih snaga:

Puk:3P:3Uf1fcosg0:3UL\/_cos¢ \/_U] cosQ . (9-37)

Vidi se da je ukupna djelatna snaga bez obzira na vrstu spoja (trokut ili zvijezda) dana istom relacijom.
U analizi trofaznih trosila i uredaja bolje je raditi s faznim vrijednostima. Medutim, kada je rije¢ o
mjerenju, prikladnije su linijske vrijednosti jer su dostupne na bilo kojoj poziciji u trofaznom sustavu.

Analogno vrijedi i za jalovu i prividnu snagu:

0, =30=3U,1,sinp=+3U,1, sinp
S, =38=3U,1,=y3U,1,. (9-38)

9.4.3. Poremeceni trofazni trokut spojevi

Ako nastupe slucajni poremecaji u sustavu troSila ili u linijskim vodovima, promijenit ¢e se snaga na
troSilu P u odnosu na izvornu (pocetnu) snagu P,.

Razmatrat ¢emo primjere neregularnih uvjeta rada simetri¢noga trofaznog trosila s djelatnim otporima
R (cose = 1) u odnosu na izvornu shemu prema Slici 9.25.

/rDEJ 1 .

\_+ il
R

@R x
R

GO =N N .

Slika 9.25 — Simetricno trofazno trosilo s djelatnim otporima (spoj u trokut)

Ukupna djelatna snaga u normalnim uvjetima je:

2

u; o,
B, =3U1, =32 =3IR. (9-39)

Napomena: Fazni naponi troSila jednaki su linijskim naponima generatora.
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Primjeri poremecenih spojeva:
» Ispad (prekid) jedne faze trosila — Slika 9.26

/ 1

9
F

e
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+

!
w

-

()

+

Slika 9.26 — Ispad (prekid) jedne faze trosila

Snaga se predaje u dvije faze, koje su ostale u nepromijenjenim uvjetima napona 1 struja:

2
P=2U1, =3P,

» Ispad jednoga vanjskog (linijskog) vodica — Slika 9.27

(~O\E; 1 .

s an
R

E 2
0 = 1 R

R

®E3 3 —l_

T+ )

Slika 9.27 — Ispad jednoga vanjskog (linijskog) vodica

Stanje se jedne faze ne mijenja, a u preostalim dvjema fazama otpori su u serijskom spoju. Na otpore u
serijskom spoju otpada po pola linijskog napona generatora, odnosno faznog napona trosila, pa je
2 2 2
LU U 3

=—+—=—"-=—PF
R 2R 2R 2
» Ispad dviju faza — Slika 9.28
Snaga se predaje jedinoj preostaloj fazi, koja je ostala u nepromijenjenim uvjetima napona i struja:

1
P=UI, =2F,.
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Slika 9.28 — Ispad dviju faza
» Ispad jednoga vanjskog (linijskog) vodica i nasuprotne faze — Slika 9.29
Otpori u dvjema preostalim fazama spojeni su serijski i na njima je fazni napon, pa je snaga:
U1,
=—L=_p.
2R 6

E
I_

)
l_I

Taa

-

()

Slika 9.29 — Ispad jednoga vanjskog (linijskog) vodica i nasuprotne faze

» Ispad jednoga vanjskog (linijskog) vodica i susjedne faze — Slika 9.30
E I

()

S
Lo
)

()

Lisy

()

Slika 9.30 — Ispad jednoga vanjskog (linijskog) vodica i susjedne faze
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U ovakvim uvjetima iz sustava ispada i1 druga faza vezana na ¢vor prekinutog linijskog vodica, pa se
snaga predaje jedinoj preostaloj fazi, koja je ostala u nepromijenjenim uvjetima napona i struja:

i
P=U 1 =2F,.

» Kratki spoj u jednom faznom vodu — Slika 9.31

(~ O\ !
ks
0——("\U }EZ 2 R
+
R
73 3

E
—®
+

Slika 9.31 — Kratki spoj u jednom faznom vodu

2 2
u, 22U, 2

Otpori u ostalim dvjema fazama spojeni su paralelno, pa je P = = z ~3h
2

9.5. Analiza odnosa veli€ina trofaznoga sustava i ekonomski aspekti
trofaznog prijenosa snage

Zvijezda 1 trokut spojevi imaju Siroku primjenu u praksi i u ,,zdravom* energetskom sustavu su u
pribliznoj ravnotezi. U kucanstvima su pretezno zastupljena jednofazna trosila, ali se opskrba isto
izvodi s Cetverozi¢nim trofaznim vodovima. TroSila su priblizno jednako rasporedena po svakom
linijskom vodu, tako da globalno predstavljaju viSe-manje simetri¢no troSilo spojeno u zvijezdu.
Rezultiraju¢a struja u neutralnom vodicu stoga je priblizno jednaka nuli, iako su za svako pojedino
troSilo linijska struja i struja u nultom vodu naravno jednake. Potros$nja energije u industriji temelji se
na troSilima velikih snaga, kao $to su primjerice izmjeni¢ni motori. Takva troSila projektirana su kao
trofazna, zbog svojstava trofazne struje u pogledu konstantne trenutatne snage 1 rotirajuceg
magnetskog polja, o ¢emu ¢e poslije biti rijeci. Osim toga, znacajan broj jednofaznih trosila velike
snage nepovoljno bi se odrazio na uravnotezenost energetskog sustava.

Spojevi generatora i trosila

Buduc¢i da generator i/ili troSilo mogu biti spojeni u zvijezdu i/ili trokut, moguca su Cetiri razlicita
spoja generatora na tro$ilo, kao na Slici 9.32:

e zvijezda-zvijezda (s nultim vodom i bez njega) — sva troSila su na faznom naponu za sustav
simetri¢nih tro$ila bez nultog voda. Za sustav nesimetri¢nih trosila potreban je nulti vod da se na
fazama zadrze simetri¢ni fazni naponi. U protivnom bi svaki par troSila bio spojen na linijski
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napon, koji bi se rasporedio u ovisnosti o njihovim impedancijama. Stoga je nulti vodic
neophodan i na njega se ne smije prikljuciti nikakav osigurac;

e zvijezda-trokut — na svaku fazu troSila prikljucen je linijski napon, neovisno o impedanciji
trosila;

e trokut-trokut — fazni napon prikljucen je na impedancije trosila, neovisno o njihovu iznosu;

e trokut-zvijezda — napon na fazama trosila je U , / V3.

c) d)

Slika 9.32 — Vrste spojeva generatora i trosila

Usporedba spoja u zvijezdu i trokut s motriSta struja i snaga

Sazet prikaz odnosa linijskih i faznih napona i struja spoja u zvijezdu i u trokut:
Zvijezda: U, =+3U, , I, =1,
Trokut: U, =U, , ILA:\EI_M'

Kada se opcenito govori o naponima i strujama u trofaznome sustavu, podrazumijevaju se obi¢no
linijske veli¢ine. Naime, radi se o uvijek mjerljivim vrijednostima, jer linijski vodovi moraju biti
pristupacni. To nije slucaj s faznim vrijednostima, jer vrsta spoja izvora ili trosila moze biti nepoznata.
Iako su linijski napon i struja temeljne vrijednosti viSefaznih sustava, njihov medusobni omjer (U./I1)
ne predstavlja niti jednu stvarnu impedanciju, neovisno o vrsti spoja. U zvijezda spoju razlikuje se
napon, a u trokut spoju struja. Zbog toga je u analizi svojstava nekog trosila ili uredaja povoljnije raditi
s faznim veli¢inama. Primjerice, impedancija faze trosila uvijek je Uyl neovisno o vrsti spoja.

Od interesa je usporedba linijskih struja za trosilo jednakih impedancija Z u svim trima fazama
zvijezde, odnosno trokuta:

U
zvijezda: [, =1, :7‘f = \/%Z :—\E;]L

trokut: ILA:\/?I/A:\/?%:S’ILZ.
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Dakle, tri jednake impedancije Z spojene u trokut uzimaju trostruko vecu struju nego kad su te iste
impedancije spojene u zvijezdu. Takoder se moze zakljuciti kako je spoj u zvijezdu triju jednakih
impedancija Z ekvivalentan spoju u trokut triju jednakih impedancija 3 Z, Sto je u skladu s poznatim
zvijezda-trokut pretvorbama.

U svrhu usporedbe djelatnih snaga razmatrat ¢emo primjer dvaju simetri¢nih troSila jednakih otpora R
spojenih u zvijezdu, odnosno u trokut, 1 priklju¢enih na jednake linijske napone, kao na Slici 9.33.

Slika 9.33 — Simetricna trosila (zvijezda i trokut) spojena na mrezu linijskih napona

U2 U2 U2
Djelatne su im snage: P. =3—-L P, =3-L=9-L
R R R
pa je omjer snaga — =—. Dakle, pri jednakim otporima u fazama trosila, spoj u trokut uzima

A
trostruko vecu snagu od spoja u zvijezdu.

Paralelni spojevi trofaznih trosila

U trofaznim se sustavima mogu primijeniti i poznate relacije za odredivanje nadomjesnih paralelnih
spojeva razli¢itih pasivnih troSila spojenih na iste linijske vodove. Isto vrijedi 1 za paralelno spajanje
izvora uz uvjet jednakosti frekvencija, linijskih napona i faza.

Primjeri paralelnih spojeva prikazani su na Slici 9.34.

A

Slika 9.34 — Paralelni spojevi trofaznih trosila
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Za spoj u trokut (a) 1 spoj u zvijezdu sa zajedniCkim zvjezdiStem (b) odreduje se nadomjesna
impedancija za svaku fazu kao paralelni spoj pripadnih dvaju otpora u istoj fazi, neovisno o tomu jesu
li trosila simetri¢na ili nesimetricna. Ako zvjezdista nisu spojena (c), a trosila su simetri¢na, vrijedi isto
Sto i za (b). U protivnom se pretvorbom svake zvijezde u trokut dobije sustav kao na slici (a).

Ako je jedan trokut, a drugi zvijezda spoj, impedancije po fazama dobiju se pretvorbom u jedan

nadomyjesni trokut ili jednu zvijezdu. Za prethodni primjer na kojem su analizirani odnosi snaga dobiju
se dvije kombinacije prema Slici 9.35.

; 1
A 2
5 3
R | RI | R R| | R| |R 3R| | |3R| | |3R Rl IR||IR
3 3 3
a) b)

Slika 9.35 — Odnosi otpora kod spojeva u zvijezdu i trokut

a) Otpor po fazi troSila je R_=R]|

g g, a pretvorbom u nadomjesni trokut dobije se

b) Do istog rezultata dode se izravno odredivanjem nadomjesnog otpora faze trokuta:

RA=R||3R=§R.

Ekonomic¢nost trofaznog prijenosa elektri¢ne energije: U uvodu je spomenuta ekonomic¢nost prijenosa
energije preko trofaznog sustava koja se o€itava u manjim gubitcima i uStedi materijala za vodove.
Kako bismo obrazlozili tu tvrdnju, usporedit ¢emo sustave trofaznog trozicnog prijenosnog voda
simetri¢nih linijskih napona i struja U= 1 /= te jednofaznog dvozi¢nog prijenosnog voda napona U. i
struje /.. Radi uocavanja karakteristika prijenosa pretpostavimo kako je potrebno prenijeti jednaku
snagu (VA) u oba sustava. Tada je:

U =3U_I . (9-40)

Ako se uzmu jednaki naponi izmedu vodova u oba slu¢aja U== U. , onda je /_ =\/§IE. Neka su otpori
vodic¢a po jedinici duljine R=1 R.. Uz pretpostavku jednakih ukupnih toplinskih gubitaka snage u oba
sustava dobije se:

2I°R =3I’R.=I’R. = R.=2R . (9-41)
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Budu¢i da su otpori vodi¢a obrnuto proporcionalni pripadnim povrSinama poprecnog presjeka S=1 §.,
vrijedi: §_ = 2§ _. Izlazi kako je omjer ukupnih volumena materijala vodi¢a po jedinici duljine (V//
= §) u oba sustava:

3. 3

—=—=075. (9-42)

25 4
To bi znacilo da u trofaznom sustavu koli¢ina potrebnog materijala (bakra), uz pretpostavljene uvjete
jednakih toplinskih gubitaka i prenesenih snaga, iznosi 75 % koli¢ine materijala koriStenog u
jednofaznom sustavu. U Cetverozicnom trofaznom sustavu ta bi se usteda reducirala, jer je potrebno
provesti neutralni vod. Medutim, ona ipak postoji, jer nultim vodom teku samo male struje nesimetrije,
pa on moze biti tanji (manji volumen po jedinici duljine) od linijskih vodova.
S druge strane, mozemo krenuti od pretpostavke kako je u oba sustava koriStena ista koliCina
materijala:

2§ =3S. = R_= %R. (9-43)
Za jednaku prenesenu snagu (/- =w/§1;) ukupni gubitci u trofaznom sustavu su:
3I’R_=1°R_ = %1_212_, (9-44)

a u jednofaznom 2I°R, pa je njihov omjer ponovno 0,75. Dakle, smanjenje toplinskih gubitaka u

trofaznom sustavu, uz jednaki troSak na materijalu kao i u jednofaznom sustavu i istu koli¢inu
prenesene snage, iznosi 25 %. Kada bi se usporedba vrsila pri odgovaraju¢im faznim naponima,
prednost trofaznog sustava bila bi jo§ izrazenija.

9.6. Snaga i mjerenje u trofaznom sustavu

U prethodnom poglavlju dane su temeljne relacije za proracun snage u simetricnom i1 nesimetri¢nom
sustavu za spoj troSila u zvijezdu i trokut te prora¢un snaga za tipi¢ne vrste poremecaja u sustavu. U
sljede¢im razmatranjima analizirat ¢e se posebno trenutacna snaga u simetricnom sustavu, kao bitna
karakteristika trofaznih sustava, te metode mjerenja snage u simetriénim i nesimetricnim trofaznim
sustavima.

9.6.1. Odredivanje trenutac¢ne snage simetricnoga trofaznog trosila

Tvrdnja: Clanovi s dvostrukom frekvencijom u izrazu za trenuta¢nu snagu iS¢ezavaju, tj. trenutacna
vrijednost djelatne snage simetri¢nog troSila nema titrajni karakter, ve¢ je konstantna.

Dokaz:
Razmatrajmo primjerice simetricno induktivno troSilo spojeno u zvijezdu za koje vrijedi:
U,=0,.=0,:=0, . 1,,=1,,=1,;=I,

'm3 ml™ "m

Trenutacne vrijednosti faznih struja i napona su:

u,=U sinwt , u,=U, sin (a)t—IZOO) . w,=U sin (a)t+1200)

i,=1,sin (0t—¢) , i,=Isin(0t-120"~¢) , i=I,sin (0t+120"~¢) . (9-45)

Snaga u prvoj fazi je:
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= i,=U, I sin wt-sin (wt—@=2Ulsin wt-sin (ot—¢. (9-46)

Uporabom trigonometrijske transformacije:

Sina-sinﬂ=§[cos(a—ﬂ)—cos(a+ﬂ)] (9-47)
dobije se:
p, =Ul[cos p—cos (2wt - ¢)]. (9-48)

Analogno se odrede snage u preostalim dvjema fazama:

p,= UI[COS(p—COS(Za)t—MO” —(p)]

p,=UI [cos¢—cos(2wt—2400 —(0)] (9-49)

Ukupna trenutacna snaga je suma trenutacnih faznih snaga: p=p,+p,+p,

odnosno:

p=UI [cos @ —cos (2wt — @)+ cos ¢ —cos (2a)t —240° - (p) +cos @ —cos (Za)t +240° - (p)] .

(9-50)

Razvojem kosinusa razlike u ¢lanovima koji sadrzavaju dvostruku frekvenciju pokazuje se kako je

doprinos tih ¢lanova jednak nuli. Budu¢i da su U i [ efektivne vrijednosti faznih napona i struja,
ukupna trenutacna snaga je:

p=3U,1, COS¢=\/§ULIL cos @ = konst. (9-51)

Zakljucak: TrenutaCna snaga simetricnoga trofaznog trosSila bez obzira na vrstu spoja konstantna je,
odnosno vremenski neovisna i jednaka izrazu za djelatnu snagu simetricnoga trofaznog trosila.

Jednofazni motor dobiva snagu koja titra u ritmu dvostruke frekvencije Sto stvara Sum i mehanicke
vibracije na osovini motora. S druge strane, ako je trofazno troSilo primjerice indukcijski motor, onda
¢e njegova snaga, pa tako i zakretni moment na osovini, biti konstantni. To je bitna prednost trofaznih
sustava. Isto se moze zakljuciti i za generatore.

9.6.2. Mjerenje snage

Vatmetar je instrument koji udruzuje funkcije ampermetra i voltmetra. Kalibriran je za izravno
ocitavanje srednje izmjeni¢ne snage. Sadrzi dva svitka: strujni i naponski. Svitci su smjesSteni tako da
je otklon instrumenta proporcionalan s Ulcose. Pri tomu je U — efektivna vrijednost napona na
stezaljkama naponskog svitka koji se vezuje paralelno mjerenom trosilu, / — efektivna vrijednost struje
kroz strujni svitak koji se spaja u seriju s troSilom, ¢ — kut izmedu fazora napona i struje. Polaritet
naponskog (pozitivna stezaljka) i strujnog (ulazna stezaljka) svitka oznacuje se tockom ili zvjezdicom:
o ili *,

Simetricno trosilo

Spoj u zvijezdu: Za mjerenje snage dovoljan je jedan vatmetar, kao na Slici 9.36. Strujne stezaljke
spajaju se serijski s jednim linijskim (faznim) vodi¢em, a naponske stezaljke izmedu istog voda i
nultog voda (a). Ako je sustav bez nultog voda, druga naponska stezaljka spaja se sa zvjezdiStem
trosila (b).
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Pokazivanje vatmetra je: B, = Re(ﬁ,]_ | )= U, cosgp, (9-52)
a ukupna djelatna snaga: F,=3F,=3U,cosp. (9-53)

i\‘

4 Z
Z Z
2 I e U I e
Z Z
I
L

a) b)

Slika 9.36 — Mjerenje djelatne snage simetricnog trosila — spoj u zvijezdu

Ako nema nultog voda ili je nulta tocka troSila nepristupacna, moze se mjerenje napona i snage izvesti
1 formiranjem tzv. umjetne (prividne) nule pomocu simetricnog zvijezda spoja triju jednakih otpornika
R (Slika 9.37.a)). Druga naponska stezaljka vatmetra spaja se na umjetnu nulu. Ukupna snaga jednaka

je By=3F,.

*1

I < w ) _

\ BN
P  +—

SIMETRICENO
2 TROSILO 7
2 . '7 0

3 _

Z
3 I

R R R
a) b)
0

Slika 9.37 — Mjerenje u spoju s prividnom nulom i vatmetrom spojenim na linijski napon

Mjerenje se moze vrsiti 1 prema Slici 9.37.b), spajanjem stezaljka vatmetra na linijski napon. Tada je:

P, =RU,,I})=~/3U,1, cosg, (9-54)
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pa je ukupna snaga \/E puta veca od olitanja vatmetra, tj. P, = \/§PW .

Spoj u trokut: Takoder je dovoljan jedan vatmetar. Strujne stezaljke spajaju se serijski s jednim faznim
vodi¢em, a naponske stezaljke na krajeve istog faznog voda prema Slici 9.38.

: 1

N

N

; 1

Slika 9.38 — Mjerenje djelatne snage simetricnog trosila — spoj u trokut

Vatmetar pokazuje: B, = Re(U A 1): U,l,cosgp.
Ukupna djelatna snaga je P, =3F, .

Jalova snaga takoder se moze odrediti uporabom jednog vatmetra €ije su strujne stezaljke spojene na
jedan linijski vod, a naponske izmedu dvaju preostalih vodova, kao na Slici 9.39. Time se stvara
dodatni fazni pomak napona od 90".

1

2 */W\ SIMETRICNO
TROSILO

3

Slika 9.39 — Mjerenje jalove snage jednim vatmetrom
Ocitanje vatmetra je:

P =Re(U,,-I,)=-=~3U 1, cos(90" - ) =3U 1, sing, (9-55)

pa je ukupna jalova snaga: O, =\/§PW.

Nesimetric¢no trosilo

Uporabom triju jednofaznih vatmetara za mjerenje djelatnih snaga svake pojedine faze moze se dobiti
ukupna djelatna snaga trofaznog sustava kao zbroj ocitanja triju vatmetara. Spoj je prikladan za
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odredivanje ukupne i pojedinacnih faznih snaga kada su izvor i tro$ilo u zvijezda spoju. Tada se strujni
svitak spoji serijski s fazom trosila, a naponski paralelno na fazu trosila. U praksi ponekad nije moguce
primijeniti gore navedeni nacin spajanja vatmetara. Razlog moze biti nedostupnost nulte tocke trosila
ili su faze u trokut spoju. Ako je zvjezdiste troSila nepristupacno, strujne stezaljke mogu se ispravno
spojiti, a naponske ne mogu. S druge strane, kod trosila spojenih u trokut, kao $to su trofazni rotacijski
strojevi, pristupacne su samo tri vanjske stezaljke trosila. Naponske stezaljke mogu se spojiti ispravno,
ali ne 1 strujne. Buduc¢i da je uvijek omogucen pristup linijskim vodovima, moze se, trima vatmetrima
spojenima prema slici 9.40, odrediti ukupna snaga troSila spojenog u zvijezdu ili trokut, kao zbroj
ocitanih vrijednosti.

AN

2 (W
\y TROSILO

3 *’ w; }
. T
0

Slika 9.40 — Mjerenje djelatne snage nesimetricnog trosila trima vatmetrima

Temeljem ocitanja vatmetara ukupna djelatna snaga je:

P, =Py, +B,+B,;=Re (U] )+Re (U,;)+Re (U,), (9-56)
odnosno:

P,=P,,+B,+B,;=Re (U] )+Re (U,I,)+Re (U,I). (9-57)

Ako je trosilo simetri¢no, vatmetri pokazuju jednake vrijednosti.

Mjerenje se moZe izvesti 1 bez spajanja zajednickih stezaljka vatmetara na nulti vod, a i u sustavu bez
nultog voda, jer sami vatmetri formiraju umjetnu nulu (vatmetri trebaju biti jednaki). Dakle, polozaj
zajednicke tocke m je proizvoljan. Moze se postaviti bilo gdje bez utjecaja na konac¢ni rezultat — uvijek
je suma ocitanja jednaka ukupnoj snazi.

Ako tocku m postavimo na linijski vodi¢ (3), vatmetar W3 pokazivat ¢e nulu (nema razlike potencijala
izmedu naponskih stezaljka), Sto znaci da je suviSan, odnosno nepotreban. Ukupnu snagu daje zbroj
pokazivanja preostalih dvaju vatmetara, pa se mjerenje moze obaviti samo dvama vatmetrima, kao na
Slici 9.41. Strujni svitci spoje se na bilo koja dva linijska voda. Tocka zajedni¢kog potencijala postavi
se na preostalom linijskom vodu. Time je realiziran tzv. Aronov spoj odnosno metoda dvaju vatmetara.

Metoda se primjenjuje za mjerenje ukupne snage kada imamo pristup samo na tri linijska voda. Vrijedi
za simetri¢na i nesimetri¢na troSila u zvijezda ili trokut spoju, a valjana je i u slucaju nesimetricnog
izvora.
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Slika 9.41 — Mjerenje djelatne snage metodom dvaju vatmetara (Aronov spoj)
Dokaz:
Ukupna trenutacna snaga je p,, = p,+ p, + p; =u,i, +u,i, +u,i,.
Kada nema neutralnog voda, vrijedi: i, +i,+i; =0 = i,=—,—i,.
Slijedi:
P = Uly +uyly — sl —u5hy =1y (uy — vy )+, (U, —us ) =50+, (9-58)
Dakle, ukupna je snaga upravo zbroj pokazivanja vatmetara:
P =P, +B,=Re (U, I )+Re (U, 1,). (9-59)

U praksi se Cesto uporabljuju i integrirani vatmetri (trofazni vatmetri) s dva instrumenta ugradena u

zajednicko kuciste i sa zajednickim pokazivacem. Zbrajanje snaga vrsi se automatski.

QOdredivanje faze i jalove snage u simetri¢nom sustavu pomodéu Aronova spoja

Iz fazorskog dijagrama faznih i linijskih napona i struja simetricnog sustava je:

_ J7 _ j1s0” j180° _ -j30° _ —j90°
U,;=-U;, =U,e e =U,e , U,y=Ue
I,=1¢" I, =1 e

1 1L ’ 2 — 1L .

Vatmetri pokazuju:
U0 )=RelU e 1,67 )=U, 1, cos(30" +)

—

B,, =Re

By, =RelU,,1;)=RelU,e™" -1, )=U, 1, cos(30" - ).

Zbroj pokazivanja vatmetara jest:

Py, +P,, =U,I, cos300 +@)+U,1I, cos30' —p)=---=~3U,1, cosp=P, .

Time smo jos$ jednom potvrdili kako vatmetri mjere ukupnu djelatnu snagu.

(9-60)

(9-61)

(9-62)
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Razlika pokazivanja vatmetara je:
B,,-F,=Ul, cos(300 —(0)—ULIL cos(300 +(0)=~'=ULIL sing, (9-63)

pa je ukupna jalova snaga:

Q:\EUL]L Sm(o:\/g(sz —Fy)
QZN/EUL]L Sin¢:\/§(PW2 —By). (9-64)

Iz kvocijenta zbroja i razlike o€itanja vatmetara moze se odrediti fazni kut:

P, —P
tgp=~322 VL (9-65)
PW2 + PW[

Iz gornjih izraza moze se zakljuciti:

e zadjelatno trosilo (cosp = 1, ¢ = 0) pokazivanja vatmetara su pozitivna i jednaka;

e zareaktivno trosilo (cosp = 1, ¢ = 90°) pokazivanja su jednaka, ali suprotnog predznaka, pa
je ukupna djelatna snaga jednaka nuli;

e za cosp = 0,54, @ = 60" pokazivanje P,=0). Za sve induktivne faktore snage ispod 0,5
ocitanje vatmetra W¥; je negativno;

e 7a cosp = 0,5k, @ = -60° pokazivanje B,=0. Za sve kapacitivne faktore snage ispod 0,5
ocitanje vatmetra > je negativno;

o zacos@ > 0,5rpina OCitanja vatmetara su pozitivna i razlicita.

Elektronicki vatmetri mogu indicirati negativne vrijednosti snage. Ako vatmetri ne mogu registrirati
negativni otklon, potrebno je obrnuti stezaljke strujnog svitka ili promijeniti polaritet naponskog
svitka.

9.7. Simetricne komponente nesimetriénoga trofaznog sustava

Elektroenergetski sustav temelji se na trofaznim mrezama i sadrzava niz elemenata kao Sto su
generatori, transformatori, prijenosni vodovi i na kraju troSila radi kojih se sustav i projektira. TroSila
se ne prikljucuju izravno na generatore, ve¢ na mrezu. U takvoj situaciji, ovisno o pogonskom stanju,
mogu u sustavu nastupiti razliciti poremecaji. U slu¢aju normalnog pogona sustav je simetrican i moze
se analizirati na samo jednoj od faza, jer je stanje u ostalim fazama identicno. Medutim, ako iz bilo
kojeg razloga u fazama sustava poteku struje koje se razlikuju po iznosu i/ili fazi, sustav postaje
nesimetrican. Uzrok nesimetrije moze biti posljedica nejednakih impedancija u fazama, nejednakih
EMS-a ili nekog kvara. Pored ve¢ navedenih naCina rjeSavanja nesimetri¢nog sustava, na raspolaganju
je 1 analiticka metoda poznata kao metoda simetricnih komponenata.

Naime, bilo kakav nesimetri¢ni sustav U,,U,,U; moze se razloziti na tri simetri¢na trofazna sustava
¢ija superpozicija daje upravo razmatrani nesimetricni sustav:

e Direktna komponenta — U,;,U,,;,U,, jest simetri¢ni trofazni sustav s istim redoslijedom faza
kao 1 zadani nesimetri¢ni sustav.

e Inverzna komponenta — U,,,U,,,U;; jest simetri¢ni trofazni sustav s obrnutim redoslijedom faza
u odnosu na zadani nesimetri¢ni sustav.
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e Nulta komponenta — U,,,U,,,U;, jest sustav od triju jednakih veli¢ina medu kojima nema
faznog pomaka.

Nesimetri¢ni sustav i njegove komponente povezuju jednadzbe:

U, :Um +Uli +Um , U, =U,, +U2i +Uzo » Uy=U; +U;+U; (9-66)
Radi jednostavnosti uvodimo operator a =¢/ 12&, ¢ije su potencije:
a'=1;a =a="" ;a’ =" =" ; i’ =e""" =1;a'=ac’ =a . (9-67)
Takoder je:
I+a+a’=1+e""" 47" =1+2cos 120 "=0 . (9-68)

Za pojedine simetricne komponente tada vrijedi:

Uzd:Ud ’(JZd:azl_]d ’(7351:“ d
U, =0 =l (9-69)

I

Ui=U ,Uy=al; ,
U,p=U=U;y=U,
Dakle, ako su poznate njegove simetricne komponente, nesimetri¢ni se sustav moze odrediti iz izraza:

U=U+U+U, , U=dU+aU+U, , U=aU,+a’U+U, . (9-70)

S

Jednadzbe (9-70) omoguéuju i obratni postupak — odredivanje simetricnih komponenata za dani
nesimetri¢ni sustav.

Graficki prikaz sustava simetricnih komponenata i pripadnog nesimetricnog sustava dan je na Slici
9.42.

MNesimetriéni
sustav

[/, —— Nulti sustav

L'r_-:r;u E—

Slika 9.42 — Zadani sustav simetricnih komponenata i pripadni nesimetricni sustav
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Ako zbrojimo sve tri jednadzbe u (9-70), dobije se:

,+U, +U, =17d(]+a2+a)+17i(]+a+a2)+3170 =30, (9-71)

=0 =0

C

gdje je nulta komponenta:

7, =§(17, £U,+T,) (9-72)

Ako drugu jednadzbu u (9-70) pomnozimo s a (rotiramo fazore za 120°), a treéu s @’ (rotiramo fazore
za -120°), dobiju se jednadzbe:

U =U,+U +U,
aU,=a'U,+a’U,+aU,=U,+a’U, +aU, (9-73)

a U,=aU,+a'U +a’U,=U,+aU, +a’U, .
Zbroj tih triju jednadzbi daje:

U,+aU, +a’U, =3(7d+l7i(]+a2+a)+(70(]+a+a2)=3l7d : 9-74)

=0 =0

Direktna komponenta je:
7, =é(l7]+a172+a2173) . (9-75)

Konaéno, ako drugu jednadzbu u (9-70) pomnozimo s a°, a treéu s a, slijedi:

=U,+U,+U,
& U, =d'U, +a'U +a*U, =aU, +U, +a’U, (9-76)
a l73 :azljd +a3l7i+al70 :asz +Ul_+al70 .

Iz zbroja:
U,+a’U,+aU,=0U,(1+a+a’)+30,+U,(I+a’ +a)= 30, 9-77)
=0 =0

dobije se inverzna komponenta:

7, = é((?l +a’U, +al,) . (9-78)
Sustav od 3 x 3 simetri¢ne komponente jednoznacno je odreden jednadzbama za U d,Ui,UO 1 pocetnim
relacijama (9-69).

Odgovaraju¢i graficki prikaz dan je na Slici 9.43. 1z zadanoga nesimetri¢nog sustava (/ijeva slika)
konstruira se pripadni sustav simetricnih komponenata 3(70,3l_/ d,3(7,- (desna slika) prema prethodno
navedenim jednadzbama.
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g Konstrukcija simetri¢nih

komponenti
!’ LT

3

S

Nesimetricni sustav

Slika 9.43 — Zadani nesimetricni sustav i odredivanje pripadnih simetricnih komponenata

Na Slici 9.44 prikazani su referentni fazori simetri¢nih komponenata 3U,,3U,,3U., preneseni s

prethodne slike. Ako se oni podijele s 3 1 uzme u obzir definicija triju simetricnih komponenata (9-69),
dobije se graficki prikaz direktnoga, inverznog i nultog sustava.

Direktni sustav

Inverzni sustav

Nulti sustav
{_].'.‘I ""
!
'/T N / :
P — i
U3f' U‘” — e e :
Um 20 U_e I
I
I
.. ' 30,
~_ 30, !
e ~ I
o

Slika 9.44 — Simetricne komponente zadanoga nesimetricnog sustava
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Razmatrali smo stanje nesimetrije napona koje se moze odnositi bilo na fazne bilo na linijske
vrijednosti. Razlaganje u simetri¢éne komponente vrijedi i za nesimetri¢ne struje. Naime, ako su naponi
simetri¢ni, kao posljedica nesimetrije troSila stvara se nesimetrija struja. S obzirom na snagu u sustavu
vrijedi:

e direktni sustav ima snagu konstantnog iznosa, $to je ve¢ pokazano;

e inverzni sustav daje pulsirajucu snagu sa srednjom vrijednosti nula;

e nulti sustav ima ne samo srednju nego i trenuta¢nu snagu jednaku nuli.
Posljednje dvije tvrdnje mogu se dokazati na isti nacin kao i prva.

Mogu se navesti joS neki posebni zakljucci vezani za nultu komponentu, a ve¢ su dijelom poznati iz
prethodne analize trofaznih sustava:

- Kako je nulta komponenta srednja vrijednost zbroja fazora originalnoga nesimetri¢nog sustava,
bilo koja grupa fazora ¢iji je zbroj nula ne¢e imati nultu komponentu. Tako primjerice u skupu
linijskih napona ili struja trozZi¢noga sustava nema nulte komponente. Zbog toga se kod trosila
spojena u trokut nulti sustav struja ne moze zatvoriti u dovodnim vodovima, ali nulte struje

mogu te¢i unutar trokuta kao kruzne struje.

- Ako je trosilo spojenu u zvijezdu bez nultog vodica, postoji nulta komponenta faznog napona
(pomak zvjezdista zbog nesimetrije trosila), ali ne mogu te¢i nulte struje.

- Ako postoji nulti vodi¢, kroz njega teku nulte struje kao zbroj linijskih struja. Pod odredenim
uvjetima moze postojati i nulta komponenta faznih napona.

Metoda simetri¢nih komponenata opéenito se rabi za ispitivanje utjecaja nesimetricnih impedancija, ali
joj je primjena najprikladnija u ekstremnim sluc¢ajevima kada se nesimetrija javlja zbog kratkog spoja
ili prekida. Najsnaznije neuravnotezenje u sustavu ne nastaje pri promjenama opterecenja, nego upravo
pri navedenim tipovima kvarova. Zato je metoda narocito pogodna za analizu prijenosnih mreza, kao i
rotacijskih strojeva u uvjetima kvara, kao §to su primjerice jednopolni, dvopolni i tropolni kratki spoj,
dozemni spoj, kratki spoj s dozemnim spojem, prekid i dr. Izmedu pojedinih komponenata (d, i, 0)
nema medusobnog djelovanja — struje jedne komponente izazivaju na odgovaraju¢oj impedanciji
padove napona samo te komponente. To znaci da se za svaku komponentu moze realizirati odvojeni
nadomjesni krug, a onda se krugovi kombiniraju prema vrsti kvara i ograni¢enjima slucaja koji se
analizira.

Rad elektroenergetskog sustava karakteriziraju vrlo velike snage. Pojava navedenih abnormalnih
uvjeta moze stoga biti destruktivna i izazvati velike Stete, pa je njihova analiza vrlo bitna. Ovakvi su
slucajevi u praksi dosta slozeni jer elektroenergetski sustav sadrzi veci broj generatora i transformatora
u razli¢itim izvedbama i spojevima — uzemljeni ili ne, s nultim vodom ili bez njega, spoj u zvijezdu ili
u trokut, utjecaj grupe spoja transformatora. Medutim, primjenom postupaka numeri¢ke analize na
racunalu metoda simetricnih komponenata dobiva svoj puni smisao. Njome se mogu odrediti struje
kratkog spoja u postoje¢im mrezama. Isto tako metoda je vazna i za planiranje mreze kako bi se
odredili podatci bitni za dimenzioniranje elemenata EES-a.
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10. OBRTNO MAGNETSKO POLJE

Relativno jednostavno dobivanje obrtnoga (rotacijskoga) magnetskog polja predstavlja jednu od
najvecih prednosti koje pruzaju viSefazni, a posebno trofazni sustavi. Ono se rabi za konstruiranje
indukcijskog ili asinkronog motora, kao i drugih elektricnih motora i generatora. Na principu
rotacijskoga polja temelji se i rad nekih instrumenata kao $to su mjeraci faze, brzinomjeri (tahometri) i
dr. lako se opc¢enito moze govoriti o n-faznom polju, od posebnog je interesa trofazno obrtno polje.

10.1. Trofazno obrtno magnetsko polje

Trofazno obrtno polje stvara se u generatoru — izvoru elektriCne energije, a potrebno je za vrtnju
asinkronog elektri¢nog stroja. Danas je vise od 90 % motora temeljeno na obrtnom magnetskom polju.

Razmotrimo najprije rezultiraju¢e magnetsko polje za slucaj kada je trofazni namotaj tako vezan na
zajednicku jezgru da se stvara zajedni¢ka magnetska os svih namotaja, kao na Slici 10.1.

Lo 9 o |

oo oo o M

A

Slika 10.1 — Trofazni sustav spojen na zajednicku jezgru

Namotaji su spojeni u zvijezdu i protjecani su linijskim strujama i;, iz, i3. Ukupni magnetski tok je:

@zBukS:@”", (10-1)
R,
a stvorila ga je magnetomotorna sila:
O, =N,i,+N,i,+N,i,. (10-2)

Za slucaj jednakog broja zavoja: N,=N,=N,=N slijedi:

0,=N(G,+i,+i;)=0 = @, =0,B, =0. (10-3)
=0

Budu¢i da je suma linijskih struja jednaka nuli, za prikazani raspored faza rezultiraju¢i magnetski tok i
magnetska indukcija jednaki su nuli.
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Medutim, potpuno drukciji rezultat dobije se ako se namotaji na jezgri rasporede tako da su
geometrijski pomaknuti za kut od 120°, a kroz namotaje teku struje koje su medusobno vremenski
fazno pomaknute za isti taj kut. Takav smjestaj svitaka karakteristiCan za trofazne strojeve prikazan je
na Slici 10.2, koja prikazuje pojednostavljen presjek statora stroja.

A Osfazel

Slika 10.2 — Presjek statora stroja s pripadnim magnetskim osima

Fazna struja i; tee kroz prvi namotaj (ulazi u tocku -1, a izlazi iz to€ke +7) i stvara magnetsku uzbudu

prve faze ¢iji je smjer odreden pravilom desnog vijka (os faze 7). Preostale dvije struje rasporedene su
po unutarnjem opsegu statora tako da rezultiraju¢e magnetske osi tvore kut od 120° (medusobno i u
odnosu na os faze 7).

Zadani simetri¢ni trofazni sustav struja:
i, =1,sinwt
i, =1, sin(ewx —120°) (10-4)
i=1, sin(a)t - 2400) =1, Sin(a)t + ]200)

prikazan je na dijagramu valnih oblika prema Slici 10.3.

)

r
I I I3

A

Slika 10.3 — Trofazni sustav struja s odabranim uzorcima vremena
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Sustav stvara vlastite magnetomotorne sile @ koje su proporcionalne struji koja ih je proizvela. Prema
relaciji (10-1) stvoreni magnetski tokovi @, odnosno magnetske indukcije (gusto¢e magnetskog toka)
B, bit ¢e takoder proporcionalni uzbudnim strujama:

B,(t)=B, sin ot
By(t)=B,sin (ax—120") (10-5)
By(t)=B,sin (a+120") .

Razmotrit ¢emo odredivanje iznosa ukupnih magnetskih indukcija u trenutku # = 0 i u trenutcima kada
pojedine struje imaju maksimalne vrijednosti (¢, t, t.). Graficki prikaz tih slucajeva, na kojemu se
moze pratiti iznos i faza ukupne indukcije, jest:

Os1 Os 1
A A

Os 3 Os 2 Os 3 Os 2

Slika 10.4 — Odredivanje Bux za odabrane vremenske uzorke

53 3

a)Zat=0,w0t=0 je: B] =0, BZ =—7Bm , B3 =7Bm

Ukupna indukcija je:
B(Z:0):0+BchS£+B3COS£:2'£BmCOSZ:iBm_ (10-6)
6 6 2 6 2
T 1 1
b)Zat:ta,a)tzgje. B, =B, , BZZ_E o sz_EBm

Ukupna indukecija je:
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T T 1 3
B(t=t )=B,+B —+ B =B +—B ==B . 10-7
( a) 1 ZCOS 3 3COS 3 m 2 m 2 m ( )
¢) Zaz:zb,a)zz%je: Bz=—§3m , B,=8,, sz_igm
Ukupna indukcija je:
B T 3
B(t=t, )=B_ +2—=2 —==B . 10-8
( b) m 2 cos 3 2 m ( )
iz . . 1 1
d)Zat:tc’a)t:T‘]e B]:—EBM , Bzz—EBm, B3:Bm
Ukupna indukcija je:
B T 3
B(t=t )=B +2—= —==PB . 10-9
( L) m 2 cos 3 2 m ( )

Ocito je kako se apsolutna vrijednost ukupne indukcije ne mijenja, ali se njezin polozaj u xy ravnini
mijenja. Odredit ¢emo op¢i analiticki izraz za rezultantnu indukciju temeljem komponenata magnetske
indukcije u xy ravnini prema Slici 10.5:

B, =B, +B, +B,, , B,=B, +B, +B;,. (10-10)
A y
A
os1| B,
X
B, B,
Os3 Os?2

Slika 10.5 — Raspored osi trofaznoga magnetskog polja

Pojedine komponente su:

B, =B, sinax
B, =0
1-* 2 B, =-B sin | ot 27 sin’.
B, =B, sin(a)t—?ﬂj-cos% 2y Tm 3 6 (10-11)
: 2\ . 7w
B, =-B, sin a,HZ_” .cos - B3y =—B, sin (a)t+—j-szn— .
’ 3 6 3 6

Ukupna projekcija na x os je:

BX:Bmcosz- sin a)t—Z—ﬁ —sin a)t+2—7[ :Bmcosz- —2sin2—7[cosa)t , (10-12)
6 3 3 6 3
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odnosno:
B, =—%Bm cos wt . (10-13)
Ukupna y komponenta je:
B, =B, sinot-B, sin 2% {sin (a)t - 2—”) + sin (a)t + 2—”)} =
6 3 3 (10-14)
=B sinwt—B, sin£-2cos2—ﬂsin wt
6 3
odnosno:
3 .
B, =EBm sin ot - (10-15)

Ukupna indukcija vremenski je neovisna i ima konstantnu vrijednost:

B, =B +B] = %Bm = konst . (10-16)

Ako se s a oznaci otklon od vertikalne osi, slijedi:

B
tgo =—* =— C?S W _ —ctgot = tg(a)t _Zj ) (10-17)
B, sin ot 2

Kut o = @t — 90" jest kut rotacije ukupne indukcije.

Zakljuéak: Tri izmjenicna magnetska polja prostorno zakrenuta za 120° i medusobno vremenski
pomaknuta za trecinu perioda stvaraju zajednicko obrtno magnetsko polje konstantne indukcije 1,5 Bn
koje ravnomjerno rotira konstantnom kutnom brzinom .

Analizirano magnetsko polje rotira u smjeru kazaljke na satu. Za okretanje u protivhom smjeru
dovoljno je medusobno zakrenuti dvije faze. Tako se postize promjena smjera okretanja asinkronog
motora. U tu se svrhu u elektri¢ni krug statora postavlja posebni prekida¢ za zamjenu krajeva dviju
faza.

Za rotacijski stroj s p polova statora kutna brzina o jest: v =—o .
4

. . . . . T 120 .
Sinkrona brzina motora 7, izrazena u broju okretaja u minuti, jest: n = 1201 (okr/min) .

10.2. Princip rada sinkronog i asinkronog motora

U Supljini statora stvara se obrtno magnetsko polje. Ako unutar statora postavimo magnet, primjerice
malu magnetsku iglu, 1 zavrtimo je u smjeru vrtnje polja, to ¢e polje magnetskim silama zahvatiti iglu 1
odrzavati je dalje u rotaciji. Na tom se principu temelji rad strojeva trofazne struje.

Sinkroni motor

Priblizni prerez statora motora prethodno je ve¢ prikazan. Rotor je permanentni magnet ili ¢eSce
elektromagnet koji ima svoje vlastito magnetsko polje. Stoga dolazi do uzajamnog djelovanja obrtnog
polja statora i magnetskog polja rotora. Obrtno polje tezi pokrenuti magnet, a time i rotor u smjeru
svog okretanja. Cesto to nije moguce zbog velike inercijske mase rotora, pa se rotor pri uklju¢ivanju
motora mora vanjskim silama ubrzati na broj okretaja priblizno jednak broju okretaja obrtnog polja.
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Kada se elektromagnet ,,veze* (engl. lock) za obrtno polje, motor dalje rotira jednakom — sinkronom
kutnom brzinom kao i obrtno polje (grcki: sinkron = istovremen).

Sinkroni motori pogodni su samo za velike snage, jer zahtijevaju uzbudnik. Primjenjuju se za pogon
kompresora, strojeva za mljevenje rude, u papirnoj industriji, tj. u pogonima koji zahtijevaju
konstantnu brzinu vrtnje. Imaju dobru korisnost. Brzina vrtnje ovisna je o frekvenciji, ali neovisna o
opterecenju. Nedostatak im je $to nemaju vlastiti zaletni moment. Pri velikoj promjeni mehanickog
opterecenja na osovini ispadnu iz sinkronizma i zaustave se.

Sinkroni generatori rabe se za proizvodnju trofazne struje u elektranama i kao pojedinac¢ni elektri¢ni
agregati.

Asinkroni motor

Rotor je napravljen u obliku vjeveri¢ina (hrékova) kola. Po njegovu su obodu smjesteni vodici (rebra)
koji su na objema krajevima spojeni s dva prstena kao na Slici 10.6.

Slika 10.6 — Rotor asinkronog motora

Obrtno magnetsko polje presijeca rebra rotora i inducira u njima EMS-e. Stvorene struje u vodi¢ima
formiraju magnetski tok rotora. Rezultat interakcije polja statora i rotora je pojava elektromagnetske
sile [F =1(ix1§)], jer se vodici protjecani induciranom strujom nalaze u polju statora. Sila pocinje
okretati rotor u smjeru obrtnog polja statora. Rotor tezi da stigne magnetsko polje statora. Kada bi
zaista rotor dostigao brzinu zakretanja polja statora, zbog jednakih brzina ne bi bilo promjene
magnetskog toka, pa time ni induciranog EMS-a, odnosno struje. Prestalo bi djelovanje sile na rotor i
on bi se poCeo zaustavljati. Ponovno bi relativna razlika u brzinama polja uzrokovala pokretanje
rotora. Krajnji je rezultat da je stvarna brzina rotora uvijek neSto manja od brzine okretanja
magnetskog polja statora. Zbog razlike u navedenim brzinama ovakvi se motori zovu asinkronim
motorima. Nazivaju se jos 1 indukcijski, jer im se rad temelji na principu elektromagnetske indukcije.

Asinkroni motori imaju vrlo Sirok spektar uporabe. Primjenjuju se za pogon strojeva s velikom
zamasnom masom (npr. vuca vlaka), dizalica i alatnih strojeva, ali 1 za pogon kuénih aparata kao $to su
perilice, Sivaci strojevi i usisivaci. Sastavni su dio i raznih vrsta ru¢nih alata. Motori manjih snaga u
uporabi su za pogon raznovrsne mjerne i upravljacke opreme.

Izvedba asinkronih motora je jednostavna, robusni su, jednostavno se pokrecu 1 sigurni su u pogonu, a
moguce je upravljanje brojem okretaja.
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Prilozi
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Trigonometrijske formule, derivacije, integrali,
eksponencijalne i logaritamske funkcije

Integrali Derivacije
n+l d
.[x"dx: Y iC —x" =nx""
n+1 dx
" d X
x de=Inx+C —a ' =d"lna
J dx
[ b d ax ax
cos xde=sinx+C —e“ =ae
J dx
.Sinxdx=—caS+C ilnx:l
’ dx X
dx d
dx=tex+C — SINAax=acos ax
J-cosz & dx
dx =—ctax+C —cosax =—asinax
J.Sin2x & dx
1 d 1
e“dxc=—e"+C —ilgx=
J. a dxgx cos’ x
. a . d 1
I dx=—-2e"+C — g =—"
na Sin” x
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Trigonometrijske funkcije

Eksponencijalne 1 logaritamske

funkcije
sinar=cos( a9 ¢'d ="
. eA
cosazsm( a+yf ) ettt
e
sin( ot ) =sinacos fEcosasin B dad =d™
cos(at f) =sinacos fFsinasin a_y =g
a
sin2a = 2sina cos o (ax)y =a”
.2 _ x
sint a+cos’ a=1 Yo =a

sinzazé(l—coﬁa)

mAB=mA+InB

& =b +¢ —2bcaosa (kosinusov poutak) IndA"=nInA
Kvadrant sin cos tan cot
I + + + 4
IT + - - -
I - - + +
v - + - -




OSNOVE ELEKTROTEHNIKE I 217




