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Predgovor

Ova su skripta namijenjena u prvom redu studentima stru¢nog studija Konstrukcijsko strojarstvo na
Sveucilistu u Splitu, Sveucilisnom odjelu za stru¢ne studije, koji u drugom semestru slusaju kolegij
Nauka o ¢vrsto¢i. U ovim skriptama gradivo je izneseno malo druk¢ijim redoslijedom nego Sto je
to uobiCajeno na drugim fakultetima strojarstva, ponajprije §to se tiCe pojmova naprezanja i
deformacije s obzirom na to da te veli¢ine nisu odmah prikazane kao tenzorske veli¢ine drugoga
reda. Smatrali smo da je studentima stru¢nih studija pojmove naprezanja i deformacije primjerenije
objasniti na primjerima jednoosnog stanja naprezanja, a tek su nakon aksijalnog opterecenja,
smicanja, uvijanja i savijanja opisani naprezanje i deformacija kao tenzori. Unato¢ tomu drzimo da
skripta mogu biti korisna i drugim studentima koji su upisali studij strojarstva na bilo kojem
fakultetu u Hrvatskoj.

Skripta sadrZe predavanja iz navedenog predmeta te, kao i skripta Tehnicka mehanika I istih autora,
sadrze niz ilustrativnih primjera s detaljno objasnjenim postupcima rjeSavanja, a na kraju svakog
poglavlja dani su zadatci za samostalni rad studenata.

U prvome, uvodnom dijelu, objasnjeni su pojmovi ¢vrstoce, krutosti i stabilnosti. Navedene su vrste
¢vrstih deformabilnih tijela te dane osnovne veli¢ine kao $to su normalno i posmicno naprezanje te
duljinska i kutna deformacija. Opisana je vla¢na proba i dijagram naprezanje — deformacija.
Navedene su vrste optereCenja te opisani zadatci i metode nauke o ¢vrstoc¢i. Kao bitne za
odredivanje naprezanja nabrojene su unutarnje sile koje se javljaju u popre€nom presjeku Stapa.
Spomenuto je dopusteno naprezanje i faktor sigurnosti.

Aksijalno opterecenje Stapa promatrano je u drugom poglavlju skripata. Objasnjen je postupak
izraCunavanja normalnih naprezanja kod staticki odredenih zadataka i dimenzioniranje poprecnog
presjeka Stapa, odnosno odredivanje dopusStenog opterecenja Stapa. Obradeni su i statiCki
neodredeni zadatci, a unutar toga toplinska i po¢etna naprezanja. Na kraju ovog poglavlja objasnjen
je Saint-Venantov princip i pojava koncentracije naprezanja.

U treCem poglavlju opisan0 je izraCunavanje posmi¢nog naprezanja pri smicanju. Pokazan je
postupak dimenzioniranja vijaka i svornjaka kao Cestih elemenata strojarskih konstrukcija.

Cetvrti dio skripata bavi se geometrijskim karakteristikama popreénog presjeka $tapa. Definirani su
poloZaj tezista, staticki momenti povrSine, aksijalni i devijacijski momenti tromosti te momenti
otpora. Objasnjeno je Steinerovo pravilo. Definirani su glavni momenti inercije i glavne osi.
Pokazan je nac¢in odredivanja geometrijskih karakteristika slozenih presjeka na primjeru poprecnih
presjeka s jednom i dvjema osima simetrije te na primjeru nesimetri¢nih popreénih presjeka.

Peti dio posvecen je uvijanju Stapova okrugloga poprecnog presjeka. Dan je postupak
dimenzioniranja popre¢nog presjeka pri uvijanju i prema kriteriju ¢vrstoce i prema kriteriju krutosti.
Objasnjen je postupak kod rjesavanja staticki neodredenih zadataka pri uvijanju.

Cisto savijanje i popre¢no savijanje dani su u Sestom poglavlju skripata. Navedene su osnovne

pretpostavke te izrazi za izraCunavanje normalnih i posmi¢nih naprezanja. Prikazana je raspodjela
normalnih i posmic¢nih naprezanja po visini popre¢nog presjeka te opisan postupak kod



dimenzioniranja pri savijanju. Definirana je elasti¢na linija te dana njena diferencijalna jednadzba.
Na nekoliko jednostavnih primjera dan je postupak odredivanja funkcije progiba i nagiba metodom
rjeSavanja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije te je na kraju na nekoliko primjera pokazan nacin
rjeSavanja staticki neodredenih zadataka.

U sedmom poglavlju naprezanje je dano kao tenzor drugog reda. Prikazana je matrica tenzora
naprezanja u prostoru i u ravnini s naglaskom na to da se radi o simetri¢noj matrici. Opisan je
orijentirani element te su izvedeni izrazi za transformaciju komponenata tenzora naprezanja pri
rotaciji koordinatnog sustava. Definirana su glavna naprezanja i pravci glavnih naprezanja. Detaljno
je opisan postupak odredivanja glavnih naprezanja i komponenata naprezanja za zarotirane osi
grafickim postupkom pomoéu Mohrove kruznice naprezanja.

U osmom poglavlju prikazana je deformacija kao tenzor drugog reda. Definirana je tenzorska kutna
deformacija u odnosu na kutnu deformaciju koja se upotrebljava u tehnickoj literaturi. Po analogiji
s tenzorom naprezanja prikazan je orijentirani element te su izvedeni izrazi za transformaciju
komponenata tenzora deformacije pri rotaciji koordinatnog sustava; dani su izrazi za izraGunavanje
glavnih deformacija i pravaca glavnih deformacija te je opisana Mohrova kruznica deformacije.
Pokazan je nac¢in kako se iz triju duljinskih deformacija dobivenih mjerenjem pomocu
tenzometarskih traka u rasporedu 0-45-90 i 0-60-120 stupnjeva moze dobiti osnovno stanje.

Medusobna ovisnost komponenata tenzora naprezanja i tenzora deformacije za prostorno stanje
naprezanja dana je u devetom poglavlju. Iz prostornog stanja izvedeni su izrazi koji povezuju
komponente tenzora naprezanja s komponentama tenzora deformacije, i obratno, za slucaj
ravninskog stanja naprezanja i za slucaj ravninskog stanja deformacije. Dana je veza medu
konstantama elasti¢nosti materijala.

Deseto poglavlje posveceno je teorijama ¢vrstoce. Navedene su teorija najveéeg normalnog
naprezanja kao prikladna za krte materijale te teorija najveceg posmi¢nog naprezanja i HMH teorija
kao prikladne za duktilne materijale. Dan je nadin odredivanja ekvivalentnog naprezanja prema
navedenim teorijama.

U jedanaestom poglavlju promatrano je sloZzeno opterecenje. Opisane su osnovne kombinacije:
aksijalno opterecenje i savijanje, aksijalno optereCenje i uvijanje, uvijanje i savijanje te aksijalno
opterecenje, uvijanje i savijanje. Pokazan je nacin odredivanja ekvivalentnog opterecenja pri
navedenim kombinacijama opterecenja.

U dvanaestom poglavlju obradeno je izvijanje. Objasnjen je pojam stabilne, labilne i indiferentne
ravnoteze. Definirana je vitkost Stapa te pokazan Eulerov izraz za kriticno naprezanje u elasticnom
podrucju 1 graficki prikaz tog izraza. Za slucaj izvijanja u plasticnom podrucju naveden je
Tetmajerov izraz za izraCunavanje kriticnog naprezanja.

Koristimo se ovom prigodom zahvaliti recenzentima prof. dr. sc. Frani Vlaku i doc. dr. sc. Marku
Vukasovi¢u na pazljivom c¢itanju teksta i korisnim savjetima kojima su podigli kvalitetu ovih
skripata.

Svima koji upozore na eventualne slovne ili ra¢unske pogreske koje su promaknule i autorima i
recenzentima unaprijed zahvaljujemo.

Autori



SADRZA]

Predgovor
SADRZA]
UvOoD
1.1. NAZIV I SADRZA] NAUKE 0 CVRSTOCI
1.2. KRATKI PRIKAZ RAZVOJA NAUKE 0 CVRSTOCI KROZ POVIJEST
1.3. TEMELJNI POJMOVI
1.3.1. Vektor naprezanja, normalno i posmi¢no naprezanje
1.3.2. Duljinska i kutna deformacija
1.3.3. Veza naprezanja i deformacija
1.4. VRSTE OPTERECENJA
1.5. ZADATCI I METODE NAUKE O CVRSTOCI
1.5.1. Unutarnje sile u popre¢nom presjeku Stapa
1.6. DOPUSTENO NAPREZANIJE, KOEFICIJENT SIGURNOSTI
AKSIJALNO OPTERECEN]JE
2.1. STATICKI ODREDENI ZADATCI
2.2. STATICKI NEODREPENI ZADATCI
2.2.1. Toplinska naprezanja
2.2.2. PocCetna naprezanja
2.3. SAINT-VENANTOV PRINCIP I KONCENTRACIJA NAPREZANJA
SMICANJE

GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE POPRECNIH PRESJEKA

iii

o N 1 1 Gl

12
13
13
14

17

19
30
36
41
45

49

59



4.1. STATICKI MOMENTI POVRSINE I TEZISTE POPRECNOG

PRESJEKA >9
4.2 AKSIJALNI, POLARNI I DEVIJACIJSKI (CENTRIFUGALNI) 60
o MOMENTI TROMOSTI (INERCIJE) POPRECNOG PRESJEKA
Promjena momenata tromosti pri translaciji
4.2.1. . . . 63
koordinatnog sustava - Steinerovo pravilo
422 Promjena momenata tromosti pri rotaciji koordinatnog 64
7 sustava
Aksijalni i devijacijski momenti tromosti nekih
42.3. | . . y . 67
jednostavnih oblika poprec¢nog presjeka
43 AKSIJALNI I POLARNI MOMENTI OTPORA POPRECNOG 70
. PRESJEKA
4.4 IZRACUNAVANJE GEOMETRIJSKIH KARAKTERISTIKA 71
o SLOZENIH POPRECNIH PRESJEKA
UVIJANJE 81
5.1. DIMENZIONIRANJE STAPOVA OPTERECENIH NA UVIJANJE 86
5.2. STATICKI ODREDENI ZADATCI 87
5.3. STATICKI NEODREDENI ZADATCI 94
SAVIJAN]JE 97
6.1. NAPREZANJA I DEFORMACIJE PRI CISTOM SAVIJANJU 98
6.2. NORMALNA I POSMICNA NAPREZANJA PRI SAVIJANJU SILAMA 102
6.3. DIMENZIONIRANJE STAPOVA OPTERECENIH NA SAVIJANJE 105
6.4. STATICKI ODREDENI ZADATCI 106
6.5. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ELASTICNE LINIJE 115
6.6. KOSO SAVIJANJE 124
6.7. STATICKI NEODREDENI ZADATCI PRI SAVIJANJU 127
TENZOR NAPREZANJA 133
7.1. MATRICA TENZORA NAPREZANJA 134
79 IZRAZI ZA TRANSFORMACIJU KOMPONENATA TENZORA 135

NAPREZANJA



10.

11.

12.

7.3. GLAVNA NAPREZANJA

7.4. NAJVECE POSMICNO NAPREZANJE
7.5. MOHROVA KRUZNICA NAPREZANJA
TENZOR DEFORMACIJE

8.1. MATRICA TENZORA DEFORMACIJE

8.2. DEFORMACIJE
8.3. GLAVNE DEFORMACIJE
8.4. MOHROVA KRUZNICA DEFORMACIJE

MEDUSOBNA OVISNOST NAPREZANJA I DEFORMACIJA

9.1. MEDUSOBNA OVISNOST KONSTANTA ELASTICNOSTI
9.2. HOOKEOV ZAKON ZA RAVNINSKO STANJE NAPREZAN]JA
9.3. HOOKEOV ZAKON ZA RAVNINSKO STANJE DEFORMACIJE
TEORIJE CVRSTOCE

10.1.  TEORIJA NAJVECEG NORMALNOG NAPREZANJA
10.2.  TEORIJA NAJVECEG POSMICNOG NAPREZANJA
10.3.  TEORIJA NAJVECE DISTORZIJSKE ENERGIJE - HMH TEORIJA

10.4.  USPOREDBA TEORIJA CVRSTOCE

SLOZENO OPTERECENJE

11.1.  AKSIJALNO OPTERECENJE I SAVIJANJE
11.2.  AKSIJALNO OPTERECENJE I UVIJANJE
11.3.  UVIJANJE I SAVIJANJE

11.4.  AKSIJALNO OPTERECENJE; SAVIJANJE I UVIJANJE

IZVIJANJE

IZVIJANJE STAPA U ELASTICNOM PODRUCJU,

12.1. EULEROVA KRITICNA SILA

12.2. IZVIJANJE STAPA U PLASTICNOM PODRUCJU

IZRAZI ZA TRANSFORMACIJU KOMPONENATA TENZORA

137

139

140

153

153

153

154

155

165

167
169

174

179

180
180
181
182

187

187
191
193

196

201

202

206



13. RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBU

LITERATURA

215

219

vi



1. UVOD

1.1. NAZIVISADRZAJ NAUKE O CVRSTOCI

Tehni¢ka mehanika I — Statika bavi se krutim tijelima koja pod djelovanjem vanjskog
opterecenja ne mijenjaju svoj oblik 1 dimenzije. Takva tijela su idealizirana. U stvarnosti
opterecena realna tijela se deformiraju. Tocke tijela pod optere¢enjem doZivljavaju pomake, tj.
tijelo mijenja svoj oblik i dimenzije (slika 1.1.).

nedeformirano
tijelo

e S e

. deformiranc
tijelo

Slika 1.1. Deformabilno tijelo — tijelo koje pod opterecenjem mijenja oblik i dimenzije

Nauka o ¢vrstoéi proucava deformabilna tijela. UdZbenici koji obraduju ovu materiju pisani su
I pod drugim nazivima kao Sto su Otpornost materijala ili Mehanika deformabilnih tijela.
Sli¢no i udzbenici pisani na engleskom jeziku imaju nazive Mechanics of Materials, Strength
of Materials, Mechanics of deformable solids. Ovdje ¢e se rabiti tradicionalni naziv Nauka o
¢vrstoci, a tako se naziva i kolegij za koji su ova skripta namijenjena.

Nauka o ¢vrsto¢i bavi se metodama prorauna ¢vrstoce, krutosti i stabilnosti dijelova
konstrukcija i strojeva.

Slika 1.2. Osteceni stup ulicne rasvjete u orkanskoj buri u Splitu



Pod pojmom cvrstoce konstrukcije ili dijela konstrukcije smatra se sposobnost prenosenja
opterecenja bez pojave loma, bez trajnih plasticnih deformacija ili oSte¢enja.

Na slici 1.2. prikazan je oSte¢eni stup uli¢ne rasvjete nakon orkanske bure u Splitu. Stup nije
izdrzao optereCenje vjetra bez pojave osteCenja, pa se kaze da njegova Cvrstoca nije bila
zadovoljavajuca.

Otpornost konstrukcije ili njezina dijela prema deformiranju (tj. promjeni oblika i dimenzija
pod opterecenjem) naziva se krutoséu. Tako na primjer dva Stapa istih dimenzija i optereéena
silom jednakog intenziteta na slobodnom kraju (slika 1.3.a), a izradena od razli¢itih materijala
(Celik, aluminijska legura) imat ¢e ista naprezanja, ali razli¢ita produljenja (slike 1.3.b i c.).
Celi¢ni $tap manje ¢e se produljiti, pa stoga ima veéu krutost (slika 1.3.b).

a)

b)

Slika 1.3.: @) dva aksijalno opterecena Stapa izradena od Celika i aluminijske legure, b) produljenje
Celicnog Stapa (veca krutost), ¢) produljenje aluminijskog Stapa (manja krutost)

Elasticna stabilnost konstrukcije je sposobnost elementa konstrukcije da pri opterecivanju
zadrzi pocetni ravnotezni oblik.

Dugi i vitki Stapovi podvrgnuti tlatnom optere¢enju mogu izgubiti svoj prvotni oblik pa dolazi
do njihova izvijanja, kao $to je prikazano na slikama 1.4. i 1.5.

a)
A B F

b)

Slika 1.4.: @) Stap podvrgnut tlacnoj sili, b) gubitak elasticne stabilnosti — izvijanje Stapa



Slika 1.5. Gubitak elasticne stabilnosti — realna konstrukcija
Unutar ovih skripata razmatra se idealizirano ¢vrsto tijelo koje ima sljedec¢a svojstva:
e tijelo je neprekinuto ili kontinuirano,
e tijelo je u cijelosti ili u pojedinim dijelovima homogeno,
e postoji tocno odredena veza izmedu naprezanja i deformacija.
Cvrsta tijela mogu biti:
e izotropna — svojstva ¢vrstog tijela u svim su pravcima ista,
e anizotropna — svojstva ¢vrstog tijela nisu ista u svim pravcima.
Unutar ovog kolegija proucavat ¢e se izotropna tijela.
Idealizirana ¢vrsta tijela takoder se mogu podijeliti na elasticna, plasticna i viskoelasticna.

Elasticna tijela nakon rastereCenja vracaju se u svoj pocetni oblik i dimenzije. Kod plasticnih
tijela nakon rastere¢enja zaostaju trajne ili plasti¢ne deformacije. Viskoelasticna tijela su ona
tijela kod kojih zbog konstantnog opterec¢enja dolazi do pojave puzanja ili relaksacije. Puzanje
je pojava gdje pri konstantnom opterec¢enju nastaju trenutaéne deformacije koje s vremenom
rastu. Opadanje unutarnjih sila tijekom vremena pri deformaciji viskoelasti¢nih tijela naziva se
relaksacija.

Matematicki pristup mehanici deformabilnih tijela izlaze se u okviru teorije elasticnosti, teorije
plasti¢nosti 1 teorije viskoelasti¢nosti. Nauka o ¢vrsto¢i pojednostavnjuje matematicki pristup i
daje rjeSenja koja nisu sasvim egzaktna, ali koja su prihvatljiva za inZzenjersku praksu. Unutar
nauke o ¢vrsto¢i razmatraju se tijela raznih oblika kao §to su Stapovi, ploce, ljuske.

Stap je tijelo kojem su popreéne dimenzije znatno manje u odnosu na uzduznu. Stap moze biti
ravan ili zakrivljen, konstantnog ili promjenjivog poprecnog presjeka (slika 1.6.).
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Slika 1.6.: a) ravni stap razlicitih oblika poprecnog presjeka, b) ravni Stap kontinuirano promjenjivog
poprecnog presjeka te Stap od dvaju segmenata razlicitih presjeka, c) debeli zakrivijeni Stap,
d) tankostjeni Stap otvorenog poprecnog presjeka

Ploce i ljuske su elementi konstrukcija kojima je debljina malena u odnosu na ostale dimenzije.
Ploce imaju ravnu sredi$nju povrsinu, tj. povrSinu koja je jednako udaljena od obiju vanjskih
povrsina (slika 1.7.a i b). Kod ljuski je sredisnja povrSina zakrivljena (slika 1.7.c i d).

Slika 1.7.: @) pravokutna ploca, b) kruzna ploca, ) cilindricna ljuska, d) spremnik sastavljen od sferne
i cilindricne ljuske

U ovim skriptama proucavat ¢e se Stapovi, dok ¢e ploce, ljuske i tankostjeni Stapovi otvorenog

popreénog presjeka biti razmatrani u kolegiju Cvrsto¢a konstrukcija koji se izvodi na

specijalistickom diplomskom stru¢nom studiju Strojarstvo.



1.2. KRATKI PRIKAZ RAZVOJA NAUKE 0 CVRSTOCI KROZ POVIJEST

U ovom kratkom prikazu navode se imena samo nekih od mnogobrojnih velikana i
znanstvenika koji su se bavili sadrzajima nauke o Cvrsto¢i. Prema sacuvanim zapisima, jedan
od prvih velikih umova koji su se bavili prou¢avanjem ¢vrstoce tehnickih konstrukcija bio je
Leonardo da Vinci (1452. — 1519.). On je obavio prve znacajnije pokuse Cvrstoce
konstrukcijskih materijala na ispitivanjima C¢vrsto¢e zice, greda i Stupova. Prva sustavna
istrazivanja na podrucju nauke o ¢vrstoc¢i provodio je Galileo Galilei (1564. — 1642.) koji je
prvi proucavao ¢vrsto¢u nosaca vrseéi prakti¢ne pokuse s nosacem uklijeStenim na jednom
kraju, a optereCenim na slobodnom kraju. Njemu pripada zasluga da je prvi pofeo eru
eksperimentalnog ispitivanja mehanickih svojstava konstrukcijskih elemenata. Engleski fizicar
Robert Hooke (1635. — 1703.) postavio je 1660., a objavio 1678. godine zakon linearne
ovisnosti izmedu optereenja i deformacija. Nezavisno od Hookea, francuski fizicar Edme
Mariotte (1620. — 1684.) doSao je 1680. do istog zakona na osnovi svojih eksperimentalnih
istrazivanja. Matematicku formulaciju Hookeova zakona za jednoosno stanje rastezanja dao je
1807. godine engleski fizicar Thomas Young (1773. — 1829.). On je uveo pojam modula
elasti¢nosti koji se po njemu naziva i Youngov modul, a uveo je i pojam posmi¢nog naprezanja.
Francuski inZenjer i fizicar S. D. Poisson (1781. — 1840) uveo je 1828. godine pojam omjera
popre¢ne i uzduzne deformacije pri rastezanju, Koji se po njemu naziva Poissonov koeficijent.
Velik doprinos izgradnji osnova teorije elasticnosti i analitickim metodama u nauci o ¢vrstoci
dali su $vicarski matematicari Jacob (1654. — 1705.) i Johann (1667. — 1748.) Bernoulli te
Johannov sin Daniel Bernoulli (1700. — 1782.) i njegov ucenik Leonhard Euler (1707. -
1783.). Posebno su se bavili problemom savijanja greda, a Euler je 1774. izveo izraz za kriticnu
silu izvijanja vitkog Stapa.

1.3. TEMELJNI POJMOVI

1.3.1. Vektor naprezanja, normalno i posmi¢no naprezanje

Neka na neko zamisljeno tijelo djeluje niz vanjskih sila (slika 1.8.a).

b,

Slika 1.8.: @) optereceno zamisljeno tijelo s ravninom presjeka, b) dio tijela s jedne strane presjeka s
prikazom vanjskih i unutarnjih sila



Ove sile nastoje razdvojiti ili pribliziti pojedine Cestice tijela, ¢emu se protive unutarnje sile
medu Cesticama tijela. Za prikaz unutarnjih sila rabi se metoda presjeka. Neka se zamisljeno
tijelo presjece ravninom na dva dijela i razmatra dio tijela s jedne strane presjeka (slika 1.8.b).
Neka je povrsina presjeka podijeljena na niz elementarnih povrSina AA . Na svaku od tih

povrsina kao reakcija na vanjsko opterecenje djelovat ¢e elementarna unutarnja sila AF,.
Vektor srednjeg naprezanja definira se kao omjer sile AF. i povrsine AA (slika 1.8.b), j.

5, ~ 2R
Psr = AAi ' (1-1)

Ako se povrsina oko to¢ke A smanjuje tako da tezZi nuli, dobije se vektor punog naprezanja u
proizvoljnoj tocki presjeka (slika 1.9.):

= lim —. (1.2)

my

F,

Slika 1.9. Vektor naprezanja
Iz izraza (1.2) slijedi i izvedena jedinica za naprezanje od jednog paskala:

1Pa=1-1.
m

To je vrlo mala jedinica pa se u inzenjerskim proracunima rabi jedinica od jednog megapaskala
(MPa): 1MPa=10° Pa, $to odgovara jedinici od jednog njutna po milimetru kvadratnom:

1MPa =1N/mm?.

U gradevinarstvu se Cesto u proracunima upotrebljava jedinica kN/ cm?, $to je ekvivalent

naprezanju od deset megapaskala: 1 kN/ cm? =10 MPa.

U opéem slucaju vektor punog naprezanja p nije okomit na povrsinu presjeka (slika 1.10.),
nego s normalom na presjek zatvara kut ¢ tako da se moze rastaviti na dvije komponente:

normalnu komponentu o koja je okomita na presjek i posmi¢nu (tangencijalnu) komponentu
7 koja lezi u ravnini presjeka. Te dvije komponente odredene su izrazima:



o=p-CoSep, T=p-Sing. (1.3)

U tekstu ¢e se umjesto izraza normalna i posmi¢na komponenta naprezanja dalje rabiti nazivi
normalno i posmic¢no naprezanje.

Slika 1.10. Normalna i posmicna komponenta naprezanja

1.3.2. Duljinska i kutna deformacija

Vec je spomenuto da se tijela zbog djelovanja vanjskih sila deformiraju i da pojedine tocke
tijela dobivaju pomake & (slika 1.11.).

Slika 1.11. Duljinska i kutna deformacija

Ako se razmotre dvije medusobno okomite duZine na tijelu AB i AC prije 1 poslije opterecenja,
mozZze se primijetiti promjena duljina tih duzina i promjena pravog kuta medu njima (slika 1.11.).

Pri tome se srednje duljinske deformacije u smjeru osi x i y definiraju kao omjeri promjene
duljina i pocetnih duljina navedenih duzina, tj. kao relativne promjene duljina:

Sr,X "D ! sr,y

A,C,-AC
AB '

AC



Stvarne duljinske deformacije u tocki A grani¢ne su vrijednosti gornjih izraza kada tocke B i C
teze k tocki A:

. AB -AB . AC,-AC
8X=I|mT, gy:“mT.
B>A  AB c-»A  AC

Kutna deformacija y predstavlja nastalu promjenu poéetnog pravog kuta izmedu duzina AB i
AC.

Duljinske deformacije, kao i kutna deformacija, nedimenzionalne su veli¢ine, a u prora¢unima
realnih konstrukcija njihov je red veli¢ine 10™*.

1.3.3. Veza naprezanja i deformacija

Izmedu naprezanja i deformacija postoji odgovarajuca veza. Veca naprezanja izazivaju vece
deformacije, ali isto tako deformacije uz naprezanja ovise i 0 materijalu od kojeg je tijelo
izradeno. Ovisnost naprezanja i deformacija za razne materijale odreduje se laboratorijskim
pokusima sukladno normama ISO 6892-1:2016 i EN ISO 6892-1:2016, na uredajima kao $to je
univerzalna hidrauli¢ka kidalica prikazana na slici 1.12,

Slika 1.12. Univerzalna kidalica

Najcesce se provodi pokus rastezanja na standardnoj epruveti (slika 1.13.a) koja obi¢no ima
Kruzni poprecni presjek promjera d,. Epruveta se optereti vla¢nom silom F, koja se postupno
povecava, pri éemu se za svaku vrijednost sile mjeri produljenje Al pocetno oznaéene duZine
na epruveti kojoj je duljina |,. Dijeljenjem sile F s povrSinom poprecnog presjeka

A, =dZ2 -z /4 dobije se konvencionalno naprezanje o,:

o, =—, (1.4)



a dijeljenjem produljenja Al s pocetnom duljinom |  izracunava se prosjec¢na duljinska
deformacija ¢:

E=—. (1.5)

Dobivene vrijednosti unose se u dijagram o = f (¢). Primjer tako dobivenog dijagrama za

niskouglji¢ni konstrukcijski ¢elik prikazan je na slici 1.13.b.

a b
) o, )
- ly - M
dg’ T K
"""""""""""" =y )
\\Ao P E
Y
dl. .ot — d“
‘ o} =8
O

Slika 1.13. a) izgled standardne epruvete, b) dijagram naprezanje — deformacija

Iz dijagrama se moze vidjeti kako do neke vrijednosti iznosa naprezanja postoji linearna veza
izmedu naprezanja i deformacija (tocka P na dijagramu), dok je pri ve¢im iznosima naprezanja
od tog veza naprezanja i deformacija nelinearna (krivulja od toc¢ke P do toc¢ke K na dijagramu).

Znacenje oznacenih toCaka na dijagramu je sljedece:

- naprezanje koje odgovara toc¢ki P naziva se granica proporcionalnosti op, i do tog
iznosa naprezanja postoji linearna veza izmedu naprezanja i deformacija koja se moze
prikazati jednadzbom;

c=E-¢, (1.6)

koja predstavlja Hookeov zakon za jednoosno stanje naprezanja; u jednadzbi E
predstavlja konstantu elasti¢nosti koja se naziva Youngeov modul elasti¢nosti;
- tocka E oznacava granicu elasti¢nosti o ; ako se epruveta pri toj i nizim vrijednostima

naprezanja rastereti, vraca se u pocetni oblik, tj. nakon rastere¢enja nema deformacija;
- kada iznos naprezanja premasi granicu elasti€nosti o, materijal se pocinje ponasSati

neelasti¢no ili plasti¢no §to znaci da u epruveti nakon rastere¢enja ostaju trajne plasticne
deformacije; nakon §to naprezanje dostigne gornju granicu razvlacenja R, (Starija
oznaka o; — to¢ka T’ na slici 1.14.a), naglo opada na vrijednost R, , $to je donja
granica razvlacenja (starija oznaka o; — tocka T na slici 1.14.a), dakle deformacije

rastu bez povecanja naprezanja;
- nakon odredene deformacije konvencionalno naprezanje o, ponovno raste do iznosa

R, (starija oznaka o,, —tocka M na slici 1.14.a); ta vrijednost predstavlja vlacnu ili
rasteznu ¢vrsto¢u materijala;



- nakon toga konvencionalno naprezanje opada dok se epruveta ne slomi (tocka K na
slici 1.14.a).

Na slici 1.14.a punom linijom prikazano je konvencionalno naprezanje gdje se sila stalno dijeli
s po¢etnom povrSinom poprecnog presjeka A .

Kako se pri rastezanju priblizavanjem iznosa naprezanja granici tecenja epruveta naglo suzava
— pojava vrata epruvete — smanjuje se pocetni promjer d,, atime i povrSina stvarnog popre¢nog
presjeka (slika 1.13.a).

Ako se sila dijeli sa stvarnom povr§inom poprec¢nog presjeka A, dobiva se stvarno naprezanje
o . Do pojave vrata naprezanja i deformacije jednoliko su raspodijeljeni u epruveti.

Nakon pojave vrata naprezanja i deformacije u blizini vrata ve¢i su od naprezanja i deformacija
u ostalom dijelu epruvete, a konvencionalno naprezanje o, i stvarno naprezanje o sve se vise

razlikuju. Stvarno naprezanje prikazano je naslici 1.14.a isprekidanom linijom.

a b)
Oy © 4 0 )
stvarno T4
- -~
naprezanje ) o
R, P ! oM krti materijali
Ok K
Ry \ rastezljivi
o, - \ konvencionalno (duktilni)
Op~ naprezanje materijali
organski materijali
& &
o = -
O O

Slika 1.14.; a) dijagram naprezanje — deformacija za niskouglji¢ni konstrukcijski celik, b) izgled
dijagrama za neke druge materijale

Naslici 1.14.b prikazan je izgled o —¢ dijagrama za neke krte, duktilne i polimerne materijale.

O,
~
7
R,,, konvencionalno
) naprezanje 0, K
i &
? >

O |.02%

[ "N D

Slika 1.15. Konvencionalna granica razvlacenja Rpo.2
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Kod materijala koji imaju kontinuirani prijelaz iz podrucja elasti¢nih u podrucje plasticnih
deformacija (duktilni materijali kao npr. aluminij i njegove legure, bakar i njegove legure i dr.)
utvrduje se konvencionalna granica razvlacenja R, (slika 1.15.).

To je ono naprezanje koje ¢e u materijalu nakon rasterec¢enja ostaviti plasticnu deformaciju od
0,2 %.

Budu¢i da se pri rastezanju epruvete mijenja i njen promjer, moze se definirati i prosje¢na
popre¢na duljinska deformacija:

A

&,
0

Omjer poprecne 1 uzduzne duljinske deformacije daje novu konstantu elasticnosti koja se naziva
Poissonov koeficijent:

v =—?q (1.8)

Slicno pokusu rastezanja na normiranoj epruveti laboratorijskim pokusima dobivena je veza
posmic¢nog naprezanja i kutne deformacije koja se u elasticnom podrucju moze prikazati
jednadzbom:

=Gy, (1.9)
gdje je G jos jedna konstanta elasti¢nosti nazvana modulom smicanja.

Moze se pokazati da su konstante elasti¢nosti Youngeov modul elasti¢nosti — E, Poissonov
keoficijent — v i modul smicanja— G povezani izrazom (izvod dan u 9. poglavlju):

E
G =T (1.10)

Konstante elasti¢nosti E i G imaju dimenziju naprezanja, dok je konstanta elasti¢nosti v
nedimenzionalna velicina.
Vrijednosti ovih konstanta za neke izotropne materijale dane su u tablici 1.1.

Tablica 1.1. Vrijednosti konstanta elasti¢nosti nekih izotropnih materijala

E, GPa G, GPa 1%
Aluminij 72 27 0,34
Aluminijske legure 69— 72 26 0,33
Bakar 125 46 0,35
Mijed 80-125 46 0,35
Bronca 115-120 42 - 44 0,35
Konstrukeijski Celici 200 - 210 76 — 80 0,3-0,33
Sivi lijev 100 - 120 40 0,26
Titan legure 105 39 0,33

11



1.4.

VRSTE OPTERECEN]JA

U ovim skriptama razmatrat ¢e se sljede¢a osnovna opterecenja Stapa kojima ¢e posljedica biti
pojava ili samo normalnih ili samo posmi¢nih naprezanja u njegovim popre¢nim presjecima:

aksijalno opterecenje Stapa (slika 1.16.a) — u popre¢nom presjeku javljaju se normalna
naprezanja,

smicanje (slika 1.16.b) — u popre¢nom presjeku nastaju posmic¢na naprezanja,

uvijanje (slika 1.16.c) — u popre¢nom presjeku javljaju se posmi¢na naprezanja,

Cisto savijanje (slika 1.16.d) — u popre¢nom presjeku javljaju se normalna naprezanja.

Proucavat ¢e se takoder slozeno opterecenje nastalo razli¢itim kombinacijama osnovnih
opterecenja (slika 1.16.e) kada u poprecnom presjeku Stapa nastaju normalna i posmicna
naprezanja.

a) b)

Slika 1.16. Vrste optereéenja Stapa: a) aksijalno opterecenje, b) smicanje, c) uvijanje ili torzija, d)

savijanje, e) slozeno opterecenje

Navedena opterec¢enja mogu djelovati konstantnim iznosom — stati¢ka opterec¢enja (slika 1.17.a)
ili promjenjivim iznosom — dinamicka opterecenja (slika 1.17.b, c i d).

Kao poseban slucaj dinamickih opterecenja javljaju se ciklicka opterecenja: promjenjivo
opterecenje istog predznaka (slika 1.17.c) 1 promjenjivo opterecenje razli¢itog predznaka (slika
1.17.d).

12
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c) d)
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A
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O
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o -

Slika 1.17. Vrste optereéenja Stapa: a) konstantno — staticko opterecenje, b) promjenjivo — dinamicko
opterecenje, c¢) istosmjerno pulsirajuce opterecenje, d) naizmjenicno opterecenje

U ovim skriptama razmatrat e se stati¢ka opterecenja.

1.5. ZADATCI I METODE NAUKE O CVRSTOCI

Tri su tipa zadataka koja ¢e biti razmatrana za navedena osnovna optereéenja Stapa:

1. poznati su vanjsko opterecenje, geometrija poprecnog presjeka i materijal od kojeg je
Stap napravljen, a treba izra¢unati normalno ili posmi¢no naprezanje i provjeriti
évrstocu,

2. poznati su vanjsko opterecenje, oblik i materijal konstrukcije, a treba prema kriteriju
¢vrstoce ili kriteriju krutosti odrediti najmanje potrebne dimenzije popre¢nih presjeka
konstrukcije — drugim rije¢ima, treba dimenzionirati konstrukciju;

3. poznati su geometrija konstrukcije i materijal od kojeg je napravljena, a treba izraunati
najvece dopusteno opterecenje.

Kod sva tri tipa zadataka prvi je korak odredivanje unutarnjih sila u popreénim presjecima
dijelova konstrukcije s pomocu metode presjeka. Prema unutarnjim silama i geometrijskim
karakteristikama poprecnih presjeka racunat ¢e se normalna i posmi¢na naprezanja te njihova
raspodjela.

1.5.1. Unutarnje sile u poprecnom presjeku Stapa

Neka je zadan prostorni Stap opterecen trima koncentriranim silama prema slici 1.18.a.
Koriste¢i se metodom presjeka zamislja se presjek Stapa ravninom okomitom na njegovu
uzduznu os pri ¢emu je Stap podijeljen na dva dijela. Na lijevi dio Stapa utjecaj desnog dijela
zamijenit ¢e se nizom sila kojima Cestice desnog dijela djeluju na lijevi dio. Sve te sile
reduciraju se na teZiste popre¢nog presjeka na glavni vektor unutarnjih sila F i glavni moment

M (slika 1.18.b).

13



Ta dva vektora mogu se rastaviti na komponente duz koordinatnih osi (slika 1.18.c) koje su
poznate kao sljedeée unutarnje sile u poprec¢nom presjeku Stapa:

N —uzduzna sila
Q, — poprecna sila u smjeru lokalne osi z

Q, — poprecna sila u smjeru lokalne osi y
M, —moment savijanja s obzirom na lokalnu os y
M, —moment savijanja s obzirom na lokalnu os z

M, =M, —moment s obzirom na lokalnu os x ili moment uvijanja.

a) b,

~
~

E,

Slika 1.18.: a) prostorni Stap s prikazom opterecenja, b) unutarnje sile reducirane na teziste

poprecnog presjeka s glavnim vektorom sila i glavnim momentom, ¢) unutarnje sile u poprecnom

1.6.

presjeku: uzduzna sila, poprecne sile, momenti savijanja i moment uvijanja

DOPUSTENO NAPREZANJE, KOEFICIJENT SIGURNOSTI

Pri dimenzioniranju Stapa bilo kao samostalnog elementa bilo kao dijela konstrukcije
primjenjivat ¢e se deterministicki pristup, tj. uvjet ili kriterij ¢vrstoce bit ¢e zadovoljen ako

naprezanje ne prelazi unaprijed odredenu vrijednost dopustenog naprezanja o, 0dnosno z,.

Dopusteno naprezanje o, odreduje se ovisno o0 materijalu od kojeg je Stap napravljen.

Za duktilne materijale s jasno izrazenom granicom elasti¢nosti (niskouglji¢ni konstrukcijski
¢elik) dopusteno naprezanje odreduje se prema gornjoj granici razvlacenja (slika 1.19.a):

(1.11)
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Za krte materijale kao Sto je npr. sivi lijev dopusteno naprezanje odreduje se prema vlacnoj
¢vrstoci (slika 1.19.b):

Oy =—=1. 1.12
o= (112
Za duktilne materijale koji nemaju jasno izrazenu granicu elasti¢nosti kao Sto su aluminij ili
aluminijske legure dopuSteno naprezanje odreduje se prema konvencionalnoj granici
razvlacenja (slika 1.19.c):
Rp0,2

Oy =—g (1.13)

U izrazima (1.11), (1.12) i (1.13) S predstavlja faktor sigurnosti koji se za konstrukcije u
strojarstvu uzima u granicama

S=15do S=2,5 (iznimno5 -10). (1.14)
-\ a) - b ¢
RITI
RcH /\
A
Ty T
‘_8 ‘_6
Ob : Ob

Slika 1.19. Dopusteno naprezanje: a) duktilni materijal — konstrukcijski celik, b) krti materijal, c)
duktilni materijal koji nema jasno izrazenu granicu elasticnosti

Vrijednosti granice razvlacenja R, konvencionalne granice razvlacenja R, odnosno vlaéne

¢vrstoce R, za neke materijale dane su u tablici 1.2.

m Zaneke materijale

Tablica 1.2. Vrijednosti R, , Rp0,2’ R

Re, Ryo» MPa

Aluminij 50 -125
Aluminijske legure 60 — 450
Bakar 200 - 360
Mijed 200 -390
Bronca 120 - 270
Konstrukeijski ¢elici 215 - 365
Sivi lijev Rm=100 - 400
Titan — legure 820 - 1140
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2. AKSIJALNO OPTERECENJE

Ako je Stap opterecen silama ¢iji se pravci djelovanja poklapaju s osi koja prolazi tezistem
popre¢nog presjeka Stapa i okomita je na poprecni presjek, radi se o aksijalnom opterecenju
Stapa (slika 2.1.a).

Stap optere¢en sustavom sila prema slici 2.1.b smatra se takoder aksijalnim optere¢enjem zbog
toga Sto rezultanta dviju sila jednakog intenziteta F, pada na uzduznu os Stapa.

Dakle, pri aksijalnom opterecenju Stapa u njegovu poprecnom presjeku od unutarnjih sila javlja
se samo uzduzna sila N (slika 2.1.c).

a) b)
I/ FZ:
f‘ <F2 ------ T ------ F3: 0 F4: ------ <F5 f &f
|
/I F2'
c)
T,
£, rp— L N x
%
T

Slika 2.1. Aksijalno opterecenje Stapa: a) sve sile na uzduznoj osi, b) neke sile izvan uzduzne osi Stapa,
¢) uzduZna sila kao jedina unutarnja sila u poprecnom presjeku Stapa

U ovom poglavlju razmatraju se aksijalno optereceni Stapovi bilo kao samostalne konstrukcije
(slika 2.2.a) bilo kao dijelovi konstrukcija kao $to je Stap CD zanemarive teZine u konstrukciji
prema slici 2.2.b.

Slika 2.2. Aksijalno optereéeni stapovi: a) kao samostalne konstrukcije, b) kao nosivi dijelovi
konstrukcije

Pretpostavka je da Stapovi po citavoj duljini ili po pojedinim segmentima imaju konstantan
poprecni presjek.

Tako su npr. i svi Stapovi reSetkaste konstrukcije aksijalno optereceni (slika 2.3).
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Slika 2.3. Stapovi resetkaste konstrukcije

Najjednostavniji slucaj aksijalnog opterecenja Stapa jest kada je opterecen dvjema silama na
svojim krajevima. Pri tome se razlikuje vlacno optereenje Stapa — rastezanje (slika 2.4.a) i
tlano opterecenje Stapa — sabijanje (slika 2.4.b).

a) b)

B ¥ i i

Slika 2.4.: @) viacno optereéenje — rastezanje, b) tlacno opterecenje — sabijanje

Pri aksijalnom opterecenju Stapa u njegovu poprecnom presjeku okomitom na uzduznu os
javljaju se normalna naprezanja jednoliko raspodijeljena po popre¢nom presjeku (slika 2.5.a).
Podrucje jednolike raspodjele normalnog naprezanja po popre¢nom presjeku prikazano je
slikom 2.5.b.

a) b)

podrucje jednolike raspodjele

Slika 2.5.: a) jednolika raspodjela normalnog naprezanja, b) podrucje jednolike raspodjele
normalnog naprezanja po poprecnom presjeku Stapa

UzduZnasila N predstavlja rezultantu svih sila koje se javljaju u popre¢nom presjeku Stapa kao
reakcija na vanjsko djelovanje i moze se izraziti integralom:

N = o.-dA.
Uz o, =konst. gornji izraz postaje:
N=o,[ dA=0,-A,
odakle se dobije izraz za normalno naprezanje:

o N 2.1)
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gdje je A povrsina poprecnog presjeka Stapa.

Deformacija se moze odrediti prema Hookeovu zakonu za jednoosno stanje naprezanja:
£, =2x, (2.2)

pri ¢emu je E modul elasticnosti ovisan o materijalu od kojeg je Stap napravljen.

Ovisno o tome je li Stap opterecen vlacno ili tla¢no, do¢i ¢e do njegova rastezanja ili sabijanja,
tako da se uzduzni pomak proizvoljne toc¢ke Stapa moze dobiti prema izrazu:

u=jgx-dx. (2.3)

Ukupno produljenje odnosno skracenje Stapa racuna se prema izrazu:

Q2O N

=—. 2.4
I==1=1F (2.4)

Kada je Stap sastavljen od viSe segmenata (slika 2.6.), ukupno produljenje odnosno skracenje
Stapa raCuna se prema izrazu:
n Nl * Il
i=1 Ai ’ Ei

gdje je n broj segmenata Stapa.

Al = (2.5)

Sto je veca povr§ina poprecnog presjeka Stapa i modul elastiénosti materijala od kojeg je $tap
napravljen, odnosno $to je veéi produkt A-E, to je manje produljenje odnosno skracenje Stapa,
tj. Stap ima vecu krutost. Navedeni produkt naziva se aksijalna krutost Stapa.

Konstanta krutosti Stapa kao ekvivalent krutosti opruge bila bi c=A-E/I.

Slika 2.6. Aksijalno opterecenje Stapa sastavljenoga od viSe segmenata

2.1. STATICKI ODREPENI ZADATCI

Kod staticki odredenih zadataka uvjeti ravnoteZe postavljeni bilo za cijeli Stap i za pojedini
njegov dio (metoda presjeka), bilo za cijelu konstrukciju ili dio konstrukcije dovoljni su za

odredivanje uzduznih sila u popre¢nom presjeku Stapa, a onda i naprezanja prema jednadzbi
(2.2).

Primjenom Hookeova zakona moze se prema (2.2) odrediti deformacija u Stapu, a prema (2.3)
raspodjela pomaka po duljini Stapa te prema (2.4) i (2.5.) njegovo ukupno produljenje odnosno
skracenje.
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Primjer 2.1.

Stap sastavljen od triju segmenata opterecen je silama F, i F, prema slici 2.7. Valja skicirati i
kotirati dijagrame: uzduzne sile N, normalnog naprezanja o, , uzduzne deformacije &, i
pomaka U . Zadano je: F, =50kN, F,=20kN, 1=0,5m, A =400mm?, A, =324 mm?,
A, =225mm?, E =200 GPa.

Foolo IF;

1 Ll

21 / ) )

- e : e s

Slika 2.7. Primjer 2.1.
Rjesenje:
Stap se oslobada od veze na mjestu ukljeitenja u A te se djelovanje ukljestenja nadomjesta
samo reakcijskom silom F, jer se radi o aksijalnom opterecenju $tapa (slika 2.8.).

Fy

< R R T e o T i o o o T L e sy »
% > >

£ £,

Slika 2.8. Primjer 2.1.: Stap osloboden od veze
Uvjet ravnoteze za tako oslobodeni Stap glasi:
Y F =01 -Fy+F+F,=0,
odakle je
Fo=F+F,=50+20=70kN .

Dva su podrucja raspodjele uzduzne sile N . Za oba podrucja uzduzne sile odreduju se metodom
presjeka (slika 2.9.).

a) b,

Slika 2.9. Primjer 2.1.: a) dio Stapa lijevo od presjeka, b) dio Stapa desno od presjeka
- I podrucje: 0 < x <3l

Uzduzna sila dobivena iz uvjeta ravnoteze za dio Stapa lijevo od presjeka (slika 2.9.a) jest:

D> F=0: N -F,=0, N,=F,=70kN.
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- Il podrucje: 31 < x < 6l
Uzduzna sila dobivena iz uvjeta ravnoteze za dio Stapa desno od presjeka (slika 2.9.b) jest:
> F =0 -N,+F,=0, N,=F,=20kN.

Kako su povrSine popre¢nih presjeka segmenata razlicite, Cetiri su podrucja raspodjele
normalnog naprezanja o, , uzduzne deformacije ¢, te pomaka u koji se dobiju prema (2.1),
(2.2)i(2.3):

- I podrucje: 0 <x <2l

> _%: 72161(?3 =175MPa., o, == 20%)7?03 ~87907,
U=z, dx=[87510" dx=8,75.10" -x+C.
Za x=0 je u, =0, pa je konstanta integracije C =0.
Funkcija pomaka za prvo podrucje glasi:
u=8,75-10"-x,
a na kraju prvog podru¢ja za X =2l =1m pomak tocke B jest:
Ug =8,75-10*-1.10° = 0,875 mm.
- I podrudje: 21 < x <3l
o, :%: 7%'21;3 ~216MPa, &, =%= 20%1'(1503 ~10,8-10™,

u=[z-dx=[10,8-10"*.dx=10,8-10*-x+C.

Za x=1m je ug =8,75-10* m, pa je konstanta integracije C =—2,05-10*.
Funkcija pomaka za drugo podrucje jest:

u=10,8-10"*-x—-2,05-10"*,
a na kraju drugog podrucja za X =3l =1,5m pomak tocke C iznosi:

Uc =10,8-10".1,5-2,05-10* =14,15-10* m=1,415mm.

- L podrucje: 31 < x < 4l

3
o Ny _2010° om0 61,73:3,1.1074’
A, 324 E 20010

u=[z-dx=[3110" dx=3110"x+C.

Za x=15m je u. =14,15-10" m, pa je konstanta integracije C =9,5-107*.

Funkcija pomaka za tre¢e podrucje jest:
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u=31.10"*-x+9,5-10™*,
a na kraju tre¢eg podruc¢ja za X =4l =2 m pomak tocke D iznosi:
Up =3,1-10-2+9,5-10™ =15,7-10*m =1,57 mm.
- V. podrucje: 41 < x <6l

3
o Ny 20900 oo ips o O 88,93:4’4.10_4,
A, 225 E  200-10

u=[z,-dx=[44.10"dx=4,4.10" -x+C.

Za x=2m je uy =15,7-10" m, pa je konstanta integracije C =6,9-10™.
Funkcija pomaka za ¢etvrto podrucje jest:

u=4,4-10"-x+6,9-10™*,
a na kraju Cetvrtog podrucja za X =6l =3 m pomak tocke E iznosi:

Uz =4,4-10%.3+6,9-10* =20,1-10*m = 2,01 mm.

Trazeni dijagrami prikazani su na slici 2.10.
a)

r -
v A B s D E
F, F,
N b)
,\‘ A kN ?0
20
| X
>
O A MPa 216 ¢/
175 =
61,7 88,9
r
»
d)
e ax10" .
8.75 10,8
‘ 3.09 4,45
|
»
U Amm ¢
2,01
jdz b
0875 —
/ X

Slika 2.10. Primjer 2.1.: a) Stap osloboden od veze, b) dijagram uzduzne sile, ¢) dijagram normalnog
naprezanja, d) dijagram uzduzne deformacije, €) dijagram uzduznih pomaka

22



Primjer 2.2.

Stap sastavljen od dvaju segmenata optereéen je koncentriranim silama F, i F, premaslici 2.11.

Oba su segmenta kruznoga poprec¢nog presjeka. Valja dimenzionirati oba segmenta (dobivenu
vrijednost promjera zaokruziti na cijeli broj u milimetrima). Za tako dimenzionirane segmente
odrediti ukupno produljenje ili skraéenje Stapa.

Zadano je: F, =8kN, F,=20kN, 1=0,8m, | =1, ,=0,8l, o, =180 MPa, E =210 GPa.

e S e § >

Slika 2.11. Primjer 2.2.

Rjesenje:
Za oba segmenta uzduzne sile odreduju se metodom presjeka (slika 2.12.) prema

- I podrucje: 0 < x <1, (slika2.12.a)
> F=0: F+N,=0, N, =—F=-8kN;
- I podrucje: |, <x <1, +1, (slika 2.12.b)

YF =00 F-F+N,=0, N,=F,-F=20-8=12kN.

a) q, 2
Fy T " M F 1 ‘ M
e G = By T ‘I
il

Slika 2.12. Primjer 2.2.: a) dio Stapa za odredivanje uzduzne sile u I. podrucju, b) dio Stapa za

odredivanje uzduzne sile u I1. podrucju
Trazeni promjeri odreduju se na osnovi Kriterija ¢vrstoc¢e prema kojemu normalno naprezanje
u poprecnom presjeku Stapa mora biti manje od dopusStenog naprezanja o, Koje ovisi 0
materijalu, a ratuna se prema izrazu:

N N 4-|N|
oc=—<o0y, <oy, d=
A- ¢ d2.z -0y
4

Za prvi je segment:
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4.IN .8.10°
dlz\/ |1|=\/4810 =7,5mm, d,=8mm.
7['O-d °

Na isti nacin rauna se 1 promjer drugog segmenta:

3
4Ny _ /4 12.10 _9,2mm, d, =10 mm.
-0y 7-180

PovrSine poprecnih presjeka iznose:

2 2 2 2
_d -7 _38 7 _50.265 mm? Az:d2 r_10"-7
4 4 4

Ukupno produljenje ili skracenje Stapa racuna se prema (2.5):

Nl Nyl -8-10°.0,8-10° +12-103-0,8-0,8-103
A-E A,-E 50,265.210-10°  78,54.210-10°

A = 78,54 mm?.

Al =-0,14 mm..

Negativan predznak u rezultatu znaci da se Stap skratio za tu vrijednost.

Primjer 2.3.

Dva $tapa spojena su medusobno zglobom u A te zglobnim vezama za podlogu u B i C. Na
zglob A djeluje sila iznosa F (slika 2.13.). Stapovi su kruznog popreénog presjeka zadanih
promjera d, i d,. Valja odrediti naprezanja i deformacije u Stapovima te njihova produljenja.
Zadano je: F=15kN, a=0,6m, b=d=18m, c=15m, d =12mm, d,=8mm,
E =200 GPa.

Slika 2.13. Primjer 2.3.

Rjesenje:

Sile u Stapovima mogu se odrediti iz uvjeta ravnoteze postavljenih za ¢vor A (slika 2.14.).
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Slika 2.14. Primjer 2.3.: Ravnoteza ¢vora A
> F=0: -N,-cosa+N,-cos =0,
D> F,=0: N, sina+N,sing-F=0,

gdje su kutovi a i S dobiveni kako slijedi:

tana:E:E:& a=7157";
a ,6
c 15
tan # =—=—-"-=0,83333, =39,81°.
p b 18 p

Uvrstavanjem tih vrijednosti u uvjete ravnoteze dobije se:
—N, -cos71,57° + N, -c0s39,81" =0,
N,sin71,57° + N, sin39,81" =15,

RjeSavanjem sustava jednadzbi dobiju se sile u Stapovima:

N, =12,38kN; N, =5,092kN.

Naprezanja u Stapovima racunaju se prema izrazu:

O'l = — , 0'2 = — ’
A Ay
gdje su povrsine poprecnih presjeka Stapova:

_dir 1227 dir 8x

=113,1mm?; =50,27 mm?.
A 4 4 * 4
Naprezanja i deformacije u Stapovima iznose:
3 3
o= 123800 159 5MPa; o, =2 = 20210 101 3yipy
A 1131 A, 50,27
6= 2995 _548.00%; £ =T2- 1083 50700,
E 200-10 E 200-10
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Produljenja se racunaju prema izrazu:
_N1'|1. N2'I2.
AE’ A B

gdje su I, i I, duljine Stapova izra¢unane kako slijedi:

Al Al =

|, =v/a? +d? =/0,67 +1,8% =1,897 m;

l, =vb2 +c? = 1,82 +1,5? =2,343m.
Uvrstenjem tih vrijednosti u izraze za produljenja dobije se:

Al ~ 12,38-10°-1,897-10°

| = 3 =1,04 mm;
113,1-200-10

| _5,092-10°-2,343-10°
>~ 50,27-200-10°

=119 mm.

Primjer 2.4.

Odrediti najvecu vrijednost sile F kojom se moze opteretiti kruto tijelo ABD prema slici 2.15.
ako je zadano dopusteno normalno naprezanje u Stapu (1). Stap je kruznoga popre¢nog presjeka
promjera d,. 1znos sile potrebno je zaokruZiti na cijeli broj u kN.

Za tako odredenu vrijednost sile F izra¢unati naprezanje u Stapu (1) te primjenjujuéi plan
pomaka odrediti pomake tocaka B i D.

Zadano je: a=53m, b=75m, c=8m, d=3,4m, d, =15mm, a=60", o, =180 MPa,
E =210GPa.

A p C A_R_
Slika 2.15. Primjer 2.4.
Rjesenje:

Uvjeti ravnoteze postavljeni za kruto tijelo ABD nakon oslobadanja od veza glase (slika 2.16.):
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8,0m

53m 7.5m .
Slika 2.16. Primjer 2.4.: Kruto tijelo oslobodeno od veza

> F,=0:  Fu —Ngc-cosf+F-cosa=0,

D F,=0:  Fu —Ng-sinf-F-sina=0,

> Mp=0: Ng.-cosf-8—F-cosa-3,4-F-sina-7,5=0.

Kut g dobije se prema izrazu:

_ 8 150043, 3 =56,48°.

tan g =
’ 53

® |0

Iz tre¢e jednadzbe jest:

(3,4-cos60°+7,5-sin60°).F

=1855-F.
8-.c0s56,48°

NBC =

Iznos sile F odreden je prema kriteriju ¢vrstoce kako slijedi:

2
O'ZN—AB\CSO'd, Nge <oy4-A, 1,855-F£180-ﬂi'5,

F<17148 N, F=17KkN.
UzduZna sila u Stapu ima vrijednost:

Nge =1,855-17 = 31,535 kN,
a normalno naprezanje iznosi:

3
o =Nec _ 31’535210 =178,45MPa
A z-15%/4

Deformacija Stapa i njegovo produljenje jesu:



o 11845 oo 0+,
E 21010

E =

Al=l.¢,1=4532+82=9596m, Al=9596-10%.8,5-10%=8,16 mm.
Iz plana pomaka (slika 2.17.b) jest:

a)
B B,

ﬂB'l

b)

/// I
A ° X
Slika 2.17. Primjer 2.4.: Plan pomaka
Al
cosf=—, &= Al _ 8,16 —14.78mm.
0g c0s56,48° 0,5522

pri ¢emu se luk BB! za male kutne zakrete Ap moze zamijeniti duzinom BB, .

Pomak toc¢ke D dobije se prema izrazu:

90 %  AD-\ol+d? =\7.52+342 =8 235m,
AD AB
5, =20 5 8235 14 78-1520mm.

AB

zapatcizavieze: [ 0

Zadatak 2.1. Valja odrediti dopusteno opterecenje Stapa (F =?) ako su poznati dopusteno
naprezanje i maksimalno dopusteni pomak tocke C (slika Z.2.1.).

Slika Z.2.1. Zadatak 2.1.
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Zadanu vrijednost iznosa sile F zaokruziti na cijeli broj u kN. Za tu vrijednost sile izra¢unati
naprezanja u segmentima te ukupno produljenje Stapa.

Zadano je: F,=2F, F,=F, |,=2l, 1,=0,8, |=0,5m, A =15A, A=A, A=100 mm?,
E=210GPa, 5, =200 MPa, &, =0,5mm.

Zadatak 2.2. Konstrukcija sastavljena od krute grede AB i deformabilnog Stapa BC kruznoga
popre¢nog presjeka optereCena je silom iznosa F (slika Z.2.2.). Valja odrediti dopusteno

opterecenje konstrukcije (F =? — iznos sile zaokruziti na cijeli broj u kN). Za tako odredenu
vrijednost sile F izracunati naprezanje u Stapu BC te pomak tocke B.

Zadanoje: a=3m, b=2m, c=3,2m, d=15mm, a =45, g,=180 MPa, E =200 GPa.

Slika Z.2.2. Zadatak 2.2.

Zadatak 2.3. Konstrukcija sastavljena od krutih greda AB i CD te deformabilnih Stapova (1) i
(2) opterecena je jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optereenjem iznosa ( |

koncentriranom silom iznosa F (slika Z.2.3.).

al?

a a

Slika Z.2.3. Zadatak 2.3.
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Valja dimenzionirati Stapove (1) i (2) (A =?, A, =?) te odrediti vertikalne pomake tocaka B
I D ako je zadano: a=1m, F =10kN, q=10kN/m, o, =150 MPa, E =210 GPa.

2.2. STATICKI NEODREPENI ZADATCI

Za razliku od staticki odredenih zadataka kod staticki neodredenih zadataka pored uvjeta
ravnoteze za rjeSavanje zadataka potrebni su i dodatni uvjeti koji se dobivaju iz plana pomaka.
Koliko je puta zadatak staticki neodreden, toliko je potrebno dodatnih uvjeta. Ovdje ¢e se
razmatrati zadatci koji su jedanput staticki neodredent, tj. oni za koje je pored uvjeta ravnoteze
potreban jedan dodatni uvjet dobiven iz plana pomaka.

Primjer 2.5.
Stap sastavljen od dvaju segmenata optere¢en je koncentriranom silom F prema slici 2.18. Oba
su segmenta kruznoga popre¢nog presjeka zadanih promjera.

Valja odrediti normalna naprezanja u obama segmentima Stapa te uzduzni pomak tocke B ako
je zadano: d;=12mm, d,=18mm, |, =16m, |,=18m, E =210GPa, E,=100GPa,

F=12kN.

A\E, _k

l

e

Slika 2.18. Primjer 2.5.
RjeSenje:
Uvjet ravnoteZe postavljen za stap AC nakon oslobadanja od veza glasi (slika 2.19.):

Y F =00 —F +F-F.=0.

F, |A B = C Fe

e s Sid——

Slika 2.19. Primjer 2.5.: Stap osloboden od veza

Buduc¢i da je zadatak jedanput staticki neodreden, potrebna je i dodatna jednadzba dobivena iz
plana pomaka prema kojoj uzduzni pomak to¢ke C mora biti jednak nuli odnosno ukupno
produljenje Stapa je prema (2.5) jednako nuli.

Drugim rije¢ima, produljenje Stapa uzrokovano djelovanjem sile F (slika 2.20.a) jednako je
skrac¢enju Stapa uzrokovanom reakcijskom silom F. (slika 2.20.b):
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Al Al
I ]
______________________________________________________ :
A J|BL_E |Cy
b)
A
A B" e Fe
""" i .

Slika 2.20. Primjer 2.5.: a) produljenje $tapa od sile F , a) skracenje Stapa od sile F

i=1A'Ei

Uzduzne sile mogu se odrediti metodom presjeka te iznose:

uc =Al =

Dodatna jednadzba sada glasi:

AR AR AR A-By

odakle je

gdje su povrsine poprecnih presjeka:

_dlr 12%.7
4

A =113,097 mm?;

_dg"ﬂ_l82-7z
4

A, = 254,469 mm?

Reakcijska sila F. sada je
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1
N 18-113,097-210
1,6-254,469-100

Fo = -12=5,854 kN ,

a uzduzne sile u popre¢nim presjecima:
N, =-5,854+12=6,146 KN; N, =-5,854 kN .
TraZena normalna naprezanja iznose:

3 B 103
Gl:ﬁzwzm,gm\ﬂpa; gzzﬁzmz—ZS,OMPa.
A 113,097 A, 254,469

UzduZni pomak tocke B jednak je produljenju prvog segmenta:

N,-l, 6,146-10°-1,6-10°
A-E, 113,097-210-10°

Ug = Al, = =0,414mm

Primjer 2.6.

Konstrukcija sastavljena od krute grede AD i deformabilnih $tapova (1) i (2) opterecena je silom
iznosa F utocki B (slika 2.21.).

Valja odrediti normalna naprezanja u Stapovima (1) i (2) te vertikalni pomak tocke B ako je
zadano: a=0,8m, b=15m, c=12m, L=29m, 1,=33m, A =200mm?,

A, =400 mm?, E, =210GPa, E,=100GPa, F =12kN.

2

Slika 2.21. Primjer 2.6.

Analizirati kako promjene karakteristika Stapa (1) (poprecni presjek, modul elasti¢nosti i
duljina) utjecu na sile i normalna naprezanja u Stapovima.

RjeSenje:
Zadatak je jedanput staticki neodreden jer na gredu djeluju Cetiri nepoznate sile, a mogu se
postaviti tri uvjeta ravnoteze (slika 2.22.a).
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Budu¢i da se ne traze komponente reakcije u osloncu D grede AD, otpadaju dva od uvjeta
ravnoteze (sume projekcija sila na osi x i y). Zato je uz uvjet ravnoteze:

> Mp=0: -N,-35-N,-1,2+F-2,7=0,

potrebna i dodatna jednadzba dobivena iz plana pomaka (slika 2.22.b) koja glasi:

oo
35 12
a) b)
N]I NZI - 375 m Lt
FD};
08m LS L 12
lF | £

Slika 2.22. Primjer 2.6.: a) greda oslobodena od veza, b) plan pomaka

Buduc¢i daje 5, =Al, a 5 = Al,, gornja jednadzba mozZe se napisati kao

odnosno

N, :2,917-%1"2- N, (A),

200-210-3,3

N, =2,017. =222,
400-100-2,9

N, =3,485-N,.

Uvrstavanjem u jednadzbu ravnoteze slijedi:
-3,485N,-3,5-N,-1,2+F-2,7=0.
RjeSavanjem gornje jednadzbe dobije se sila u Stapu (2):

2,7-12

,=——L=f 2 418kN,
3,485.3,5+1,2

aonda i sila u Stapu (1):
N, =3,485-2,418=8,427 kN..

Naprezanja u Stapovima (1) i (2) jesu:
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3 3
o, :m:—8'427 10 =42,13MPa; o, :& :—2’418 10 =6,05MPa.
A 200 400
Vertikalni pomak tocke B prema planu pomaka (slika 2.22.b) jest:
98 _ %
27 35

Kako je d, = Al,, slijedi:

3 3
5B :ﬂ.All :0,771'AI1, All N]_ I1 _ 8,427 10 2,9 10

35 “AE,  200-210-10°

0g =0,771-Al, =0,771-0,582 = 0,449 mm .

=0,582 mm,

Utjecaj krutosti elemenata konstrukcije (Stapova) i njihovih duljina na iznose sila u tim
elementima slijedi iz razmatranja prethodno dobivene veze izmedu sila u Stapovima 1 i 2 (izraz
A):

E; -
N, = 2,917-@- N,.
Ey-ly
MoZe se zakljuciti da kod staticki neodredenih zadataka promjena aksijalne krutosti (povrsine
poprecnog presjeka ili/i materijala, tj. modula elasticnosti) nekog od elemenata konstrukcije
(Stapa), odnosno promjena duljine tog elementa, utjece na iznose sila u $tapovima.
Tako iznos sile N, (u odnosu na iznos N,) raste upravo proporcionalno s povrSinom

poprecnog presjeka i modula elasticnosti materijala Stapa 1, a obrnuto proporcionalno duljini
toga Stapa, odnosno, s druge strane, iznos sile N, (u odnosu na iznos N,) raste upravo
proporcionalno s duljinom Stapa 2, a obrnuto proporcionalno s povr§inom poprecnog presjeka
i modula elasti¢nosti tog Stapa (2).

U tablici 2.1. prikazani su iznosi sila i normalnih naprezanja u Stapovima (1) i (2) za niz
vrijednosti popre¢nog presjeka Stapa (1). Ostali ulazni podatci pri tom se ne mijenjaju.

Tablica 2.1. Utjecaj promjene povrSine popre¢nog presjeka Stapa (1) na sile i naprezanja u Stapovima

A mm? N, /N, N, kN N, kN o, MPa o, MPa
100 1,743 7,74 4,44 77,35 11,10
200 3,485 8,43 2,42 42,14 6,05
300 5,228 8,69 1,66 28,96 4,15
400 6,971 8,82 1,27 22,06 3,16

Iznosi sila i normalnih naprezanja u Stapovima za razlicite vrijednosti modula elasti¢nosti Stapa
(1) (za razli¢ite materijale) prikazane su u tablici 2.2., dok su u tablici 2.3. dani iznosi sila i
normalnih naprezanja u Stapovima za razliite duljine Stapa (1).

Ostali ulazni podatci pri tom se ne mijenjaju.
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Tablica 2.2. Utjecaj promjene modula elasti¢nosti Stapa (1) na sile i naprezanja u Stapovima

E, GPa N, /N, N; kN N, kN o, MPa o, MPa
70 1,162 7,15 6,15 35,74 15,38
100 1,660 7,67 4,62 38,36 11,56
150 2,490 8,14 3,27 40,68 8,17
200 3,485 8,43 2,42 42,14 6,05

Tablica 2.3. Utjecaj promjene duljine Stapa (1) na sile i naprezanja u Stapovima

L, m N, /N, N; kN N, kN o, MPa o, MPa
2,4 4,211 8,56 2,03 42,80 5,08
2,9 3,485 8,43 2,42 42,14 6,05
3,4 2,973 8,30 2,79 41,50 6,98
3,9 2,592 8,18 3,15 40,88 7,89

zapatciza viezeu: [N O

Zadatak 2.4. Konstrukcija sastavljena od triju deformabilnih Stapova medusobno povezanih
zglobom u A optereéena je u istom zglobu silom F (slika Z.2.4.).

B (O & D

Slika Z.2.4. Zadatak 2.4.

Valja odrediti normalna naprezanja u $tapovima te pomak tocke A. Zadano je: h=15m,
a=30", F=6kN, A =A =100 mm?, A, =144mm?, E =210GPa.

Zadatak 2.5. Kruta greda AD vezana je za podlogu deformabilnim Stapovima (1), (2) i (3)

prema slici Z.2.5. Valja odrediti dopusteno optereéenje grede (F =?). Iznos sile F zaokruziti
na cijeli broj u kN.
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Za tu vrijednost sile izracunati naprezanja u svim S§tapovima te pomak tocke B ako je zadano:
a=12m, I=15m, A=225mm’, A =144mm*>, A =100mm’, o,=200MPa,
E =200 GPa.

Slika Z.2.5. Zadatak 2.5.

Zadatak 2.6. Kruta greda ABCD vezana je za podlogu nepomiénim osloncem u C te
deformabilnim Stapovima (1) i (2) (slika Z.2.6.).

Potrebno je odrediti normalna naprezanja u stapovima te vertikalni pomak tocke D.
Zadano je: a=1,2m, b=0,8m, h=Im, h,=05m, c=18m, A =225mm?,
A, =144mm?, F =25kN, E =210 GPa.

Slika Z.2.6. Zadatak 2.6.

2.2.1. Toplinska naprezanja

Zagrijavanjem slobodnog neopterec¢enog Stapa za iznos +At dolazi do njegova produljenja
(slika 2.23.a) odnosno hladenjem Stapa za iznos —At dolazi do njegova skracivanja (slika
2.23.b). Tako nastala promjena duljine Stapa raCuna se prema izrazu:

Al=I-a-At, (2.6)

gdje je a koeficijent linearnog toplinskog rastezanja koji je ovisan o materijalu.
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L [+A1 I-Al

3 - - »

Slika 2.23.: a) produljenje Stapa uzrokovano zagrijavanjem,

b) skracenje stapa uzrokovano hladenjem

Ako slobodno produljenje ili skra¢enje Stapa nije omoguceno, npr. zbog djelovanja veza ili
drugih dijelova konstrukcije, javit ¢e se u Stapu naprezanja bez njegova vanjskog opterecenja.
Tako nastala naprezanja nazivaju se toplinska (temperaturna) naprezanja ili naprezanja od
promjene temperature. Vrijednosti koeficijenta linearnoga toplinskog rastezanja « za neke
materijale dane su u tablici 2.4.

Tablica 2.4. Koeficijent linearnoga toplinskog rastezanja « za neke materijale

Koeficijent linearnoga

MEEE toplinskog rastezanja 1/°C
celik 12,5-10°°
aluminijske legure 22,5-107°
bakar 16,0-10°°
bronca 17,0-10°°

Primjer 2.7.

Stap AB sastavljen od triju segmenata nacinjena od bronce uklijedten je na krajevima A i B
(slika 2.24.). Odrediti normalna naprezanja u svim segmentima nastala zbog povecanja
temperature za At =60 "C ako je zadano: I, =1,2m, I,=0,8m, I,=0,5m, A =225mm?,

A, =144 mm?, A, =100 mm?, E =100 GPa, « =16,9-10°1/°C.

Slika 2.24. Primjer 2.7.

RjeSenje:
Budu¢i da je Stap uklijeSten na obama krajevima, radi se o jedanput stati¢ki neodredenom
zadatku.

Pored uvjeta ravnoteZe:
Y F =00 F,-F;=0,

potrebna je dodatna jednadzba koja slijedi iz plana pomaka.
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Naime, ukupno produljenje Stapa mora biti jednako nuli, tj. reakcija Fg mora biti takva da

ponisti ukupno produljenje Stapa od povecanja temperature (slika 2.25.), pa dodatna jednadzba

glasi:
(|1+|2+|3)-a-At—FB'Il—FB'IZ—FB'I3:0i|i
A-E A-E A-E
[|—1+|—2+|—3]-i:(ll+lz+I3)-a-At,
A A A)E
odakle je
L +1,+1
- (th+h) oo a
A A A
A i P Fy

..............................

Slika 2.25. Primjer 2.7.: ukupno produljenje Stapa

Nakon uvrstavanja zadanih vrijednosti slijedi:

(1,2-103+o,8-1o'°‘+o,5-1o3)
F, = -100-10°-16,9-107°-60
[1, 2.10° N 0,8-10° . 0,5-103]

225 144 100

Fg =15954 N =15,954 kN .
UzduZne sile u svim su segmentima jednake i iznose:

N, =N, = N; =—F5 =-15,954 kN.
Normalna naprezanja u pojedinim segmentima Stapa jesu:

N, -15,954-10°

o=y _ T I0 46 99 v,
A 225
J— . 3
o, =2 _ TAI0_116 79 v
A, 144
— . 3
oy =Ns L TBVID 150 64 Mpa
A 100

38



Primjer 2.8.

Konstrukcija prema slici sastoji se od krute grede AC i deformabilnih Stapova (1) i (2) (slika
2.26.). Stap (1) napravljen je od aluminijske legure, a $tap (2) od bronce.

Potrebno je odrediti naprezanja u Stapovima nakon $to se Stapu (1) poveca temperatura za
At=60°C ako je zadano: a=250mm, b=400mm, I, =300mm, I,=600mm,

d, =18 mm, d, =28 mm, E, =70GPa, E, =100 GPa, a1=22,5~10‘6%.

7\7-!-
I, 1
B C
Y o) _
A b
8 a -
2 I
£

Slika 2.26. Primjer 2.8.
Rjesenje:

Ocito je da je Stap (1) opterecen tlacno, a Stap (2) vlacno (slika 2.27). 1z uvjeta ravnoteze dobije
Se.

D> Mg=0: N,;-250-N,-400=0, N, =16-N,.

250 mm 400 mm j

Slika 2.27. Primjer 2.8.: kruta greda ABC oslobodena od veza
Dodatni uvjet prema planu pomaka (slika 2.28.) glasi:
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Oc _ Oa

——=—-6.=16-5,,
400 250" ¢ A
gdje su pomaci tocaka A i B jednaki:
Op =h -0y -AL- N , 0c = N, L :
AE T AE,

Slika 2.28. Primjer 2.8.: plan pomaka

Dalje je

N, -1, :1,6-(|1-051'At— Nl'llJ’ N, -1 :1,6-[|1-a1-At—M],
A By A-E A

Az'Ez Ai'El

Povrsine poprecnih presjeka Stapova iznose:

( |2 +1,6-1’6'|1J-N2=1,6'|1'051'At-

2 2 2 2
_df-r_18 T _ 254 47 mm?, A2=d2 m_28-7

=615,75 mm?,
4 4 4

A

pa su sile u Stapovima:

3 3
0.6.19 s+16- 1.6-0.3.10 - |-N, =16-0,3-10°-22,5-10° - 60,
615,75-100-10 254,47-70-10
5,286-10°-N, =64,8-10", N, =12,26 kN ;
N, =1,6-N, =1,6-12,26 =19,61 kN .

TraZena naprezanja u Stapovima jesu:

— . 3
A 254,47
3
o, =2 122000 g g pvpy.
A, 61575



zapatci za viezeu: [N O ur)

Zadatak 2.7. Stap AB sastavljen od triju segmenata na¢injena od razli¢itih materijala uklijesten
je na krajevima A i B (slika Z.2.7.). Odrediti normalna naprezanja u svim segmentima nastala

zbog povecanja temperature za At =80 °C.

Zadano je: |, =440mm, 1,=200mm, I,=320mm, A =625mm?® A, =900 mm?,
A,=400mm?, E, =70GPa, E,=155GPa, E,=100GPa, o, =22,5-10°1/°C,
a,=135-10°1/°C, , =17-10°1/°C.

lijevano
zeljezo

Al-legura —

Slika Z.2.7. Zadatak 2.7.

Zadatak 2.8. Kruta greda ABC vezana je za podlogu deformabilnim Stapovima (1) i (2)
na¢injenima od istog materijala (slika Z.2.8.). Valja odrediti normalna naprezanja u Stapovima

nastala zbog povecanja temperature za At =80 °C.

Zadano je: a=800mm, 1=600mm, A=A =A, E=210GPa, «=12,6-10°1/°C.

T T

Slika Z.2.8. Zadatak 2.8.

2.2.2. PoCetna naprezanja

Ova naprezanja javljaju se zbog prisilne montaze konstrukcije uzrokovane neto¢nostima u
izradi pojedinih elemenata konstrukcije.

Primjer 2.9.

Konstrukcija prema slici sastoji se od krute grede AC i deformabilnih Stapova (1) i (2). GreSkom
je Stap (2) napravljen kraci za iznos 6 =1,5 mm (slika 2.29.).
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Potrebno je odrediti naprezanja u Stapovima nakon prisilne montaZe.

Zadano je: a=3m, I=1,2m, d, =12mm, d, =15mm, E =200 GPa.

Y

Slika 2.29. Primjer 2.9.
RjeSenje:
Nakon prisilne montaze Stap (1) je opterecen na vlak, a Stap (2) na tlak (slika 2.30.a). Uvjet
ravnoteze glasi:

> M¢=0: -N;-18-a+N,-0,8-a=0, N, =2,25-N,.
Dodatna jednadZba dobije se razmatranjem plana pomaka (slika 2.30.b) i glasi:

O _ %

=B  5,=225.5.,
54 2,4 A B

gdje su 0, =0 —Al; 5 =Al,.

o

Slika 2.30. Primjer 2.9. a) kruta greda oslobodena od veza, b) plan pomaka
Dalje je
6-Al =2, 25-|A|2| , odnosno Al +2, 25-|AI2| =5,
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Buduéi daje Al =N;-b/(A-E), Al,=N,-1,/(A,-E,), te N, =2,25-N,, moze se pisati

Nih | o o 225N, _( l, +5,0625-I2J'N1:5

AE T AE, \AE AR

Povrsine poprecnih presjeka Stapova jesu:

2 2 2 2
_Grr 12 7r:113,097mm2, AZ:dZ 7 157
4 4 4

pa sile u Stapovima iznose:

A =176,71mm?

1,2-10° 5,0625-1,2-10°
o+ = [N, =15,
113,097-200-10° 176,71-200-10

N, =6668 N = 6,668 kN,
N, =2,25-N, =2,25-6,668 =15,003 kN .
Naprezanja u Stapovima nakon prisilne montaze jesu:

3 3
o, :m:M:%,ga MPa , o, :_&:_mz—m,go MPa .
A 113,097 A 17671

Primjer 2.10.

Konstrukcija prema slici 2.31 sastoji se od zakrivljenoga krutog Stapa ABC i deformabilnih
Stapova (1) i (2). GreSkom je Stap (1) napravljen kraci za iznos ¢ =0,6 mm. Valja odrediti
naprezanja u Stapovima nakon prisilne montaze.

Zadano je: a=0,4m, A=A =A, E=200GPa.

. 5 b4

2

3a

. I

B 0

Slika 2.31. Primjer 2.10.
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Rjesenje:
Nakon prisilne montaze Stap (1) je opterecen vlacno, a Stap (2) tlacno (slika 2.32.a). Uvjet
ravnoteze glasi:

> Mc=0: -N;-a+N,-2a=0, N;=2-N,.
Dodatna jednadZba dobije se razmatranjem plana pomaka (slika 2.32.b) i glasi:

% _ %%
S B s5.=v2-5,
oy Se=V20

gdje su
g -COS45 +AL =8, 85 =~/2-(6-AL); 5 =Al,.
a) b)

Slika 2.32. Primjer 2.10.: @) zakrivijeni stap osloboden od veza, b) plan pomaka

Sile u Stapovima dobiju se kako slijedi:

Aly =22 (5-AL)=2-5-2-Al,

Al, +2-Al,=2-6,
N2-|2+2.N1~I1:2.5, N2-3-a+2.2N2-2-a:2.5, szw'
A-E A-E A-E A-E 11-a
N1:4'A'E'§.
11-a
Naprezanja u Stapovima nastala zbog prisilne montaze iznose:
3
o=t 4E0 420010706 1459 1 ppy,
A 1la 11.0,4-10
3
o, =—No__2:E:0_2:200-107-06 5 oo yyp,

2
A, 1l.a  11.0,4-10°
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O
zapatci za viEzeu: [N o
Zadatak 2.9. Konstrukcija koja se sastoji od krute grede ABC i deformabilnih Stapova (1) i (2)
prisilno je montirana jer je Stap (2) greSskom napravljen krac¢i za 6 =0,9 mm (slika Z.2.9.).
Potrebno je odrediti naprezanja u Stapovima nakon prisilne montaze. Zadano je: a=1,2m,
a=45, A=2-A, A=A, E=200GPa.

Slika Z.2.9. Zadatak 2.9.

Zadatak 2.10. Konstrukcija sastavljena od triju deformabilnih Stapova prisilno je montirana jer
je Stap (3) greSkom napravljen kra¢i za o =2 mm (slika Z.2.10.). Potrebno je odrediti
naprezanja u Stapovima nakon prisilne montaze. Zadano je: I=1m, A=A =A, A =2A,
E =200GPa.

Slika Z.2.10. Zadatak 2.10.

2.3. SAINT-VENANTOV PRINCIP I KONCENTRACIJA NAPREZANJA

Saint-Venantov princip moze se izreéi na sljedeci naéin: U tockama tijela koje su dovoljno
udaljene od mjesta djelovanja vanjskog opterecenja naprezanja ce se neznatno promijeniti ako
Jedno opterecenje zamijenimo drugim, njemu staticki ekvivalentnim opterecenjem. U kolegiju
Tehni¢ka mehanika I re¢eno je da su dva sustava sila staticki ekvivalentna ako se u bilo kojoj
tocki tijela reduciraju na isti glavni vektor sila i isti glavni moment.

Neka je plosnati Stap pravokutnoga popre¢nog presjeka Sirine b i debljine t opterecen tla¢no
dvjema koncentriranim silama iznosa F na svojim krajevima (slika 2.33.a) te jednoliko
raspodijeljenim silama kojima je rezultanta takoder iznosa F. = F (slika 2.33.b). U presjecima

dovoljno udaljenima od djelovanja opterecenja — presjeci udaljeni od djelovanja opterecenja za

iznos h > b, raspodjela normalnih naprezanja po popre¢nom presjeku bit ¢e ista za oba slucaja
vanjskog opterecenja.
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Razlike ¢e postojati u presjecima na udaljenostima h < b (slika 2.33.a) te se moze reéi da su te
razlike lokalnog karaktera.

Za slucaj tlaénog opterecenja s dvije koncentrirane sile na krajevima u presjecima na
udaljenostima h < b raspodjela normalnih naprezanja po popre¢nom presjeku nije jednolika.
Maksimalno naprezanje znatno je vece od nominalnoga. Ta se pojava naziva koncentracija
naprezanja:

— max —
K =— O-nom__t'

F
a-
iy
qvvvv
o I

"

h>b
AAAAAAAA AAALAAA
q Ll q
F F
I I F, F,

Slika 2.33.: a) opterecenje stapa dvjema koncentriranim silama, b) opterecéenje stapa jednoliko
raspodijeljenim silama

Na slici 2.34.a prikazan je vlacno optere¢en plosnati Stap pravokutnoga popre¢nog presjeka
Sirine b i debljine t (b>>t) s kruznim otvorom po sredini Stapa promjera 2-r. Raspodjela
normalnih naprezanja u popre¢nom presjeku I-1 dana je na slici 2.34.b. Omjer maksimalnog
naprezanja i nominalnog naprezanja predstavlja faktor koncentracije naprezanja.

a) b)
presjek I-1
F F F {
- - ‘; E )
I —
GHOVI‘[‘
Gmax

Slika 2.34.: a) vlacno optereceni plosnati Stap s kruznim otvorom u sredini, b) nejednolika
raspodjela normalnih naprezanja po poprecnom presjeku Stapa
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Na slici 2.35. dan je dijagram ovisnosti faktora koncentracije naprezanja K o omjeru 2-r/b.

K
3,0
F
G|‘- mo
2.8 a*i
2 G:

f G.‘Illn\
2,6
24 \

2.2 \

\H‘\-

e ————

01 02 03 04 05 06 07 08 o2

2,0

Slika 2.35. Faktor koncentracije naprezanja K u ovisnosti o omjeru 2-r /b

Primjer 2.11.

Za plosnati Stap pravokutnoga popre¢nog presjeka Sirine b i debljine t (b>>t), s kruznim
otvorom po sredini Stapa promjera 2-r i optere¢enoga na rastezanje silom iznosa F na
slobodnim krajevima (slika 2.36.), potrebno je izra¢unati maksimalno normalno naprezanje.

Faktor koncentracije naprezanja uzeti iz dijagrama na slici 2.35.
Zadano je: b=100mm, 2-r=20mm, t=5mm, F =24KkN.
|A

Slika 2.36. Primjer 2.11.
Rjesenje:
Povrsina poprec¢nog presjeka A — A iznosi:
A=a-t=(b-2-r)-t=(100-20)-5=400 mm?,
a nominalno je naprezanje:

oo = == = 2299 _ g0 pp.
A A 400A
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Prema dijagramu na slici 2.35., za omjer 2-r/b=20/100=0,2, faktor koncentracije
naprezanja je K =2,5.

Maksimalno normalno naprezanje iznosi:

Omax = K- 0pom =2,5-60 =150 MPa.

zapatciza viezeu: [ our)

Zadatak 2.11. Odrediti najveéi iznos sile F kojom se moZe opteretiti Stap prema slici 2.36.
tako da najvece normalno naprezanje o,,,, ne bude vece od dopustenoga normalnog naprezanja

o, ako je zadano: b=120mm, 2-r =12mm, t=6 mm, o, =200 MPa.
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3. SMICANJE

Neko tijelo optereceno je na smicanje kada vanjsko opterecenje djelujuci na tijelo nastoji
pomaknuti jedan dio tijela u odnosu na drugi duz plohe smicanja. Takvo je tijelo na primjer
zakovica koja spaja dva lima (slika 3.1.a). U zamisljenoj plohi smicanja zakovice niz sila drZi
u ravnoteZi vanjsko opterecenje predstavljeno silom F (slika 3.1.b).

Raspodjela posmicnih naprezanja po popre¢nom presjeku nije jednolika i tesko ju je odrediti,
pa se u praksi provodi pojednostavnjen priblizan prorac¢un s raCunanjem srednjega posmicnog

naprezanja. Srednje posmi¢no naprezanje u poprecnom presjeku zakovice raCuna se prema
izrazu:

T=K, (31)

gdje je A povrsina plohe smicanja.

ploha smicanja

Slika 3.1.: a) dva lima spojena zakovicom, b) zamiSljena ploha smicanja s unutarnjim silama koje su
posljedica vanjskog opterecenja

Ako se radi o spoju s vise zakovica i vise smi¢nih ploha po svakoj zakovici (slika 3.2.a i b),
izraz za srednje posmi¢no naprezanje glasi:

b)

plohe smicanja
Fi2

7 e

F

Fi2

7

Slika 3.2.: a) spoj s dvjema zakovicama, b) dvije plohe smicanja po jednoj zakovici

T== , (3.2)
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gdje i predstavlja broj ploha smicanja po jednoj zakovici, n broj zakovica u spoju , a A
povrsinu popre¢nog presjeka zakovice.

U zadatcima u kojima treba dimenzionirati zakovice upotrijebit ¢e se kriterij ¢vrstoce koji glasi:

F [4F
=—— <74, d> [——, 3.3
‘ i d?- 7 fa I-n-z-74 (33)

.n.
4

gdje z, predstavlja dopuSteno posmi¢no naprezanje ovisno o materijalu od kojeg je zakovica
izradena. DopusSteno posmic¢no naprezanje z, moze se odrediti iz krivulja koje su dobivene

pokusima u laboratoriju sliénima pokusima rastezanja. NajéeSce se za dobivanje dijagrama
smicanja 7= f (») (slika 3.3.) koji se po obliku podudaraju s dijagramima rastezanja rabi

uvijanje tankih cijevi.

—_—

0]

Slika 3.3. Dijagrami smicanja dvaju materijala

Dopusteno posmicno naprezanje 74 povezuje se ¢esto s dopustenim vlaénim naprezanjem o

prema izrazu:
7y =Kq -0y, (3.4)

gdje je koeficijent k; odreden za razne materijale na temelju pokusa i iskustva. Tako za ¢elik
njegova vrijednost iznosi k; =0,8.

Kod dimenzioniranja zakovica (slika 3.4.a) treba Cesto kontrolirati i veli¢inu bocnoga
povrsinskog pritiska, kojemu je trup zakovice izvrgnut. Zakon raspodijele tog pritiska (slika

3.4.b) nije poznat, pa se u prora¢unima uzima srednja vrijednost bo¢nog pritiska (slika 3.4.c)
dobivena prema izrazu:

F

= . 3.5
p=— td 3.5)
Pri dimenzioniranju srednji pritisak mora biti manji od dopustenoga, pa je
F F
= <p;, dz——. 3.6
P nt,-d Pq n-t, - py (3.6)

50



Slika 3.4.: @) spoj s dvjema zakovicama, b) raspodjela bocnog pritiska po tijelu zakovice, c) srednji
pritisak

Primjer 3.1.

Odrediti srednje posmi¢no naprezanje u plohama smicanja zakovice za slu¢aj opterecenja
prema slici 3.5.a. Zadano je: d =15mm, F =25kN.

P aj b)

N plohe smicanja

Slika 3.5. Primjer 3.1.
Rjesenje:
Dvije su plohe smicanja (slika 3.5.b), pa srednje posmi¢no naprezanje izracunano prema (3.2)
iznosi:

. __F _ F _2.F 2.25.10°
oA dPz diz 150
4

=70,7 MPa.

Primjer 3.2.

Dimenzionirati zakovice u spoju optere¢enom prema slici 3.6. ako su poznati dopusteno srednje
posmicno naprezanje z,, dopusteni bo¢ni pritisak p, i debljina lima t, .

Zadano je: F =30kN, 7, =90 MPa, p, =100 MPa, t, =8 mm.
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O O

Slika 3.6. Primjer 3.2.
RjeSenje:
Prema kriteriju da srednje posmi¢no naprezanje mora biti manje od dopustenoga posmi¢nog
naprezanja (3.3), jest:

4-F
1.3-7-74 '

d>
3

d> ﬂ =11,89 mm,
1-3-7-90

a prema uvjetu da srednji bo¢ni pritisak mora biti manji od dopustenoga (3.6), jest:

F

d>——,
n'to'pd

o 30-10°
~ 3.8-100

=12,5mm.

Oba uvjeta bit ¢e zadovoljena ako se za promjer zakovice izabere vrijednost d =13 mm.

Primjer 3.3.

Odrediti maksimalnu vrijednost momenta M kojim se smije opteretiti spojka prema slici 3.7.a.

Zadano je: d =15mm, d, =800 mm, 7z, =90 MPa.
a)

Slika 3.7. Primjer 3.3. a) zadana spojka opterecena momentom M, b) opterecenje vijaka
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RjeSenje:

Prema kriteriju ¢vrsto¢e prema (3.3) dobije se sila koja opterecuje jedan vijak:

2
T:%SZ}“ FSlnd ”'Td,
i-n-
4
2
F<1.1.2°7 g0,
F <15904 N.

Iz uvjeta ravnoteZe lijevog ili desnog dijela spojke dobije se traZzena vrijednost momenta:

XM =0: M—6-F-d—25=0,

M =3-F-d, =3-15904-800 = 38169600 N-mm =38,17 KN-m.

Primjer 3.4.

Pomocu pera Sirine a i duljine b ostvaren je ¢vrst spoj osovine i poluge prema slici 3.8.a i b.
Potrebno je izraCunati srednje posmi¢no naprezanje u plohi smicanja pera.

Zadano je: F=6kN, I1=400mm, d =60 mm, a=14mm, b=60mm.
a) b)

Slika 3.8. Primjer 3.4.: @) veza osovine i poluge, b) dimenzije osovine i pera
Rjesenje:
Sila F, kojom je optereceno pero dobije se iz uvjeta ravnoteze poluge (slika 3.9.a).

a) b)
ploha smicanja
N
Ia

£ N

[ -

Slika 3.9. Primjer 3.4.: @) poluga oslobodena od veza, b) ploha smicanja pera
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XM =0: —F-I+F1-%=0,

—6-400+F1-6—20=0,

F, =80 kN.

Povrsina plohe smicanja pera iznosi (slika 3.9.b):
A=a-b=14-60 =840 mm?,

a srednje posmi¢no naprezanje:

F,_80-10°

=95,2 MPa.
A 840

Primjer 3.5.

Zavareni spoj dvaju limova prikazan je na slici 3.10. Valja provjeriti ¢vrsto¢u zavarenog spoja.

Zadano je: F =120kN, I =120mm, h=8mm, 7, =80 MPa.

ploha
smicanja

45°

Slika 3.10. Primjer 3.5.
Rjesenje:
Dvije su plohe smicanja, a povrsina svake plohe jest:

J2 V2

A=I-72-h=120-7-8=678,8 mm?.

Srednje posmicno naprezanje u svakoj plohi smicanja iznosi:

o F _12010°
2-A 2.678,8

=88,4 MPa.

Buduéi da je srednje posmicno naprezanje vece od dopustenoga, Cvrstoéa zavara ne
zadovoljava. Da bi kriterij ¢vrstoce bio zadovoljen, trebalo bi povecati duljinu zavara.

Tako bi za duljinu zavara | =180 mm srednje posmi¢no naprezanje iznosilo:

V2 V2

A=1-—-=.h=180-—=.8=1018,2 mm?,
2 2
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F  120-10°

T= = =58,9 MPa.
2-A 2.1018,2

Primjer 3.6.
Za konstrukciju premaslici 3.11.a valja dimenzionirati svornjak u zglobu C prema dopustenom
posmi¢nom naprezanju te dopustenom bo¢nom pritisku.

Zadano je: a=12m, b=28m, c=24m, e=18m, F=18kN, 7,=90MPa,

pg =100 MPa, t, =18 mm.
a) b)

presjek I-1

)
Y

>
»

A

Slika 3.11. Primjer 3.6.

Rjesenje:
Da bismo odredili potreban promjer svornjaka, najprije treba izracunati reakciju zgloba C
konstrukcije.

Slika 3.12. Primjer 3.6. Konstrukcija oslobodena od veza

Uvjeti ravnoteze postavljeni za konstrukciju ABC oslobodenu od veza (slika 3.12.) glase:

> Mc=0: F-(a+b+c)—Ngp-cosa-e—Ngp-sina-c=0,

> F,=0: Ngy-sina-F+F, =0,
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gdje je @ =32,7 jer je tana =e/b=1,8/2,8=0,64286 . Dalje je:

F-(a+b+c) 18-(1,2+2,8+2,4)

- = - =40,978 kN,
e-cosa+c-Sina  1,8-c0s32,7°+2,4-s5in32,7°

NBD =

Fe, = Ngp - COSa = 40,978-¢0532,7° = 34,483 kN,

Fey =18-40,978-sin32,7° = —4,138 kN,

F2 + F2 =+[34,483% +(~4,138)° =34,73kN..

Svornjak ima dvije plohe smicanja (slika 3.11.b), pa je prema kriteriju da srednje posmi¢no
naprezanje mora biti manje od dopustenoga posmi¢nog naprezanja (3.3):

i d?-z 2:-1-7-7,

.n.
4

3
d> M d>157mm;
\ 2.1.7-90

a prema uvjetu da srednji boc¢ni pritisak mora biti manji od dopustenoga (3.6):

p= e <pg, d= Fe ,

n-t,-d n-t,- Py
3

ZM, d >19,3mm.
18-100

Oba uvjeta bit ¢e zadovoljena ako se za promjer svornjaka izabere vrijednost d =20 mm.

ZADATCI ZA VJEZBU:

Zadatak 3.1. Za spoj optere¢en silom F (slika Z.3.1.) valja odrediti srednje posmiéno
naprezanje u plohama smicanja svornjaka.

Zadano je: F =18kN, d =16 mm.

)

Slika Z.3.1. Zadatak 3.1.
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Zadatak 3.2. Za konstrukciju premaslici Z.3.2. valja dimenzionirati svornjak u zglobu C prema
dopustenom posmi¢nom naprezanju te dopustenom bo¢nom pritisku.

Zadano je: a=12m, b=28m, ¢=2,4m, F=18kN, 7,=90MPa, p,=100MPa,

t, =18 mm.

A 4
A
Y

presjek I-1

Slika Z.3.2. Zadatak 3.2.

Zadatak 3.3. Valja odrediti dopusteno opterecenje (F =?) spoja prema slici Z.3.3. ako su
poznati dopusteno posmic¢no naprezanje i dopusteni boc¢ni pritisak.

Zadano je: 7, =80 MPa, p; =90 MPa, d =12mm, t, =14 mm.

a)
F

I1-1 c)

plohe - F
\F/2 smicanja =

Slika Z.3.3. Zadatak 3.3.
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Zadatak 3.4. Dimenzionirati vijke u spojci prema slici Z.3.4.

Zadano je: M =20kN-m, R=200 mm, 74 =90 MPa.

Slika Z.3.4. Zadatak 3.4.

Zadatak 3.5. U zavarenom spoju dvaju limova (slika Z.3.5.) valja odrediti potrebnu duljinu
zavara (1 =7?).

Zadano je: F =15kN, h=8mm, 7y, =90 MPa.

>
<

Slika Z.3.5. Zadatak 3.5.

Zadatak 3.6. Jednakokrac¢ni L profil dimenzija 50 x 50 x 5 mm zavaren je za plocu prema slici
Z.3.6. Valja odrediti duljine zavara (I, =?,1, =?) ako je zavareni spoj opterecen silom F .

Zadano je: F =38kN, h=5mm, 7, =50 MPa.
l?'2

Slika Z.3.6. Zadatak 3.6.
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4. GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE
POPRECNIH PRESJEKA

U prethodnim poglavljima vezanima za aksijalno opterecenje i smicanje za izracunavanje
normalnih i tangencijalnih naprezanja potrebna je bila samo povrSina poprecnog presjeka. U
sljede¢im poglavljima razmatrat ¢e se uvijanje i savijanje Stapa te kontrola njegove stabilnosti.
Za tu svrhu trebat ¢e odrediti i neke druge karakteristike popre¢nog presjeka, koje se razmatraju
u ovom poglavlju.

4,1. STATICKI MOMENTI POVRSINE I TEZISTE POPRECNOG PRESJEKA

Neka je zadan poprecni presjek proizvoljnog oblika prema slici 4.1.

Yo

Slika 4.1. Poprecni presjek proizvoljnog oblika

Stati¢ki momenti povrSine popre¢nog presjeka u odnosu na pomocne osi Y’ i z' definiraju se

kao
sy,zjz'-dA, SZ!:J‘y'-dA. (4.1)
A A
Isto tako za Citav poprecni presjek vrijedi da su staticki momenti jednaki produktu povrsine i
udaljenosti njezina tezista od odgovarajuce osi:
S, =A-z;, S, =A-yr. 4.2)
Usporedivanjem jednadzbi (4.1) i (4.2) mogu se odrediti koordinate teZiSta u odnosu na

pomocne osi y; 1 Z;:

! Sz' ' !
yr=—%t, zp=—1. (4.3)
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Iz jednadzbi (4.2) vidljivo je da su staticki momenti povrSine popre¢nog presjeka za osi y i z

koje prolaze teziStem poprecnog presjeka jednaki nuli, tj.:
s,=0, S,=0. (4.4)

Vazno je naglasiti sljedece: ako poprecni presjek ima dvije osi simetrije, teziSte lezi u sjecistu
tih simetrala (slika 4.2.a), a ako se radi o popre¢nom presjeku s jednom osi simetrije, polozaj
teZiSta je na toj osi (slika 4.2.b).

a) b)
{
v, Lo of
t
Y
A
P Yz

Slika 4.2. PoloZaj teZiSta za poprecni presjek: a) s dvjema osima simetrije, b) s jednom osi simetrije
4.2. AKSIJALNI, POLARNI I DEVIJACIJSKI (CENTRIFUGALNI) MOMENTI

TROMOSTI (INERCIJE) POPRECNOG PRESJEKA

Aksijalni momenti tromosti (inercije) popre¢nog presjeka odnose se uvijek na neke osi, pa su
zaosi y' i 7' (slika 4.3.) definirani izrazima:

|;=jz'2-dA, |;:jy'2-dA. (4.5)
A A
Polarni moment tromosti definiran je prema izrazu:
|P=jp2-dA. (4.6)
A

MoZe se dokazati da je polarni moment tromosti jednak zbroju aksijalnih momenata tromosti,
odnosno zbroj aksijalnih momenata tromosti za dvije medusobno okomite osi jednak je
polarnom momentu tromosti u odnosu na sjeciste tih osi (slika 4.3.):

2 12 12 12 12 ’ '

IP=J.p ~dA=I(y +z )~dA=Iy -dA+J.z dA=1; 41 4.7)
A A A A

Iz same definicije aksijalnih momenata tromosti i polarnog momenta tromosti uocava se da su

oni uvijek pozitivni.

Devijacijski moment tromosti popre¢nog presjeka odnosi se na koordinatni sustav i racuna se

prema izrazu:
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(4.8)

Slika 4.3. Veza polarnog i aksijalnih momenata tromosti
Ovaj moment tromosti moZze biti pozitivan, negativan ili jednak nuli.

Neka je zadan poprecni presjek s jednom osi simetrije (slika 4.4.). Za svaki elementarni dio
povrsine poprecnog presjeka dA postoji njemu u odnosu na simetralu simetri¢an dio dA, Koji

ima istu z koordinatu, a y koordinatu suprotnog predznaka, pa vrijedi:

Yi-21-dA ==Y, 75 -dA,.

Zbog toga je prema (4.8) devijacijski moment tromosti za presjek s jednom ili dvjema osima
simetrije 1, jednak nuli:

0. (4.9)

! —_—
1y, =

Slika 4.4. Poprecni presjek s jednom osi simetrije
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Ako se radi o slozenom popre¢nom presjeku koji je sastavljen od jednostavnih oblika, kao Sto
je na primjer poprecni presjek na slici 4.5. sastavljen od triju pravokutnika, moment tromosti
takva slozenoga poprecnog presjeka u odnosu na neku os jednak je zbroju momenata tromosti
pojedinih dijelova tog presjeka u odnosu na istu os:

I, = [ 2} -dA + [ 2} -dA, + [ 23 -dA;. (4.10)
A Ay Ay
d4, =
Z
Y.
Z
dd,
L. Z3
d4, @ |
’Z

Slika 4.5. Slozeni poprecni presjek

Ako se radi 0 oslabljenom presjeku kao Sto je pravokutni presjek s otvorom oblika kruga (slika
4.6.), ukupni moment tromosti takva presjeka u odnosu na neku os jednak je razlici momenata
tromosti pravokutnika i kruga u odnosu na istu os.

1
Y. Y. y_.
_— — %
Z

d4, 2
= v

Slika 4.6. Oslabljeni presjek

ly = [ 20 -dA - [ 2-dA, . (4.11)
A A

Vrijedi i pravilo o paralelnom pomaku presjeka: Moment tromosti poprecnog presjeka u
odnosu na neku os nece se promijeniti ako se Citav presjek ili pojedini njegovi dijelovi pomicu
paralelno s tom osi.

Tako svi presjeci na slici 4.7., nastali iz poCetnog presjeka paralelnim pomicanjem njegovih
dijelova s osi Y, istog su aksijalnog momenta tromosti u odnosu na os y .
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A
A=
A=
A=

Slika 4.7. Svi presjeci na slici imaju isti moment tromosti

4.2.1. Promjena momenata tromosti pri translaciji koordinatnog sustava
- Steinerovo pravilo

Ako su poznati aksijalni momenti tromosti za teziSne osi y i z te devijacijski moment tromosti

za koordinatni sustav, kroz teZiste pomocu izraza za transformaciju mogu se odrediti aksijalni
momenti tromosti za proizvoljne osi y' i z' koje su paralelne osima y i z kao i devijacijski

moment tromosti za pomaknuti koordinatni sustav (slika 4.8.).

Slika 4.8. Steinerovo pravilo

Prema definiciji aksijalnog momenta tromosti jest:

;= [2%-dA=[(z+d,)"-dA=[(2*+2-2-d, +d)-dA,
A A A
;= [2°-dA+2-d,-[z-dA+d]-[dA=1,+2-d,-S, +d}-A.
A A A
Prema (4.4) je S, =0, pa je gornji izraz jednak:

Iy =1,+d;-A=1,+27-A. (4.12)
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Na isti je nacin:

;= [y?-dA=[(y+d,)*-dA=[(y*+2-y-d, +d])-dA,
A A

A

I, =[y?-dA+2.d,-[y-dA+d?-[dA=1,+2.d,-S, +d - A.
A A A

Prema (4.4) je S, =0, pa je gornji izraz jednak:
I=1,+d7-A=1,+y? A. (4.13)
Za devijacijski moment tromosti u odnosu na pomaknuti koordinatni sustav vrijedi:

1% =IY’-Z'-dA=I(y+d1)-(2+dz)dA=I(y-Z+y-d2+2-d1+d1-d2)~dA,
A A A

I, =[y-z-dA+d,-[y-dA+d,-[z-dA+d,-d, - [dA
A A A A

Iy, =1, +d,-S,+d;-S, +d,-d, - A
teseuz S, =0 i S, =0 dobije:

1, =1, +d;-dy-A=1,, +y; -2} -A. (4.14)
Izrazi (4.12), (4.13) i (4.14) predstavljaju Steinerovo pravilo iskazano na sljede¢i naéin:

e Aksijalni momenti tromosti u odnosu na osi koje ne prolaze tefistem poprecnog
presjeka jednaki su aksijalnim momentima tromosti u odnosu na paralelne teziSne osi
uvecanom za produkt povr§ine poprecnog presjeka i kvadrata udaljenosti teZista od
zadanih osi.

e Devijacijski moment tromosti u odnosu na koordinatni sustav koji ne prolazi teziStem
poprecnog presjeka jednak je devijacijskom momentu tromosti u odnosu na paralelni
koordinatni sustav kroz teziSte uvecanom za produkt povrsine popreénog presjeka i
koordinata teziSta u zadanom koordinatnom sustavu.

4.2.2. Promjena momenata tromosti pri rotaciji koordinatnog sustava

Ako su poznati aksijalni momenti tromosti u odnosu na teziSne osi y i z te devijacijski

moment tromosti u odnosu na koordinatni sustav, kroz teziste popre¢nog presjeka mogu se
odrediti izrazi za aksijalne i devijacijski moment tromosti u odnosu na osi y i Z dobivene

rotacijom koordinatnog sustava za kut ¢ oko tezista (slika 4.9.).

Koordinate elementarnog dijela poprecnog presjeka AA u odnosu na zarotirane osi y i Z mogu
se dobiti prema izrazima:

y=y-cosp+z-Sing, (4.15)

Z=-y-Sinp+2-coS¢. (4.16)
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Slika 4.9. Zarotirane koordinatne osi

Aksijalni momenti tromosti u odnosu na zarotirane osi kao i devijacijski moment tromosti u
odnosu na zarotirani koordinatni sustav sada su

[N =I72 -dAzj(—y-sin¢+z~c03¢)2 -dA,
A A

I =Sin2g0-.|.y2-dA—Z-Sin(p-COS(p-Iy-Z-dA+COSZ(p-IZZ-dA,
A A A

1, :IVZ-dA:I(y-COS(p+Z-Sin(/))2-dA,
A A

I =cosZ¢~J'y2~dA+2-sin(p~003¢)~Iy-z'dA+sin2¢~jzz-dA,
A A A

1, =I7-7-dA=I(y-cosw+z-singo)-(—y-sin(p+z-cosw)dA,
A A

I, :—singo-cosqo-_[y2 -dA+(c052¢—sin2¢)-Iy-z-dA+
A A
H 2
+Sln(0-COS(o'J.Z -dA
A

Sredivanjem gornji izrazi prelaze u
1, =cos’ -1, +sin*p-1,-2:singp-cosp-1,,
I, =sinp-1, +cos’p-1,+2-singp-cosp-1,,

1, :(Iy - IZ)-Sin(p-COSq)Jr . ~(cos2 @—sin® gp) :
Uvrstavajuéi trigonometrijske relacije

1+cos(2-¢) 1-cos(2-¢)

2-sing-cosp=sin(2:-p), cos’p= i sinfgp= >
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u gornje jednadzbe, izrazi aksijalnih i devijacijskog momenta tromosti za zarotirani koordinatni
sustav glase:

N .

—1
I, = o y2 ~.cos(2-p)—1,sin(2-9p) , (4.17)
e _
I, = > T -cos(2-@)+1,sin(2-9) , (4.18)
- 1,1,
I, = y2 ~.sinp+1,c0s(2-9) . (4.19)

Postoje takve osi y, i z, za koje ¢e aksijalni momenti tromosti poprimiti najve¢u i najmanju

vrijednost.

Ovi aksijalni momenti tromosti nazivaju se glavni momenti tromosti i raunaju se prema

izrazima:
I 2 490
I, = > + > +(—Iyz) , (4.20)

|2= |y;|z_\/(|y;|z} +(—|yz)2 . (421)

Pravci glavnih momenata tromosti (slika 4.10.) odredeni su izrazom:

| 2-1
tan2¢, = ——>~ - (4.22)

Iy_lz Iy_lz
2

Uvrstavanjem dobivenog kuta ¢, u (4.17) dobit ¢e se vrijednost |,, pa je os y, glavnaos 1,
ili vrijednost 1,, pa je os y, glavna os 2.

Slika 4.10. Glavne osi tromosti
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4.2.3. Aksijalni i devijacijski momenti tromosti nekih jednostavnih oblika

poprecnog presjeka

U ovom su dijelu izvedeni izrazi za osnovne oblike poprecnog presjeka: pravokutnik, krug i

trokut.

- Pravokutni poprec¢ni presjek

Za pravokutni poprecni presjek na slici 4.11. aksijalni momenti tromosti u odnosu na tezisne

0si y 1 Z mogu se odrediti na sljedeci nacin:

b - b2 b2
A
h2
y-= Y L
A
zZ
d4 h2 duA
dz:+
A\
l'z dy v
Yz

Slika 4.11. Pravokutni poprecni presjek

+h/2 3 [+h/2 2 . ,
|y=.[22.dA= j Zz-b'dZ:b'Z— :E|:h__(_h_Ji|=Eh_
A —h/2 3|, 3|8 8 3 4

| _b-h3

Y12
+b/2 3+b/2 3 3 3
I,=[y*-da= [ y*-h-dy=h-2 _ﬂ.{b__(_b_ﬂzﬂb_
A —b/2 3|,, 3|8 8 3 4

| _h-p?

‘12

Kako su teziSne osi y i Z ujedno i osi simetrije popreénog presjeka, prema (4.9) devijacijski

moment tromosti 1, jednak je nuli.

- Kruzni poprecni presjek

Za krug (slika 4.12.) aksijalni momenti tromosti u odnosu na osi y 1 z su jednaki i iznosa koji

je pola vrijednosti polarnog momenta tromosti.



z

Slika 4.12. KruZni poprecni presjek

Polarni moment tromosti raCuna se prema izrazu:

R 4 4 4
IP=Ip2-dA=Ip2-2-p-7z-dp=2-7z-pT R _zd , (4.25)
A 0

pa su aksijalni momenti tromosti jednaki:

yor 2 64

(4.26)

Za ovaj poprec¢ni presjek takoder je devijacijski moment tromosti jednak nuli.
- Trokutni popre¢ni presjek

Radi jednostavnijeg izracunavanja aksijalnih i devijacijskog momenta tromosti za teziSne osi
izraCunat ¢e se najprije isti za pomocne osi.

Iz sli¢nosti trokuta prema slici 4.13.a i b dobije se:

,_b(h=2) b, _,_h(b-y) b

!

y h h’' b b Y
S T Y S
Vo= . Vo= ]
Zf
-
I
dy
'Z, Y-t

z

Slika 4.13. Trokutni poprecni presjek: a) pomoéna os y', b) pomocéna os z'
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Dalje je:

0 h 3 14
|{,—_|.Z'2 dA=_|.Z’2 y' dz=jz'2 (b—g-z’jdzzb.z_ bz
A 0 0 h 3 0 h 4 0
" __b-h® b-n® b-n
3 4 12
n b '3b r4h
I’:.[yIZ dA:jy'z 7' dy:J.yIZ (h__ yljdy:hy_ _Ey
A 0 0 b 4
0 0

2| L S 2 1.2
|;Z_l. b2.%_ _ZbR.Z +b_2_z_ zb h.
2 2O h 30 h 4O 24
b
, b/3
Y < Ak
h
3
y-( T \J
h
Y
z Y

Slika 4.14. Trokutni poprecni presjek — Steinerovo pravilo

Primjenom Steinerova pravila moze se dobiti (slika 4.14.):

: hY : b’ , b (h
Iy:|y+(§j -A, IZZIZ+(§) -A, IyZ:IyZ—'_[Ej.(gJ'A’

pa su aksijalni momenti tromosti u odnosu na tezisne osi i devijacijski moment tromosti u
odnosu na koordinatni sustav kroz teziste:

A=——— .= - | (4.27)
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2 3 p2 3
|Z=|;_(Bj a_hp’ b"b-h_hb” (4.28)
3 12 9 2 36
2 2 2 2
IZZIIZ_E'D'AZb 'h _b'h.b'hz_b 'h . (429)
y ¥ 33 24 9 2 72

Ako jedna od osi koordinatnog sustava promijeni smjer, mijenja se predznak devijacijskog
momenta tromosti. Tako je za trokutni presjek s koordinatnim osima prema slici 4.15.a
devijacijski moment tromosti negativan, a za trokutni presjek s koordinatnim osima prema slici
4.15.b pozitivan.

a) b)
Y < T T [ Y
Z‘\ ] \

Slika 4.15. Promjena predznaka devijacijskog momenta tromosti s promjenom smjera jedne osi

Pri kontroli stabilnosti tlaéno opterecenih Stapova trebat ¢e izraCunavati minimalni polumjer
tromosti popre¢nog presjeka.

Polumjeri tromosti poprecnog presjeka izraCunavaju se prema izrazu:

iy:\/%, iz=\/%, (4.30)

odnosno glavni polumjeri tromosti prema izrazu:
o, I,

4.3. AKSIJALNII POLARNI MOMENTI OTPORA POPRECNOG PRESJEKA

Kod izra¢unavanja maksimalnog normalnog naprezanja pri savijanju odnosno maksimalnog
tangencijalnog naprezanja pri uvijanju Stapa rabit ¢e se aksijalni momenti otpora definirani
prema izrazu:

|
W, =L, W, =2 (4.32)

z
max ymax

odnosno polarni moment otpora definiran prema izrazu:

w, =—2—. (4.33)
pmax
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4.4. 1ZRACUNAVANJE GEOMETRIJSKIH KARAKTERISTIKA SLOZENIH
POPRECNIH PRESJEKA

Pod slozenim popre¢nim presjekom smatrat ¢e se presjek nastao zbrajanjem ili oduzimanjem
jednostavnih oblika: pravokutnika, kruga i trokuta.

Primjer 4.1.

Za poprecni presjek s dvjema osima simetrije prema slici 4.16. valja odrediti poloZaj teZista,
povrsinu popre¢nog presjeka, aksijalne i devijacijski moment tromosti za teZiSne osi. Izracunati
takoder polumjere tromosti i aksijalne momente otpora.

Zadano je: a=80mm, b=140mm, t=20mm.

t
Y

A

DR N

Slika 4.16. Primjer 4.1.
RjeSenje:
Vec je reCeno de se teziSte popre¢nog presjeka s dvjema osima simetrije nalazi u sjecistu tih osi

(slika 4.17.a). MoZe se uzeti da je sloZeni presjek nastao tako da smo od vanjskog pravokutnika
oduzeli unutarnji pravokutnik (slika 4.17.b).

a) b)
80

<40

Y ol | 140 100

Yz
Slika 4.17. Primjer 4.1.: a) zadani presjek, b) oduzimanje pravokutnika

PovrSina poprecnog presjeka iznosi:
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A=80-140-40-100 = 7200 mm?.

Aksijalni momenti tromosti jesu:

~80-140° 40-100°
Y 12 12

=14960000 mm*,

_140-80° 100-40°
’ 12 12

= 5440000 mm*.

|
Osi simetrije ujedno su i glavne osi, pa je I; =1, =14960000 mm?*, I, =1, =5440000 mm*,

dok je devijacijski moment tromosti jednak nuli: I, =0.

Polumjeri tromosti raunaju se prema izrazima:

/I /

ilziy: Y _ M:45,6mm,
A 7200

L, =1, = ,/I—Z = ,/—5440000 =27,5mm,
A 7200

a aksijalni momenti otpora iznose:

|
W, =—r= 14960000 _ 514714 mm?,
Znax 70
W, = . _ 5440000 _ ;46000 mm?.
Ymax 40

Primjer 4.2.
Za poprecni presjek s dvjema osima simetrije prema slici 4.18. valja odrediti poloZaj teZista,
povrsinu poprecnog presjeka, aksijalne i devijacijski moment tromosti za teZiSne osi.

{
Y [
H A

a
Slika 4.18. Primjer 4.2.
Izracunati takoder polumjere tromosti i aksijalne momente otpora ako je zadano: a =60 mm,

b=100 mm, t=14 mm.
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RjeSenje:
TeziSte poprecnog presjeka nalazi se u sjeciStu simetrala (slika 4.19.a). Moze se uzeti da je
slozeni presjek sastavljen od triju pravokutnika prema slici 4.19.b.

a) b) ¢)
T a—r e

! | <ST'r ,,,,,,,, 1 3 A

i 2 !

3 2

T T, ilez 72
Y= ~0 100 V<« o Vo é 00

. 14 J % |
Y
3
Yz 14 Lz Y

Slika 4.19. Primjer 4.2.: a) dimenzije presjeka, b) podjela presjeka na pravokutnike, c) paralelno
pomicanju dijelova presjeka

Povrsina poprec¢nog presjeka jest:
A=60-14+72-14+60-14 = 2688 mm?.
Primjenom Steinerova pravila aksijalni momenti tromosti mogu se izracunati na sljede¢i nacin:

3 3 3
_ 60-14 +432-840+14'72 +60~14

, +43?.840 = 3569216 mm*,
12 12 12

14.60° 72.14°® 14.60°
= + +

, =520464 mm*.
12 12

Paralelnim pomicanjem dijelova presjeka aksijalni moment tromosti u odnosu na 0s y moze se
izracunati i na sljedeci nacin (slika 4.19.c):

_60-100° 46-72°

y =3569216 mm*.
12

Kako se radi o popre¢nom presjeku s dvjema osima simetrije, devijacijski moment tromosti 1,

jednak je nuli,aosi y i z glavne su osi.

Polumijeri tromosti glase:

fl

=i, =, = 2259310 _ 36 4 mm,
A 2688

I, =1, = \/E _ [220464 =13,9mm.
A\ 2688

Aksijalni momenti otpora iznose:
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I
y _ 3569216 _ 71384 mm®, W, = |, _ 520464

50 Yo 30

W, = =17349 mm?.

y

Zmax

Primjer 4.3.

Zadan je poprecni presjek s jednom osi simetrije (slika 4.20.). Valja izracunati polozaj tezista,
povrsinu popre¢nog presjeka, aksijalne momente tromosti za teZiSne osi i polumjere tromosti te
aksijalne momente otpora.

Zadano je: a=40mm, b=82mm, c=24mm, t=12mm.

a

h

C
- -

Slika 4.20. Primjer 4.3.
RjeSenje:
Moze se uzeti da je slozeni presjek sastavljen od triju pravokutnika prema slici 4.21.b, pa je
povrsina poprecnog presjeka:

A=A+A,+A;=40-12+58-12+24-12 =480 + 696 + 288 =1464 mm?.

a) b) ¢)
40
12 '
: Y A y A
T
| 1 ol |
2| 36,41
! | T Y
82 y y
12 4
45,59
C Ly ]
12 +T3 ‘
24 Y
Z z

Slika 4.21. Primjer 4.3.: a) dimenzije poprecnog presjeka, b) podjela presjeka na pravokutnike,
c) teZisne osi

Stati¢cki moment povrsine u odnosu na pomoénu os 'y’ iznosi:
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S, = A2+ Ay 25, + Ay 77, = 480-6+696- 41+ 288- 76 =53304 mm”®.

TeziSte poprec¢nog presjeka nalazi se na simetrali (slika 4.21.a), a polozaj u odnosu na pomoénu
0s y' (slika 4.21.c) odreden je izrazom (4.3):

, Sy 53304
TA 1464

=36,41mm.

Primjenom Steinerova pravila aksijalni momenti tromosti mogu se izracunati na sljede¢i nacin:

~40-12° 12.58° 24.12°

|
Y 12

+30,41% -480 + +4,592 .696 + +39,592.288

|, =1114282 mm*

12.40° 58.12° 12.24°
= + +

) =86176 mm*.
12 12 12

Zadani presjek ima jednu os simetrije, pa je devijacijski moment tromosti 1., =0,a0si y i z
glavne su osi. Polumjeri tromosti jesu:

fl
=i, =, = /%:27,6mm,
A 1464
i2=iz=,/|—2: /—86176:7,7mm,
A\ 1464

a aksijalni momenti otpora iznose:

!
v 14282 onaanammt, w, = % =4308,8 mm’.

W, = .
45,59

y

z max

Primjer 4.4.

Poprec¢ni presjek s jednom osi simetrije prikazan je na slici 4.22.

a
- »

t
)

A

C
- »

Slika 4.22. Primjer 4.4.
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Valja izraCunati polozaj teziSta, povrSinu poprecnog presjeka, aksijalne momente tromosti u
odnosu na teziSne osi, polumjere tromosti i aksijalne momente otpora. Zadano je: a =80 mm,

b=120mm, c=50mm, t=15mm.

Rjesenje:

SloZeni presjek sastavljen je od triju pravokutnika i dvaju trokuta prema slici 4.23.b, pa je
povrsina poprecnog presjeka:

a) b) c)
80
- ‘ = |15 '

: X ‘ T X
' 4 =
P T, T}\/\L NV 3|
15|15 15, Y & X

120 2
T, <
. 50_ 2 2

| 3 &
3 L 5‘, TT3 Y

| T Yz Yz

Slika 4.23. Primjer 4.4.: a) dimenzije poprecnog presjeka, b) podjela presjeka na pravokutnike i
trokute, c) teZidne osi

A=A+A+A+2-A,

A=80~15+15-90+50-15+2~¥=1200+1350+750+2~112,5

A=3525mm?.
Staticki moment povrsine u odnosu na pomo¢nu os 'y’ iznosi:
S;, =A 2+ A+ AT+ 2- A 2y,
Sy =1200-7,5+1350-60+750-112,5+2-112,5-20 =178875 mm?.

TeziSte poprec¢nog presjeka nalazi se na simetrali (slika 4.23.a), a polozaj u odnosu na pomoénu
0s Yy’ (slika 4.23.b) odreden je izrazom (4.3):

. Sy 178875
T A 3525

Primjenom Steinerova pravila aksijalni momenti tromosti izra¢unavaju se na sljede¢i nacin:

50.15°
+

=50,74 mm.

_ 80-15° 15-90°

, +9,26% 1350+
12

I +43,24% .1200 +

)

15.15°

+61, 762 -750+2-[ +30,742 -112,5j = 6383358 mm*
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15-80° 90-15° 15.50°
= + +

I
z 12 12 12

3
vy [153(135 +12,52.112, 5} — 859531 mm* .

Zadani presjek ima jednu os simetrije, pa je devijacijski moment tromosti 1,, =0,ao0si y i z
glavne su osi.

Polumijeri tromosti jesu:

|

=i = = (9383358 _ s 6 mm,
A\ 3525

i, =1, :\/E: 859531 _15,6 mm,
A\ 3525

a aksijalni momenti otpora iznose:

I
y =6383358=92165mm3, W = I,

Z. 69,26 :

W, = _ 859331

=21488 mm?®.

ymax

Primjer 4.5.

Za poprecni presjek prema slici 4.24. potrebno je izracunati povrsinu, polozaj tezista, aksijalne
I devijacijski moment tromosti u odnosu na tezisne osi, glavhe momente tromosti i pravce
glavnih momenata tromosti te glavne polumjere tromosti ako je zadano: a=60mm,
b=100mm, t=20mm.

Slika 4.24. Primjer 4.5.
RjeSenje:

SloZeni presjek podijeljen je na dva pravokutnika prema slici 4.25.b. PovrSina popre¢nog
presjeka iznosi:

A=A +A,=60-20+20-80=1200+1600 = 2800 mm?.

Staticki momenti povrSine u odnosu na pomoc¢ne osi Yy’ i z’ iznose:

S, =A-25, +A, -2}, =1200-10+1600- 60 =108000 mm®,

77



S, =AY + A, yr, =1200-30+1600-10 = 52000 mm®.

b
. 60 . a), ) L 4143 1857 &
y
i - oTl i
2o (N |0

1 ,

o0

N

T
100 Y ' I
T2

o N

20 <

[ =] O

Y 2 v

Y

z' z

Slika 4.25. Primjer 4.5.: a) dimenzije poprecnog presjeka, b) podjela presjeka na pravokutnike,
c) teZiSne osi

Teziste popre¢nog presjeka u odnosu na pomocéne 0si y' i z’ (slika 4.25.c) odredeno je izrazom
(4.3):
S, _ 52000

_’I_ = = :18,57 mm y
A 2800
2k = S_; = 108000 =38,57 mm
T A 2800 ' '

Primjenom Steinerova pravila aksijalni momenti tromosti u odnosu na tezZiSne osi kao i
devijacijski moment tromosti u odnosu na koordinatni sustav kroz teziSte mogu se izracunati
kao Sto je prikazano:

~ 60-20° 20-80°

I +28,57%-1200 + +21,43%.1600 = 2607619 mm?*,

y

_ 20-60° 80-20°

12

I +11,43%.1200 + +8,572-1600 = 687619 mm*,

|, =11,43-(~28,57)-1200+(~8,57)-21,43-1600 = ~685714 mm*.

Glavni aksijalni momenti tromosti za teziSne osi dobiju se prema (4.20) i (4.21):

l, =1

_ 2607619 +687619 \/( 2607619 — 687619
yo 2 2

2
j +685714°

l, =1,, == 2827366 mm*,

| _| 2607619+ 687619 \/(2607619—687619
=1 = _

2
o > > ) +685714%
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I, =1,, =467872 mm*.
Pravci glavnih momenata tromosti odredeni su prema (4.22):
-2-1,  —2-(-685714)

tan 2¢, = = =0,714285
I y— I, 2607619-687619
2¢, =35,54°, o, =17,77".
Yo T
N
Yo
zV \zZ

Slika 4.26. Primjer 4.5.: Glavne osi

Glavni polumjeri tromosti jesu:

thiz 2827366 _ o1 o

A 2800

i, = ‘/'—2 = ‘/467872 =12,9mm.
A 2800

)
zaDATC1 ZA VIEZBU: [N oy
Zadatak 4.1.

Za popre¢ni presjek s dvjema osima simetrije prema slici Z.4.1. valja odrediti povrSinu
poprecnog presjeka, aksijalne i devijacijski moment tromosti za teZisne osi. Izracunati takoder
polumjere tromosti i aksijalne momente otpora ako je zadano: d =102 mm, t=9mm.

Slika Z.4.1. Zadatak 4.1.
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Zadatak 4.2. Za poprecni presjek s jednom osi simetrije (slika Z.4.2.) valja izraunati polozaj
teziSta, povrsinu popre¢nog presjeka, aksijalne momente tromosti u odnosu na tezisne osi,
polumjere tromosti i aksijalne momente otpora.

Zadano je: a=40mm, b=70mm, t=15mm.

‘TZ
Slika Z.4.2. Zadatak 4.2.

Zadatak 4.3.

Za nesimetri¢ne poprecne presjeke premaslici Z.4.3.a1 Z.4.3.b potrebno je izraunati povrsinu,
polozaj teZista, aksijalne i devijacijski moment tromosti u odnosu na teziSne osi, glavne
momente tromosti i pravce glavnih momenata tromosti te glavne polumjere tromosti.

Zadano je: a=70mm, b=100 mm, ¢c=50 mm, t=20 mm.

FZI Y

Slika Z.4.3. Zadatak 4.3.ai b
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5. UVIJANJE

U ovom poglavlju razmatra se uvijanje Stapova okruglog presjeka pri cemu se uvode sljedece
pretpostavke:

e pri deformiranju Stapa poprecni presjeci ostaju ravni i okomiti na uzduznu os Stapa,
e poprecni presjeci zakrecu se kao krute figure, tj. ne deformiraju se u svojoj ravnini,
e normalno naprezanje o, jednako je nuli.

Dobiveni izrazi vrijedit ¢e uz navedena ogranicenja:

e promatrani presjeci dovoljno su udaljeni od mjesta djelovanja koncentriranih
momenata,
e Stapovi su ravni, konstantnog poprec¢nog presjeka,
e poprecni presjek moze imati oblik kruga (slika 5.1.a) ili kruznog vijenca (slika 5.1.b).
a) b)

Slika 5.1. Okrugli presjeci: a) puni presjek, b) presjek u obliku kruznog vijenca

Za izraCunavanje posmicnih naprezanja u poprecnom presjeku i kuta uvijanja trebat ce
izraCunavati polarni moment tromosti i polarni moment otpora.

Ako je poprecni presjek Stapa puni krug (slika 5.1.a), polarni moment tromosti i polarni moment
otpora racunaju se prema izrazu:
- d* z-d?

= . W, = : 5.1
P32 P16 G

a za presjek u obliku kruznog vijenca (slika 5.1.b) prema izrazu:

=" D zdf_xDf .{1—@)4] w, == D {1—(1}4] (5.2)
32 32 32 D 16 D
Za izraCunavanje posmic¢nih naprezanja prethodno je potrebno odrediti moment uvijanja u
popre¢nom presjeku Stapa, pri ¢emu ¢e se rabiti metoda presjeka. Popreéni presjek smatra se
pozitivnim ako mu vanjska normala ima isti smjer kao pozitivan smjer X osi, a negativnim ako
mu vanjska normala ima suprotan smjer u odnosu na pozitivan smjer iste osi. Neka je zadan
Stap okrugloga popre¢nog presjeka prema slici 5.2.a. Zamisljenom ravninom okomitom na

uzduZnu os stap je presjecen, te su dobivena dva dijela. Medusobno djelovanje jednog dijela
Stapa na drugi dano je kroz moment uvijanja. Pretpostavljat ¢e se uvijek da je moment uvijanja
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u popre¢nom presjeku pozitivan. To bi znacilo da ¢e na pozitivnom popreénom presjeku
pozitivan moment uvijanja imati smjer kao i pozitivan smjer x osi (slika 5.2.b), a na
negativnom poprecnom presjeku suprotan od toga (slika 5.2.c). Drugim rije¢ima, pozitivan
moment uvijanja na pozitivnom i negativnom presjeku definiran je pravilom desne ruke.

> | o

Slika 5.2.: a) zadani Stap sa zami$ljenom ravninom presijecanja, b) pozitivan moment uvijanja na
pozitivnom presjeku, ¢) pozitivan moment uvijanja na negativnom presjeku

Kut uvijanja popreénog presjeka ovisan je o X koordinati, to jest o = o (x) (slika5.3.).

Slika 5.3. Kut uvijanja za dva infinitezimalno bliska presjeka

Relativni kut uvijanja ¢ definiran je izrazom:
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9= lim 2% 2% &0 (5.3)

Iz izraza (5.3) slijedi:

do = 9-dx,
odnosno

Ida:IS-dx,

(2% Xo

a uz pretpostavku da je relativni kut uvijanja konstantna veli¢ina, dobije se:
a=ay+39-(X—X)- (5.4)

Relativni kut uvijanja & ovisi 0 momentu uvijanja M,, promjeru Stapa d i o materijalu Stapa

(modulu smicanja G). Ako su sve te veli¢ine konstantne, onda je ispunjena pretpostavka o
relativnom kutu uvijanja kao konstantnoj veli¢ini.

Za slucaj da je ishodiste koordinatnog sustava na lijevom kraju Stapa vrijedit Ce:
a=a,+9-X. (5.5)
U tom slucaju kut «, predstavlja zakret lijevog kraja Stapa, tj. zakret Stapa kao krutog tijela, i

ne utjece na pojavu naprezanja i deformacija. Naprezanja i1 deformacije u Stapu pojavit ¢e se
samo ako postoji relativni kut uvijanja jednog presjeka u odnosu na drugi.

Tako je na slici 5.4. lijevi kraj nepomican, a slobodni se zakreée za neki kut. Pri tome ravnina
OACB prelazi u zavojnu plohu OAC:B.

Slika 5.4. Geometrijska analiza uvijanja elementa kruznog Stapa

Neka je iz Stapa sa slike 5.4. isjeCen diferencijalni element $tapa duljine dx i polumjera p i
p+dp (slika5.5.). Na njegovu plastu ucrtan je pravokutnik DEFG. Kod zakreta desnog kraja
za diferencijalno mali kut der pravokutnik prelazi u romboid DEF1G:.

Kutna deformacija y kod smicanja elementa dobivena je kako slijedi:
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DG = dx, GG, =p-da=p-9-dx.

Slika 5.5. Geometrijska analiza uvijanja elementa kruznog Stapa

Za male kutove jest:

@1 _ p-3-dx _
DG dx

tany =y = P9,

gdje je & nepoznat parametar. Kutna deformacija u uzduznoj osi Stapa jednaka je nuli i raste
linearno prema najvecoj vrijednosti na vanjskom rubu:

y=p-% ap=r Yox=r3.
Primjenom Hookeova zakona za Cisto smicanje vrijedi:
r=y-G=p-3-G. (5.6)

Iz gornjeg izraza vidljivo je kako posmic¢no naprezanje linearno raste od nule u osi Stapa do
najvece vrijednosti 7, =r-$-G navanjskom rubu.

Na slici 5.6. prikazan je dio Stapa koji je u lijevom presjeku optere¢en momentom uvijanja

M., a u desnom presjeku nizom diferencijalno malih sila 7-dA. Svaka od elementarnih sila
stvara oko uzduzne osi moment z-dA- p.

Slika 5.6. Ravnoteza elementa okruglog Stapa optereéenoga na uvijanje
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Ukupni moment svih elementarnih sila po popre¢nom presjeku u ravnotezi je s momentom
uvijanja M, pa se iz uvjeta ravnoteze dobije:

M, =0:  —M+[r-dA-p=0, M,=[r-dA-p.
A A

Uvrstavanjem izraza (5.6) u gornju formulu slijedi:

M, :jp-G-g-dA-p,
A

a buduci da je za sve tocke poprecnog presjeka G -¢ konstantna vrijednost, dalje je:

M =G-9-[p*-dA=G-3-1,.
A

Iz gornje jednakosti slijedi izraz za relativni kut uvijanja:

M 5.7)
G-l,
Uvrstavanjem (5.7) u (5.6) dobije se:
r=p-3-G=p- M, -G,
G-,
M
’Z’:_t.p, (5'8)
lp

odakle se moze uociti da je raspodjela posmi¢nih naprezanja po popre¢nom presjeku linearna.

U poglavlju 8 pokazat ¢e se da su u okomitim presjecima posmicna naprezanja medusobno
jednaka, pa je raspored posmicnih naprezanja u dvama okomitim presjecima prikazan na slici
5.7.

Slika 5.7. Raspodijela posmicnih naprezanja pri uvijanju u dvama okomitim presjecima

Najvece posmi¢n0 haprezanje pojavit ¢e se na vanjskom rubu (za p=d/2):

d M,
‘ I, 2 W 9
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5.1. DIMENZIONIRANJE STAPOVA OPTERECENIH NA UVIJANJE

Dimenzioniranje Stapova optere¢enih na uvijanje vrSit ¢e se prema dvama uvjetima
(kriterijima): uvjetu ¢vrstoce i uvjetu krutosti.

Iz uvjeta cvrstoce, prema kojemu najvece posmicnO naprezanje mora biti manje od
dopustenoga, dobije se:

M|

max
WP

T <7,. (5.10)

Za kruzni poprecni presjek kojemu je W, =7 - d3/16 promjer d racuna se prema izrazu:

d> 3/M , (5.11)
T-Ty

a za popretni presjek oblika kruznog vijenca kojemu je W, =7 -D? -[l—(d/D)ﬂ/lG, uz

poznati omjer d/D, vanjski promjer D slijedi prema izrazu:

16"Mt,max

a7 (5.12)
1 Ty -{1—[(1) }
D

Kriterij krutosti zahtijeva da najveci relativni kut uvijanja bude manji od dopustenog kuta
uvijanja izrazenoga u radijanima po metru:

<3, (5.13)

Za kruzni poprecni presjek kojemu je I = 7z-d4/32 promjer d racuna se prema izrazu:

32:|M,|
4
G4’

d> (5.14)

a za poprecni presjek oblika kruznog vijenca kojemu je 1, =7 D* -[1—(d/D)4 J/32 vanjski

promjer D jest:

32:|M |

GQHM

D>

(5.15)
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5.2.

STATICKI ODREPENI ZADATCI

Kako je ve¢ prije spomenuto, Kod stati¢ki odredenih zadataka pri uvijanju uvjet ravnoteze
postavljen bilo za cijeli Stap bilo za pojedini njegov dio (metoda presjeka) dovoljan je za
odredivanje momenta uvijanja u popre¢nom presjeku Stapa, a onda i za odredivanje raspodjele
posmi¢nih naprezanja po popre¢nom presjeku stapa odnosno raspodjele kuta uvijanja po duljini

Stapa.

Primjer 5.1.

Stap okruglog presjeka uklijesten na lijevom kraju optereéen je momentima M, i M,. Lijevi

dio Stapa ima popre¢ni presjek oblika kruznog vijenca, a desni punog kruga (slika 5.8.). Valja
skicirati i kotirati dijagram momenta uvijanja M, relativnog kuta uvijanja ¢ te kuta uvijanja

a po duljini Stapa. Potrebno je skicirati raspodjelu posmic¢nog naprezanja po popreénom
presjeku za oba segmenta Stapa.

Zadano

je: 1,=0,8m, I,=0,

6m,

d, =102 mm, d, =100 mm, G =80 GPa.

I-|
A B [
\df 11>
\
M
B I_>I ll ]-‘ lz
Rjesenje:

M; =30kN-m,

M, =16 kN-m,

Presjek T-1

Slika 5.8. Primjer 5.1.

Presjek TI-11

D, =120 mm,

Stap se oslobada od veze na mjestu ukljeitenja u A te se djelovanje ukljestenja nadomjesta
samo reakcijskim momentom M, (slika 5.9.).

Reakcijski moment M, dobije se iz uvjeta ravnoteze tako oslobodenog Stapa:

Y M, =0:

M,

/N
[

\

g

M\

0,8 m

A

0,6 m

\l

=

Slika 5.9. Primjer 5.1.: Stap osloboden od veze s podlogom

M,
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Momenti uvijanja u svakom segmentu dobiveni su metodom presjeka. Za prvi segment moment
uvijanja dobiven je iz uvjeta ravnoteze postavljenoga za lijevi dio Stapa (slika 5.10.a), a za desni
dio iz uvjeta ravnoteze postavljenoga za desni dio Stapa (slika 5.10.b):

YM =00 -M,+M;=0, My=M,=14kN-m,

YM, =0 -M,-M,=0, My,=-M,=-16kN-m.

M, a) b)
t M,
M, M, % z
) x
7 x l4m

Slika 5.10. Primjer 5.1.: a) dio Stapa lijevo od presjeka, b) dio Stapa desno od presjeka

Polarni momenti tromosti prvog i drugog segmenta izracunani prema (5.1) i (5.2) glase:

1207 102% -z
nT T3

I =9,731-10° mm?*,

_100* -7
p2 =

=9,817-10° mm*.

Relativni kut uvijanja racuna se prema (5.7) i za svaki segment iznosi:

6
g=Mu _  1410° __, 498105
G-1, 80.10°-9,731.10 mm
p— . 6
9, = M, _ 316 10 ! 203710 rad .
G-1,, 80-10°-9,817-10 mm

Funkcija kuta uvijanja je linearna i dobije se prema (5.4):
o, = [ Gx = [1,798-10°dx=1,798-10° - x+C.

Za x=0 je o, =0, pa je konstanta integracije C =0.

Funkcija kuta uvijanja za prvo podrucje glasi:
a=1798-10"x,

a na kraju prvog podrucja za x =1, =800 mm kut uvijanja presjeka B jest:
g =1,798-107°-800 =14,38-10°.

Kut uvijanja za drugo podrucje jest:

o, = [ 9,dx = [-2,037-10°dx = -2,037-10° - x+C.
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Za x =800 mm je oz =14,38-10°%, pa je konstanta integracije C =30,676-107°.
Funkcija pomaka za drugo podrucje jest:
a, =-2,037-107 - x+3067,6-10°°,
a na kraju drugog podrucja za x =1, +1, =1400 mm kut uvijanja presjeka C iznosi:
o =—2,037-107° 1400+ 3067,6-10° = 2,158-10°°.

Trazeni dijagrami prikazani su na slici 5.11.

M, ~ a)
/ /.‘Mz
' \VJ
M
b)
Ml A kN'm
14
X
>
16
91 x10” rad/m c)
1,80
‘X
. 2,04
o Ax]10 rad 144 d)
/\ 2,16 .
»

Slika 5.11. Primjer 5.1.: a) Stap osloboden od veze s podlogom, b) dijagram momenta uvijanja, c)
dijagram relativnog kuta uvijanja, d) dijagram kuta uvijanja
Raspodjela posmi¢nih naprezanja po popre¢nom presjeku jednog i drugog segmenta S najveéim
posmic¢nim naprezanjem dobivenim prema (5.9) na vanjskom rubu prikazana je na slici 5.12.

(7) MPa

\\-.
&

—

Slika 5.12. Primjer 5.1.: Raspodjela posmicnih naprezanja po poprecnom presjeku obaju segmenata
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Primjer 5.2.

Vratilo kruznoga poprecnog presjeka optereceno je Cetirima koncentriranim momentima prema
slici 5.13. Potrebno je dimenzionirati vratilo prema kriteriju ¢vrstoce i prema kriteriju krutosti
(dobivenu vrijednost promjera zaokruziti na cijeli broj u milimetrima). Za tako dimenzionirano
vratilo izraCunati najveée posmi¢n0 naprezanje.

Zadano je: M; =800 N-m, M, =2000N-m, M, =700N-m, M, =500 N-m, 7, =90 MPa,

G=80GPa, 4, =2°/m.
i

i

—

M W L,

Slika 5.13. Primjer 5.2.

[

RjeSenje:
Metodom presjeka mogu se odrediti momenti uvijanja u svakom dijelu vratila, tako da je
dijagram momenta uvijanja prikazan na slici 5.14.

(.

. \,
M Ml ‘\Y/ 3 L M,
M AKN-m
1200
500
‘X
800

Slika 5.14. Primjer 5.2.: Dijagram momenta uvijanja

Iz dijagrama momenta uvijanja proizlazi da je najve¢i moment uvijanja M, . =1200 N-m.

Prema kriteriju ¢évrstoce (5.11) promjer vratila dobije se prema izrazu:

. . 103
05 o8 Mo, _ i/16 120010°
T, 7-90

odakle slijedi:
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d >40,8 mm.
Dopusteni relativni kut uvijanja iznosi:
9, =2°I/m=2-7/180=0,0349 rad/m =0,0349-10° rad/mm

pa je prema Kriteriju krutosti (5.14) potreban promjer vratila:

05 2 M _ | 32:1200-10°
"\ G-z-9, \80.10°-7-0,0349.10° "

d > 45,7 mm.

Oba kriterija, kriterij ¢vrstoce i kriterij krutosti, bit ¢e zadovoljeni odabirom promjera od
d =46 mm. Za ovaj je promjer polarni moment otpora:

3 3
woomd 746 ~19112 mm®,
PT 16 16

tako da najvece posmi¢n0 naprezanje iznosi:

oMy, 120010
"W 19112

p

=62,8 MPa .

Primjer 5.3.

Elektromotor snage Py, daje vratilu na kojem je zupcanik A broj okretaja u minuti n. Broj
zubova zupcanika A je z, ion je u zahvatu sa zupcanikom B kojemu je broj zubova z,. Vratilo
zupcanika B spojkom je spojeno s vratilom zupcanika C na koje djeluje moment M, (slika
5.15.). Potrebno je odrediti moment M, te dimenzionirati vratilo zupcanika C (promjer
zaokruziti na cijeli broj u milimetrima).

Zadano je: P.,, =20 kW, n=600okr/min, z, =24, z, =72 , r, =100 MPa.

ZZ- Cﬁ
— — — \J

o -

N £
= =

zl.A

Slika 5.15. Primjer 5.3.

Rjesenje:

Moment na zupaniku A moze se dobiti kako slijedi:
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7-n 7-600
P, =M, @,., == = =62,832s",
EM A" @Op WD 30 30
3
MA=PE—M:20 10 =318,309 N-m.
o, 62,832

Moment na zup¢aniku B, koji je jednak momentu M, , moze se dobiti iz sljedeceg razmatranja
(slika 5.16).

Slika 5.16. Primjer 5.3.: Veza izmedu momenata na zupcanicima
Sila F na zubu zupcanika A jednaka je sili F na zubu zupcanika B. Kako su te sile:

oM, 2™, M, 2™,
L — -7 K — -7,
d/2 d d,/2  d,

vrijedi jednakost M, /d, =M, /d, , odnosno
Ml dl _ Zl
MZ d2 ZZ .
Dakle, momenti na zupéanicima u zahvatu upravo Su proporcionalni njihovim promjerima
odnosno brojevima zubova.

Slika 5.17. Primjer 5.3.: a) par zupcanika u zahvatu, b) veza izmedu kutnih brzina zupcanika
Iz jednakosti brzina to¢aka u dodiru dvaju zupcanika (slika 5.17.) slijedi:

K S N

0=, —2,
2 Yy 72

odnosno
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Kutne brzine (brojevi okretaja) dvaju zupc¢anika u zahvatu obrnuto su proporcionalne njihovim
promjerima odnosno brojevima zubova.

Moment M, sada je

2\ =2 318 309 954,927 N-m.
Zl

A 24

M, =M, =

Promjer vratila zupéanika C izraunava se prema kriteriju ¢vrstoce (5.11):

. . . 3
q 2316 M, =i/16 954,927-10 _36,5mm.
T, 7-100

d=37mm.

Zadatak 5.1. Stap okrugloga popreénog presjeka optereéen je trima koncentriranim
momentima (slika Z.5.1.). Valja odrediti najvece posmi¢no naprezanje u svakom segmentu te
kut uvijanja presjeka C (slika Z.5.1.).

ZADATCI ZA VJEZBU:

Zadano je: 1,=0,4m, I,=0,3m, I,=0,2m, 1,=0,8m, d, =50mm, D,=100mm,
d,=80mm, d;,=70mm, M, =6kN-m, M, =18kN-m, M, =20kN-m, G =80GPa.

M2
—‘
A Td] B d2 C D ‘dB E
X D,
M, '
A
o L My

Slika Z.5.1. Zadatak 5.1.
Zadatak 5.2. Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata optereéen je dvama
koncentriranim momentima prema slici Z.5.2.

f_.a’,=2d d3:I ,Sd

Slika Z.5.2. Zadatak 5.2.

Potrebno je odrediti dopusteno opterecenje Stapa (M =?). TraZzenu vrijednost momenta izraziti
kao cijeli broj u N-m. Za tako definirane vrijednosti momenata izracunati najve¢e posmi¢no
naprezanje u svakom segmentu te kutove uvijanja presjeka B i C.
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Zadano je: M,=3M, M,=5M, |,=0,6m, I,=0,4m, d=40mm, z,=90MPa,
9,=0,8°/m, G=80GPa.

Zadatak 5.3. Elektromotor snage P, daje vratilu na kojem je zupcanik A broj okretaja u
minuti n (slika Z.5.3.). Broj zubova zupcanika A je z, i on je u zahvatu sa zupCanikom B

kojemu je broj zubova z,.

d C

z Ml B

Slika Z.5.3. Zadatak 5.3.

Na vratilu 1 nalazi se i zup€anik C s brojem zubova z;. On je u zahvatu sa zupcanikom D

kojemu je broj zubova z,. Na vratilu 2 nalazi se zup¢anik E na koji djeluje moment M, .

Potrebno je odrediti moment M, te dimenzionirati vratila 1 i 2 (promjere zaokruziti na cijeli
broj u milimetrima).

Zadano je: P, =12 kW, n=500 okr/min, z, =24, z,=48, z,=36, 7, =72, r, =80 MPa

5.3. STATICKI NEODREPENI ZADATCI

Kod staticki neodredenih zadataka pored uvjeta ravnoteze za rjeSavanje zadataka potrebni su 1
dodatni uvjeti koji se dobivaju iz plana pomaka. Koliko je puta zadatak staticki neodreden,
toliko je potrebno dodatnih uvjeta. Ovdje ¢e se razmatrati zadatci koji su jedanput staticki
neodredeni, tj. oni za koje je pored uvjeta ravnoteze potreban jedan dodatni uvjet dobiven iz
plana pomaka.

Primjer 5.4.

Stap okruglog presjeka sastavljen od dvaju segmenata vezan je za podlogu na svojim krajevima
te optere¢en koncentriranim momentom iznosa M prema slici 5.18.

Valja odrediti reakcijske momente u A i C te najveca posmic¢na naprezanja u svakom segmentu.
Potrebno je izracunati i kut uvijanja presjeka B.

Zadano je: I, =1, 1,=15l, 1=0,8m, d,=d, d,=14d, d=80mm, M =25kN-m,
G =26GPa.
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M
[
’ d
A B L . C
d,
Y
\Sr—

Slika 5.18. Primjer 5.4.
Rjesenje:
Uvjet ravnoteze postavljen za stap AC nakon oslobadanja od veza glasi (slika 5.19.):

YM, =00 Mu-M+M,=0.

(r= )

e \C N M,

Slika 5.19. Primjer 5.4.: Stap osloboden od veza s podlogama

Budu¢i da je zadatak jedanput staticki neodreden, potrebna je i dodatna jednadzba dobivena iz
plana pomaka prema kojoj kut uvijanja presjeka C mora biti jednak nuli.

Da bi se odredio kut uvijanja, potrebno je Stap osloboditi od veze s podlogom u C te vezu
zamijeniti reakcijskim momentom u C (slika 5.20.).

Moze se primijeniti metoda superpozicije, tj. vrijednost reakcijskog momenta treba biti takva
da izazove kut uvijanja isti po iznosu, a suprotnog smjera od onog koji bi izazvao zadani

moment.
/‘l M P ol
A
I ] :
A : B 2 @
d,
‘ -
Y
\/ s M,
- !I | ]E »

Slika 5.20. Primjer 5.4.: Stap osloboden od veza s podlogom u C
Dopunska jednadzba glasi:

(MC_M)'IHMC'IZ =0,

Dalje je:
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I, - M M
MC'{“lm |2]:M' M= = d* 19
p2 "1 1+ 14'2 1+ 4'14
d; -l 14%-d"-1

M =0,7192M =0,7192-25=17,98 KN-m,
a iz uvjeta ravnoteze:

Mpy=M-M.=25-17,98=7,02KkN-m.
Sada su momenti uvijanja u svakom segmentu:

My =-M, =-7,02kN-m, M,,=Mg=17,98kN-m.
Polarni momenti tromosti iznose:

W _7z~d13 _7r-803
pL— N
16 16

pa su najveca posmicna naprezanja:

_7r-d23 _7r-1123

= 275857 mm®,
16

=100531mm°, W,

M 108 106
- M| _7,02:20° oo yinn tray =z 1798107 _ 65 5 \p
W, 100531 W, 275857

T
pl

ZADATCI ZA VJEZBU:

Zadatak 5.4. Stap okruglog presjeka sastavljen od triju segmenata vezan je za podlogu na
svojim krajevima te opterecen dvama koncentriranim momentima prema slici Z.5.4.

Valja odrediti reakcijske momente u A i D te najveca posmi¢na naprezanja u svakom segmentu
Stapa. Potrebno je izracunati i kutove uvijanja presjeka B i C.

Zadano je: |, =0,9m, I, =11m, I;=0,6 m, d=60mm, M; =15kN-m, M, =25kN-m,
G =26GPa.
M2

Slika Z.5.4. Zadatak 5.4.
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6. SAVIJANJE

Zarazliku od aksijalnog opterecenja i uvijanja, gdje je uzduzna os Stapa pri deformiranju ostala
nepromijenjena, kod savijanja uzduzna os postaje zakrivljena linija i naziva se elasticna ili
progibna linija. U tehni¢koj praksi $tap optere¢en na savijanje naziva se nosac ili greda.

Pri tome se razlikuju sljedeci oblici savijanja Stapova:

a. Cisto savijanje je oblik savijanja kada se u nekom popreénom presjeku §tapa vanjske
sile reduciraju samo na moment savijanja (slika 6.1.a).

b. Ako se u popre¢nom presjeku Stapa javljaju i poprecna sila i moment savijanja (slika
6.1.b), govori se o savijanju silama ili poprecnom savijanju.

c. Koso savijanje javlja se tada kada vanjsko opterecenje djeluje izvan glavnih ravnina
(slika 6.2.), odnosno kada moment savijanja ima komponente u odnosu na dvije glavne
osi tromosti (y i z).

a) b)
M M F
Qz A Qz A
F
0 - - 0 .
A A
M 0 1,
0 »% F

Slika 6.1.: a) cisto savijanje, b) savijanje silama ili poprecno savijanje

glavne ravnine

- ol

Slika 6.2. Koso savijanje
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6.1. NAPREZANJA I DEFORMACIJE PRI CISTOM SAVIJANJU

Savijanje se dogada u ravnini koja sadrzi uzduznu os nosa¢a X1 0S simetrije. Pri tome se
uzduZna os deformira i poprima oblik zakrivljene crte koja se naziva elasti¢na linija (slika 6.3.).

Pri ¢istom savijanju elasti¢na je linija dio kruznice. Neka je u mislima $tap presjeCen u niz
manjih dijelova. Svaki je dio geometrijski identi¢an, jednako opterecen istim elasti¢nim
svojstvima, pa ¢e i zakrivljenost svakog dijela biti jednaka. Dakle, elasti¢na linija je dio krivulje
s konstantnom zakrivljenosti, a to je kruznica.

- .
z r 0s stapa

M | - elasti¢na linija M

Slika 6.3. Elasticna linija pri ¢istom savijanju kao dio kruznice

Pri ¢istom savijanju uvode se sljedece pretpostavke o deformiranju Stapa, odnosno o rasporedu
naprezanja:

e  Poprecni presjeci nakon deformiranja ostaju ravni i okomiti na elasti¢nu liniju.

e Javlja se samo normalno naprezanje o, .

Izvedeni izrazi za naprezanja, deformacije i pomake vrijede uz sljedeca ogranicenja:

e  Visina popre¢nog presjeka h malena je u usporedbi s rasponom 1. Sto je veéi omjer
I/h, greska u dobivenim rezultatima bit ¢e manja. Tako je npr. za omjer 1/h=5
greSka u granicama oko 2% .

e Najveci kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju (nagib) malen je i obi¢no u granicama
0,065 B, <0,1.

e Ponekad se umjesto malog nagiba tangente zahtijeva da je omjer najveceg progiba i
raspona W, /I malen. U tom slucaju treba biti w,,, /I <(0,01-0,02).

e Razmatraju se naprezanja u presjecima koji su dovoljno udaljeni od mjesta gdje djeluje
koncentrirano opterecenje.
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e Pod dovoljnom udaljenosti razumijeva se visina poprecnog presjeka h.

U svrhu odredivanja izraza za normalno naprezanje provodi se geometrijska analiza. Neka je

zadan prizmati¢an $tap s oznacenim pravokutnikom ABCD na njegovoj povrSini izmedu dvaju
bliskih presjeka (slika 6.4.).

™ elastic¢na linija
Slika 6.4. Geometrijska analiza deformiranja Stapa pri cistom savijanju

Nakon opterecenja linije AD i BC prelaze u dijelove kruznice, a linije AB i CD naginju se i
ostaju okomite na te kruznice. Pravokutni elementi na povrsini Stapa, kao i oznaéeni element
ABCD, deformiraju se, ali ostaju ortogonalni, tj. stranice deformiranog elementa sijeku se pod
pravim kutom. Pri tome se uzduzna vlakna na donjoj strani produljuju, a na gornjoj strani Stapa
skracuju. Postoje vlakna negdje u sredini grede koja ne mijenjaju duljinu i koja tvore neutralnu
povrsinu Stapa. Neka je ishodiste koordinatnog sustava na neutralnoj povrSini. Na slici 6.5.
prikazan je uveéano crtkanom linijom pravokutni element Stapa ABCD prije djelovanja
opterecenja te punom linijom taj element nakon deformiranja.

/ | \
A
.“"I '\I\ \
prije A A D\ D
deformiranja . P 1777\
. \o
neutralna i \
ploha i \\
e G ] Ho_-Y- x
O Gf =" ! H]*\" clasti¢na
: linija
Epoect————= X Fy
B c, . nakon o
; deformiranja
z

Slika 6.5. Pravokutni element Stapa prije deformiranja i nakon njega

Deformacija vlakna EF na udaljenosti z od neutralne plohe (slika 6.5.) iznosi:
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g =S EF
g EF
gdje je EF=GH =dx = p-dg duljina vlakna prije deformiranja, a E,F, = (0 +2)-dg duljina
vlakna nakon deformiranja, pa je
_(p+2)-dB- p-dp.
o p-dp

odnosno

&, =—- (6.1)

Izraz (6.1.) pokazuje da se deformacija ¢, linearno mijenja po visini popre¢nog presjeka

nosaca. U neutralnoj povrsini jednaka je nuli; s jedne strane neutralne povrsine je pozitivna, a
s druge strane negativna. Za izraCunavanje deformacije potrebno je do¢i do polumjera
zakrivljenosti p elasti¢ne linije i polozaja neutralne povrsine.

Primjenom Hookeova zakona dobije se:

:E-g =—-7. (6'2)
o]

Polozaj neutralne povrsine i polumjer zakrivljenosti o mogu se dobiti iz uvjeta ravnoteze
elementa Stapa prema slici 6.6. koji glase:

N=I0{dA=O, (6.3)
A
(6.4)

(6.5)

Slika 6.6. Ravnoteza elementa Stapa opterecenoga na cisto savijanje

Uvrstavanjem izraza (6.2) u (6.3) dobije se:
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U gornjem izrazu modul elasti¢nosti E 1 polumjer zakrivljenosti p su konstante za dani

presjek, pa se mogu izvudi ispred znaka integrala, tj.:
Ez.aa=Zus, 0. (6.6)
P % P

[z izraza je oCito da staticki moment presjeka S, mora biti jednak nuli, sto je ispunjeno ako os

y prolazi teziStem poprecnog presjeka.

UvrStavanjem izraza (6.2) u (6.4) slijedi:

M, =IE-z-z-dA=E-I22-dA=E-Iy,
A P P A P
odnosno
M
Yo, E-1,

gdje je k zakrivljenost elasti¢ne linije, a E -1, savojna (fleksijska) krutost.

Ako se izraz (6.2) uvrsti u (6.5), dobije se:
M, =—_[E-z-y-dA:—E-IE-z-y-dAz—E- l,=0.
AP P WP P
Kako je iz gornjeg izraza 1, =0, slijedi dasuosi y i z glavne osi tromosti popre¢nog presjeka.

Uz pomo¢ izraza (6.2) i (6.7) moze se dobiti:

odnosno

O'X=I—y'z. (68)

O—\, min

a.

x,max

z

Slika 6.7. Raspodjela normalnog naprezanja po visini presjeka pri istom savijanju

Izraz (6.8) pokazuje da je normalno naprezanje linearno raspodijeljeno po visini popre¢nog
presjeka i u neutralnoj povrsini jednako je nuli (slika 6.7.).
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Pri pozitivnom momentu savijanja u donjim vlaknima normalno ¢e naprezanje biti vlac¢no, a u
gornjim vlaknima tla¢no.

Za odredivanje normalnog naprezanja o, u svakoj tocki presjeka prethodno treba odrediti
moment savijanja M, poloZaj teZiSta poprecnog presjeka i aksijalni moment tromosti 1, za

teziSnu os vy .

6.2. NORMALNA I POSMICNA NAPREZANJA PRI SAVIJANJU SILAMA

Pri savijanju silama pored momenta savijanja M, u popre¢nom presjeku nosaca javlja se i
poprecna sila Q, (slika 6.8.a) zbog ¢ega Ce se pored normalnih naprezanja javljati i posmi¢na

naprezanja. Pri tome je:

M, =[o,-2:dA i Q,=(r, dA.
A A

U oznaci za posmicno naprezanje 7,, prviindeks ozna¢ava pravac normale na poprecni presjek,

a drugi smjer posmicnog naprezanja.

@) b)

1 o xz ™ deplanirani element
F T ’
A

Slika 6.8.: a) linijski nosac optereéen savijanjem silama, b) raspodjela posmicnih naprezanja po
poprecnom presjeku nosaca, c) deplanacija poprecnog presjeka

Raspodjela posmi¢nih naprezanja po popre¢nom presjeku prikazana je na slici 6.8.b. Na gornjoj
1 donjoj povrsini nosaca posmic¢na naprezanja jednaka su nuli jer te povrSine nisu opterecene.
Kako su posmi¢na naprezanja u parovima jednaka, to je na gornjem i donjem rubu 7,, =7,, =0
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pa je uz te rubove i kutna deformacija y,, =y,, =0. Stoga ¢e elementi A i B popre¢nog
presjeka ostati nakon deformiranja pravokutni.

Unutar popreénog presjeka zbog postojanja posmi¢nih naprezanja javljaju se kutne
deformacije, pa ¢e element C popre¢nog presjeka iz pravokutnog oblika prije djelovanja
opterecenja nakon djelovanja opterecenja prijeci u oblik romba, kako je pokazano naslici 6.8.c.

vvvvv

deplanacije zanemarivo su maleni u usporedbi s pomacima koji nastaju zbog rotacije poprecnog
presjeka koja bi nastala pri ¢istom savijanju. Iz tog razloga moze se zadrzati pretpostavka da
popre¢ni presjeci ostaju ravni nakon deformiranja Stapa i okomiti na elasti¢nu liniju, pa izrazi
(6.7) i (6.8) priblizno vrijede i za savijanje silama. Sto je omjer |/ h vedi, to je pogreska manja.
Ako je poprecna sila Q, konstantna, svaki poprecni presjek deplanira se na isti nacin (slika
6.8.c), tako da ta deplanacija ne utjece na deformaciju &, , a time ni na normalna naprezanja

0. U tom slu€aju izrazi (6.7) 1 (6.8) su egzaktni.

Izraz za posmicna naprezanja moze se dobiti razmatranjem nosaca na slici 6.9.a.

B @ b)
A 4 B X
F
Z‘
4
[
- . h X
zZl B F
-
A C D A
F‘A( X dx -~ FB
M, Vfl\/f,ﬂwr,

0

Slika 6.9.: a) razmatrani nosac¢ s momentnim dijagramom i njegov dio izmedu dvaju bliskih presjeka u
podrucju konstantne poprecne sile , b) raspodjela normalnih i posmicnih naprezanja na odsjecenom
segmentu nosaca

Na dio nosaca koji je isjeCen izmedu dvaju bliskih presjeka u podru¢ju konstantne poprecne
sile djeluju s lijeve strane popre¢na sila Q, i moment savijanja M, , a s desne strane popre¢na

sila Q, i moment savijanja M, +dM . Budu¢i da normalna naprezanja o, Ovise 0 momentu

savijanja, ona ¢e na lijevom i desnom presjeku biti razlicita.
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Na slici 6.9.b dan je aksonometrijski i uvecano isjeceni segment nosaca s prikazom naprezanja.
Uvjet ravnoteze za taj element glasi:

> Fo=—[oy-dA - [ 7, -dA, + [ (o) +doy)-dA; =0.
A Ay A
DuZina dX je infinitezimalno mala veli¢ina, pa se moze smatrati da je posmi¢no naprezanje
7,, PO presjeku A, konstantno. Ujedno je A = A, i A, =b-dx, pa se uz pomo¢ izraza (6.8)
gornja jednadzba moze pisati kao

M M, +dM
—Il—y'z'dAi—sz'b'dx+_[%'z'd'°&=0’
A

y A y
odnosno nakon sredivanja kao
dM,

ly

Tybedx=—".[z-dA,
A
Integral u gornjoj jednadzbi predstavlja staticki moment S; dijela presjeka A, odnosno A,

u odnosu na neutralnu os y, pa je

*

__dw, 5
2 dx b-l

y

Kako je dM y/dx =Q,, gornji izraz moZe se napisati kao

o

Xz
b-1,

(6.9)

Za pravokutni poprecni presjek slika (6.10.) jest:

Aizb-(g—zj, Zf%'@* z].

Staticki moment S; dijela presjeka iznosi:

. h 1 (h b ( h?
Sy = Ai'ZTl :b(E—ZJE(E'F ZJZE'(T—ZZJ,

Sto znaci da je raspodjela statickog momenta S; dijela presjeka po visini pravokutnog presjeka

paraboli¢na s nulom na gornjem i donjem rubu i najveCom vrijednosti u tezistu popre¢nog
presjeka. U izrazu (6.9) su popre¢na sila Q, , aksijalni moment tromosti u odnosu na tezisnu

osl, isirina b konstantne veli¢ine za razmatrani popre¢ni presjek.

Stoga se moze zakljuciti da ¢e raspodjela posmicnih naprezanja po visini pravokutnog presjeka
takoder biti paraboli¢na, kako je pokazano na slici 6.10.
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Slika 6.10. Raspodjela posmicnih naprezanja po visini pravokutnoga poprecnog presjeka

Najveca vrijednost posmi¢nog naprezanja je u tezistu i iznosi:
2

;- Q bh _30Q _30Q

Xz, max bbh3 8 2bh 2 A
12

=157

XZ,Sr !

Sto znaci da je najvece posmicno naprezanje 50 % vece od prosje¢noga.

6.3. DIMENZIONIRANJE STAPOVA OPTERECENIH NA SAVIJANJE

Pri savijanju silama javljaju se u popre¢nom presjeku nosaca normalna i posmicna naprezanja.
Za uobicajene raspone i oblike poprecnog presjeka normalna naprezanja mnogo su veca od
posmic¢nih. Osim toga, na mjestima gdje su normalna naprezanja najveca, tj. u krajnjim
vlaknima popre¢nog presjeka, posmic¢na naprezanja jednaka su nuli.

Zbog toga se dimenzioniranje Stapova optere¢enih kako na ¢isto savijanje, tako i na savijanje
silama radi prema kriteriju da najve¢e normalno naprezanje dobiveno prema izrazu:

- L (6.10)
max W .

y

treba biti manje ili jednako od dopustenoga normalnog naprezanja:

Oy =———— <04, (6.11)

W, > (6.12)
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Izraz (6.12) vrijedi za nosace izradene od materijala koji imaju jednaku ¢vrstoéu na rastezanje
I sabijanje, kakav je npr. konstrukcijski ¢elik koji se kao materijal naj¢es¢e upotrebljava.

6.4. STATICKI ODREDENI ZADATCI

Kao i za slucaj aksijalnog opterecenja Stapa ili uvijanja i ovdje su kod staticki odredenih
zadataka dovoljni uvjeti ravnoteze da bi se odredile trazene velicine.
Primjer 6.1.

Jednostavni nosa¢ zadanoga poprec¢nog presjeka opterecen je jednoliko raspodijeljenim
kontinuiranim optere¢enjem  (Slika 6.11). Valja izracunati najveée normalno naprezanje. U
presjeku na udaljenosti x=0,75m potrebno je skicirati i kotirati raspodjelu normalnog i
posmicnog naprezanja po visini poprecnog presjeka.

Zadano je: 1=3m, q=24kN/m, a=4t, b=8t,t=2cm.

Slika 6.11. Primjer 6.1.
Rjesenje:
Izracunavanje najveéeg normalnog naprezanja radi se prema izrazu (6.10):

M

o B y,max
max )
W

y

a raspodjela normalnih i posmi¢nih naprezanja po visini popre¢nog presjeka prema izrazima
(6.8) 1 (6.9):

YA T=

' b-1

o, =

My Q5
Iy

Dakle, prije izraGunavanja naprezanja potrebno je odrediti u trazenom presjeku popre¢nu silu i
moment savijanja.

Nacin odredivanja reakcija u osloncima i dijagrama unutarnjih sila detaljno je objasnjen u 7.
poglavlju skripata Tehnicka mehanika 1.

Na slici 6.12. prikazani su dijagrami popre¢nih sila i momenta savijanja te reakcije oslonaca A
i B.

Iz dijagrama se iSCitavaju najveca vrijednost momenta savijanja te poprecna sila i moment
savijanja u presjeku na udaljenosti x =0,75m od oslonca A:
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M, =27kN-m; Q,=18kN, M, =20,25kN-m.

24 kN/m

Y Y Y YYYYYYYTYYY

36 kN Im 36 kN
0. 1kN
" N‘ I,5m .
i v
0 -
975 m, 3
' 27
120,25

0 : >
Slika 6.12. Primjer 6.1.: Reakcije u osloncima i dijagrami unutarnjih sila

PoloZaj teziSta zadanoga poprecnog presjeka (slika 6.13.a) izraCunan je prema postupku
opisanom u 4. poglavlju ovih skripata i prikazan na slici 6.13.b.

Aksijalni moment tromosti zadanog presjeka u odnosu na tezisnu os Y jest:

. 80-20° 20-140°

, +2800-29,09° =11143030 mm*,

+1600-50,91° +

a njegov aksijalni moment otpora:

W= 11143030

, =112454 mm®.

Najvece normalno naprezanje sada jest:

M, 27-10°
O'max = =
W 0,112-10°

y

=241,0 MPa .

Normalna naprezanja u tockama M i N u popre¢nom presjeku na udaljenosti x =0,75m iznose:

M, 20,25-10°
Z a—

=y " 143.10° -(—60,91):—110,7 MPa,

M, 20,25-10°
'ZN — 5
| 11,143.10

y

-99,09=180,1 MPa.

OoN =

Staticki moment povrSine S; dijela poprec¢nog presjeka u tockama M, K, L, T i N jest:
* * 3
Sym =S,y =0mm?,

S, =S,k =80-20-50,91=81456 mm®,
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S;,T =20-99,09-99,09/2 = 98188 mm®,
a posmic¢na naprezanja u istim su tockama:

v =7y =0MPa,

_Q,-Sy,.  18-10°-81456

T, = = =~ =1,65 MPa,
b-1,  80-11,143-10
.S 10°.
r = Q,-Syx _18-10 81452 _ 6,58 MPa.
b-1,  20-11,143-10
.S 10%.
_ Q,-Syx 18-10°-98188 _7.93MPa.

b-1,  20-11,143.10°

Raspodjela naprezanja po visini popre¢nog presjeka dana je na slici 6.13.b.

a) b)
30 @ MPa @
e S —
! | M 110,7 1.65
A T ¥ s
| | L = | o ~ 6,58
20 60,91 W
Ve | X \ 7,93
160
111,20 99,09
@
. i Y
‘N 180,1
z zvY

Slika 6.13. Primjer 6.1.: @) zadani poprecni presjek, b) poloZaj tezista i raspodjele normalnih i
posmicnih naprezanja po visini poprecnog presjeka

Primjer 6.2.

Jednostavni linijski nosa¢ optereen je koncentriranom silom iznosa F te jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim opterecenjem iznosa q (slika 6.14.). Potrebno je dimenzionirati
popre¢ni presjek nosaca (dobivenu vrijednost za t zaokruziti na cijeli broj u milimetrima).

- C

-
:

\F

Slika 6.14. Primjer 6.2.

Za tako dimenzioniran poprecni presjek prikazati raspodjelu normalnih i posmi¢nih naprezanja
po visini popre¢nog presjeka na udaljenosti x =2a od oslonca A.
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Zadano je: a=12m, b=3m, c=6t, d=4t, e=10t, F=10kN, q=12KkN/m,
o, =200 MPa.

RjeSenje:

Na prije opisani nacin odredene su reakcije u osloncima i dijagrami unutarnjih sila (slika 6.15.).
Takoder su izracunane vrijednosti poprecne sile i momenta savijanja u presjeku x = 2a.
Prema prikazanom dijagramu najveca vrijednost momenta savijanja jest:

M max = 33,19 kN-m,

a unutarnje sile u presjeku x=2-a=2,4m iznose:

Q,=7,778kN, M, =30,67kN-m.

10 kN 12 kN/m
l lvvvvvvvvvvvvvv
A |
17,78 kN 28.22 kN
1.2m i 1.2m iy 3m N
Q: A kN
17,78
7,778
~ X
0 =
A
.-'1-?‘_1_ kN-m 33.19 28,22

30,67

3,048 m

Slika 6.15. Primjer 6.2.: Reakcije oslonaca i dijagrami unutarnjih sila
Teziste lezi na simetrali popre¢nog presjeka, a hjegov polozaj dan je na slici 6.16.

I |

4,5¢

e bl I

5,5t

1 &

zv
Slika 6.16. Primjer 6.2.: Polozaj tezZista poprecnog presjeka
Aksijalni moment tromosti, kao i aksijalni moment otpora u odnosu na tezisSnu os 'y odredeni
su postupkom detaljno opisanim u poglavlju 4 i iznose:
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4
|, =241,5t%,

W, = Iy/zmaX =241, 5t4/5, 5t = 43,900t
Poprec¢ni presjek dimenzioniran je prema uvjetu cvrstoce

My,max IVly,max
Omax = =
w

= <0y
, 43900t °

odakle je

t>3 My max _4 33,19-10° =15,6 mm
~\43,909-0, \43909-200 ’

t=16 mm.
Dimenzionirani popre¢ni presjek prikazan je na slici 6.17.a. Aksijalni moment tromosti u
odnosu na tezisnu os Y jest:

|, =241,5t* =241,5-16* =15,827-10° mm*.

a) b)
96 @ wmpea ()
. | M 139,5 0.5
1\16 K @ |Il gl
72 I|I
; |
Vet ——1 13.79
16 60 |
64 j § 88 a
gl ) pl: @ /2 5
e — = )
et 8 S e s ~
E ‘N
=¥ 16

170,5 0,63
=Y

Slika 6.17. Primjer 6.2.: a) dimenzionirani poprecni presjek, b) karakteristicne tocke presjeka te
raspodjela normalnih i posmicnih naprezanja po visini presjeka

Vrijednosti normalnih naprezanja u tockama M i N u popreénom presjeku na udaljenosti
X=2,4m iznose:

M -10°
o =t gy, = 20070 29y 139 5MPa,
B 15,827-10
M -10°
oy =2y = 20710 g 1705 MPa.
M 15,827-10

Staticki moment povrSine S; dijela poprecnog presjeka u tockama M, L, K, T, P, R i N jest:

* _o* _ 3
Sy,,\,I = Sy’N =0mm?,
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S, =S,k =96-16-(72—8)=98304 mm°,
S, 1 =96-16-(72—8)+16-56-56/2 =123392 mm”,

*
Syp

=S, g =64-16- (88-8)=281920 mm?,
a posmic¢na naprezanja u istim su tockama:
v =7y =0 MPa,
_Q,-Sy.  7,778-10° 98304

7 = =0,5MPa,
b-1,  96-15827-10

_Q-Syk _7,778-10°-98304

T —=3,02MPa,
b-1,  16-15827-10

Q,-Syr 7,778-10°-123392

T = — =3,79 MPa,
b-1, 16-15,827-10
.S 10°.
. Q,-Syp _7,778-10 81930 _ 252 MPa.
b-1, 16-15,827-10
.Sy 108
o = Q,-Syr _7,778-10°-81920 _0.63MPa.

b-1, 64-15,827-10°

Raspodjela normalnih i posmi¢nih naprezanja po visini poprecnog presjeka dana je na slici
6.17.b.

Primjer 6.3.

Zadan je poprecni presjek nekog linijskog nosaca (slika 6.18.).

a -

Z'

Slika 6.18. Primjer 6.3.
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Ako je u tocki K poprecnog presjeka vla€no normalno naprezanje iznosa o, izracunati
moment savijanja u presjeku nosaca. Skicirati raspodjelu normalnog naprezanja po visini
poprecnog presjeka.

Zadano je: a=80mm, b=60 mm, t=12mm, o, =60 MPa.

Rjesenje:

Polozaj teziSta zadanoga poprecnog presjeka (slika 6.19.a) dan je na slici 6.19.b. Aksijalni
moment tromosti s obzirom na tezisnu os y iznosi I, =703977 mm?*.

Iz izraza za normalno naprezanje za tocku K poprec¢nog presjeka:

My
Ok = Ik

ly

dobije se:
- .
M, = 91y _60-703977 =—4,077-10° N-mm =—4,077 kN-m.
7, ~10,36
a) b)
B 80 mm @ MPa
« - 129,5
‘ 22,36 %0

12 24 | |12 U |_| 764/

B 218

z

Slika 6.19. Primjer 6.3.: a) zadani poprecni presjek, b) polozZaj teZista i raspodjela normalnih
naprezanja po visini poprecnog presjeka

Normalna naprezanja u to¢kama M i N popre¢nog presjeka jesu:

M - -10°

o =t 2y, = IO (25 36)=129,5 MPa,
|, 0,704-10
M - -10°

oy =tz = OO 57 64— 2180 MPa.
|, 0,704-10

Raspodjela normalnih naprezanja po visini popre¢nog presjeka dana je na slici 6.19.b.

Primjer 6.4.

Zadan je poprec¢ni presjek nekog linijskog nosaca (slika 6.20.). Ako je u tocki K popre¢nog
presjeka posmicno naprezanje 7, izraunati poprecnu silu u presjeku nosaca. Skicirati

raspodjelu posmi¢nog naprezanja po visini popre¢nog presjeka.
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Zadano je: a=200 mm, b=160 mm, ¢=320mm, d =60 mm, t=30 mm, r, =7 MPa.
a

= ] »
A
| A
A
N
Yaoone- o]
T d
C
K
<b | >
Y
t"
: A
'Z

Slika 6.20. Primjer 6.4.
Rjesenje:

Zadani presjek prikazan je na slici 6.21.a, a poloZaj njegova tezista na slici 6.21.b.

a) b)
200 (© MPa
) M \ 0,87
. L - |\o T 580
30 : =1
: b
T :
Yoo | o e |d ' 7,39
‘60 & | ‘
Ké v K < 7,0
160 . _ 2 /
Y S R} - 5,30
30 4 [ 0,99
A N ’
A zv

Slika 6.21. Primjer 6.4.: a) zadani poprecni presjek, b) polozaj teZista i raspodjela posmicnih

naprezanja po visini poprecnog presjeka

Aksijalni moment tromosti s obzirom na tezisSnu 0s Y iznosi:
|, =270,1923-10° mm*.
Stati¢cki moment povrsine S; dijela poprecnog presjeka u tocki K jest:
S,k =160-30-154,4+30-79, 4-(60+79,4/2)=978605 mm?.

1z izraza za posmic¢no naprezanje za tocku K popreé¢nog presjeka:

QZ'S;,K
b-1,

TK:

dobije se:
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o _ b1, 7.30-270,1923-10°

s ” =57981 N =57,981KkN.
Syk 978605

Staticki moment povrSine S; dijela poprecnog presjeka u tockama M, L, P, T, R, S i N jest:
Sym =Syn=0mm?,
S;’L = S;‘P = 200-30-(150, 6 —15) =813600 mm?,
S;,T =200-30- (150, 6 —15) +30-120,6-120,6/2 =1031765 mm?,

S;r =Sy =160-30-(169,4 -15) = 741120 mm®,

a posmic¢na naprezanja u istim su tockama:

v =7y =0MPa,
.S 10%.
- Q,-Sy. _57,98110 8136060 _0.87 MPa.
b-1,  200-270,1923-10
.S 10%.
. Q,-Syp _57,981-10 8136(6)0 _5.82 MPa,
b-1, 30-270,1923-10
.S 10%.
_ Q,-Syr _57,981-10 10317665 _ 739 MPa,
b-1, 30-270,1923-10
.S 10%.
o = Q,-Syr _57,981-10 741150 _ 530 MPa.
b1, 30-270,1923-10
.S 10%.
= Q;-Sys _57,981-10 7411260 ~0.99 MPa.
b-1,  160-270,1923-10

Raspodjela posmi¢nih naprezanja po visini popre¢nog presjeka dana je na slici 6.21.b.

zapatcizaviezeu: [

Zadatak 6.1. Konzolni nosa¢ zadanoga popre¢nog presjeka opterecen je koncentriranim
momentom iznosa M i koncentriranom silom iznosa F (slika Z.6.1.).

4t
‘ i

A

Y< o] 10r

Slika Z.6.1. Zadatak 6.1.
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Valja izra¢unati najveée normalno naprezanje. U presjeku na udaljenosti x =1,2] potrebno je

skicirati 1 kotirati raspodjelu normalnog i posmi¢nog naprezanja po visini poprecnog presjeka.
Zadano je: I=1m, M =3kN-m, F=2KkN, t=8mm.

Zadatak 6.2. Linijski nosa¢ s prepustima optereéen je na svojim krajevima koncentriranom
silom iznosa F i koncentriranim momentom iznosa M (slika Z.6.2.). Potrebno je
dimenzionirati poprecni presjek nosaca (dobivenu vrijednost za t zaokruziti na cijeli broj u
milimetrima). Za tako dimenzioniran popre¢ni presjek prikazati raspodjelu normalnih i
posmi¢nih naprezanja po visini poprecnog presjeka na udaljenosti x=2-a.

Zadano je: a=0,8m, b=15m, c=0,6m, F=8kN, M =12kN-m, o, =200 MPa.

F
l M L
A B Ll t
. . /—j Hoetf, 1o
: a EE b 5- ? ’
6t t

Slika Z.6.2. Zadatak 6.2.

6.5. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ELASTICNE LINIJE

Ve¢ je spomenuto da pri savijanju nosaca njegova uzduzna os postaje zakrivljena i naziva se
elasticna linija. Progib neke toc¢ke uzduzne osi nosac¢a njen je pomak u smjeru osi Z i oznacava
se s w. Elasti¢na linija ponekad se naziva progibna linija i funkcija je koordinate x, tj.

w=w(x) (slika 6.22.a).

Kut $to ga tangenta na elasti¢nu liniju u nekoj tocki zatvara s uzduznom osi X zove se kut
zakreta elasticne linije ili nagib i oznac¢ava se oznakom £ . Nagib je takoder funkcija koordinate

X, 1. B=p(x).

Pri tome je kut zakreta pozitivan ako se tangenta pri deformiranju zakre¢e u suprotnom smjeru
od smjera kazaljke na satu, a negativan ako je zakret tangente u smjeru kazaljke na satu (slika
6.22.b).

*_elasti¢na
linija

Slika 6.22.: a) progib i kut zakreta (nagib) elasticne linije, b) pozitivan i negativan nagib

Uz pomo¢ slike 6.23. moZe se dati veza kuta zakreta i progiba.
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Neka su progibi dva bliska presjeka nosaca na udaljenostima X i x+dx od lijevog kraja nosaca
oznaceni s w(x) I w(x)+dw (slika 6.23.a).

—~— wi(x)+dw

Slika 6.23.: a) progibi dvaju bliskih presjeka, b) veza izmedu nagiba i progiba
Prema slici 6.23.b jest:

tan(_ﬂ):‘;_vxv,

a kako za male kutove vrijedi tan (—,B) =—/3, gornja jednakost mozZe se pisati kao
p=-2 (6.13)
dx
Prema izrazu (6.7) zakrivljenost elasti¢ne linije jest:
M

%: E.Iv _ (6.14)
y

K=

Zakrivljenost se moze izraziti i na sljede¢i nacin (slika 6.24.):

M

C”\\ |
T
Slika 6.24. Zakrivljenost elastic¢ne linije
2
K:d_ﬂzd_ﬁ:ii_d_wj:_d_\g’. (6.15)
ds dx dx\{ dx dx
Usporedbom izraza (6.14) i (6.15) dobije se:
2 M
dw__ Yy (6.16)
dx E-l,

Izraz (6.16) predstavlja diferencijalnu jednadZzbu elasti¢ne linije. Integriranjem te jednadzbe
mogu se dobiti progibna funkcija w = w(x) 1 funkcija nagiba g = f(x), te na taj nacin progib

1 nagib u bilo kojoj tocki nosaca.
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Primjer 6.5.

Zadan je konzolni nosa¢ optere¢en koncentriranom silom iznosa F na slobodnom kraju prema
slici 6.25. Valja odrediti integriranjem diferencijalne jednadZzbe elasti¢ne linije progibnu
funkciju w=w(x), funkciju zakreta elasti¢ne linije 4= f(x) te opce izraze za najveci progib
i najveéi nagib. lzraCunati najveéi progib i nagib za slucaj kada je: F=5kN, I=2m,
E=210GPa, I,=2,1333-10° mm*.

/

Slika 6.25. Primjer 6.5.
Rjesenje:
Prije rjeSavanja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije potrebno je odrediti funkciju momenta
savijanja M, =M, (x).

a) b)
0. F F
I Y I Y
(k A B
Ml \ Wi
X - Y
! Byt

Slika 6.26. Primjer 6.5.: @) ravnoteza odsjecenog dijela nosaca, b) najveci nagib i progib

Iz uvjeta ravnoteze odsjecenog dijela Stapa desno od presjeka (slika 6.26.a):
dDM,=0: -M,-F-(I-x)=0

dobije se:
M, =—F-(1-x).

Uvrstavanjem izraza za moment savijanja u (6.16) dobije se diferencijalna jednadzba:

(I-x).

d°w _ F
dx? E-I

y
Postupkom integriranja dobije se:

2
d_W= F |.X_X_+Cl '
dx E-l, 2

2 3
W:L I-X——x—+Cl-x+C2 :
E-l, 2 6
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pri éemu se konstante integracije C, i C, mogu dobiti iz rubnih uvjeta kako slijedi:
w(0)=w,=0 = C,=0
f(0) = =(-dw/dx), =0 = C,=0.

Vracanjem konstanta integracije u izraze za w i dw/dx dobiju se funkcije nagiba i progiba:

dw F NG
ﬁ(x)__&__EJy[I.X_?J' (617)
F x2 X3

Najveci progib w,,, inajveéi nagib S, naslobodnom su kraju konzole (slika 6.26.b), a op¢i
izrazi za najveci progib i nagib jesu:

F-1?
Brax =B =B(l1)=— ' (6.19)
»=A() 2-E-l,
13
Wiax =Wg =W(1) = 3-FE ?I : (6.20)

UvrsStavanjem zadanih vrijednosti u (6.19) i (6.20) dobije se:

2
510°(210') 0,02232rad, S 1,27
__ =0, rad =-127°
P 2.210-10%-2,1333-10° mex

5-103-(2-103)3

W = =29,76 mm.
M 3.210-10%.2,1333-10°

Primjer 6.6.

Za konzolu optere¢enu jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa ( (slika
6.27.) potrebno je odrediti integriranjem diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije progibnu
funkciju w=w(x), funkciju zakreta elasti¢ne linije g = f(X) te opce izraze za najveci progib

I najvedi nagib. Za zadane podatke izracunati najvecéi progib i nagib.

Zadano je: q=4kN/m, 1=3m, E=200GPa, I, =7,96-10° mm*.

Slika 6.27. Primjer 6.6.

RjeSenje:
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Funkcija momenta savijanja M, = M (x) dobivena iz uvjeta ravnoteze odsjecenog dijela Stapa

desno od presjeka (slika 6.28.a) glasi:
Y M,=0:  —M,-q-(1-x)"/2=0, paje M, =-q-(1-x)*/2.

0. l gitx) ¥ , b
C A [ i i i Y Y YYYYYYYYY B
P

Slika 6.28. Primjer 6.6.: a) ravnoteza odsjecenog dijela nosaca, b) najveéi nagib i progib

Uvrstavanjem izraza za moment savijanja u (6.16) dobije se diferencijalna jednadzba:

2
dv2v= 9 (I2—2~I-x+x2).
dx 2-E-|y

Postupkom integriranja dobije se:

3
w__ g 12.x—1-x*+ 24, |,
dx 2-E-l, 3

2 3 4
112X 0. 20X e xsc, |,
2-E-|y 2 3 12

W=

Kao u prethodnom zadatku, konstante integracije C, i C, dobivene su iz rubnih uvjeta:
w(0)=w,=0 = C,=0

B(0)=fs =(~dw/dx), =0 = C,=0.

Vra¢anjem konstanta integracije u izraze za w i dw/dx dobiju se funkcije nagiba i progiba:

dw q 2 2 X
__ v 12.x—1- =1, 6.21
A=~ 2-E-Iy[ X X+3] (6.2)
2 3 4
()= |12 2 .2 2] (6.22)
2E-, 2 3 12

Na slobodnom kraju konzole (slika 6.28.b) progib i nagib poprimaju maksimalne vrijednosti, a
op¢i izrazi za najveéi progib i nagib jesu:

13
Prax = Pe ::B(I):_GqEII ) (6.23)

y
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—wy = (=3 (6.24)

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti u (6.21) i (6.22) dobije se:

4-(3-10°)° O
P =~ 50010 7 96 10° ~ ° 01131 rad (-0.65°),

4-(3-103)4

W, = =25,44 mm.
M 8.200-10%-7,96-10°

Primjer 6.7.
Jednostavni nosac opterecen je koncentriranom silom iznosa F na sredini raspona (slika 6.29.).

Valja odrediti integriranjem diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije progibnu funkciju
w=w(x), funkciju zakreta elasti¢ne linije B = S(x) te opce izraze za najveci progib i najveci
nagib.

Izracunati najve¢i progib i nagib kada je: F=10kN, 1=2,4m, E=200GPa,
I, =1,7067-10° mm*.

F

C

/2 12

P
a3

Slika 6.29. Primjer 6.7.
RjeSenje:
lako postoje dva podruéja za odredivanje unutarnjih sila, zbog simetrije dovoljno je promatrati
samo prvo.

Funkcija momenta savijanja M = My(x) za prvo podrucje dobivena iz uvjeta ravnoteze
odsjecenog dijela Stapa lijevo od presjeka (slika 6.30.a) glasi:

0<x<l/2 > M,=0: M, -F,-x=0,

M, =F/2-x.

Slika 6.30. Primjer 6.7.: a) ravnoteza odsjecenog dijela nosaca, b) najveéi nagib i progib

UvrStavanjem izraza za moment savijanja u (6.16) dobije se diferencijalna jednadzba:
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d?w F
= — ¢
dx? 2-E-l,

Postupkom integriranja dobije se:

dw F NG
—_— = _+C1 f
dx 2~E~Iy 2

3
W=-— F (X—+C1-X+C2j.
6

2-E-l,
Konstante integracije C, i C, mogu se dobiti iz sljede¢ih rubnih uvjeta:
w(0)=w, =0 = C,=0
p(1/2) = B =(-dw/dx). =0 = C,=-1°/8.

Vra¢anjem konstanta integracije u izraze za w i dw/dx dobiju se funkcije nagiba i progiba:

dw Fo(x® I
A="5 :z-E-|y(7_§j’ (6:29)
Fo(x® 12
W<X)=‘m[€‘§'x} (6:26)

Na pocetku i na kraju nosaca nagib ima najvecu vrijednost, dok je najveci progib na sredini
raspona nosaca, u tocki C (slika 6.30.b), a op¢i izrazi za najveci progib i nagib jesu:

F-1°
Brax = Ba =ﬁ(|)=_1—6-E-| .
y
12
s = s = (1) = — 627)
y
3
Winax = We =W(1/2) =% (6.28)
y

UvrsStavanjem zadanih vrijednosti u (6.27) i (6.28) dobije se:

3 3)?
10-10°-(2,4-10°) 0,01055 rad
. —_0, rad,
Prnax = Ba 16-200-10°-1,7067-10°

B =—fB, =0,01055 rad,

3
10-10° -(2,4-103)
W =
M 48.200-10%-1,7067 -10°

=8,44 mm.
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Primjer 6.8.

Za jednostavni nosa¢ opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim opterecenjem iznosa
g (slika 6.31.) potrebno je odrediti integriranjem diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije

progibnu funkciju w=w(x), funkciju zakreta elasti¢ne linije S = f(x) te opée izraze za

najveci progib i najveci nagib.

Za sljedece podatke izracunati najveci progib i nagib: q=12kN/m, 1=1,8m, E =210 GPa,

l, =2,0106-10° mm*.

! ~

Slika 6.31. Primjer 6.8.

Rjesenje:

Funkcija momenta savijanja M, = M, (x) dobivena iz uvjeta ravnoteze odsjecenog dijela Stapa

desno od presjeka (slika 6.32.a) glasi:
>M,=0: M, -q-l/2:-x+q-x*/2=0,

M, =q-1/2-x-q-x*/2.
b)
q

a)
gqx
M, ' '
| Ay l \ 'i' AREARANE
FAT Q_— /)J;\ wImax ﬁti
X

Slika 6.32. Primjer 6.8.: a) ravnoteza odsjecenog dijela nosaca, b) najveéi nagib i progib

Uvrstavanjem izraza za moment savijanja u (6.16) dobije se diferencijalna jednadzba:

dw___ ¢ (I-x—xz).
dx*  2-E-l,
Postupkom integriranja dobije se:
2 3
d_Wz— q |.X__X_+C1,
dx 2-E-I, 2 3
3 4
w=——J I~X——X—+Cl-x+Cz.
2-E-1, 6 12

Konstante integracije C, i C, dobivene su iz rubnih uvjeta:
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w(0)=w, =0 = C,=0
B(1/2) = fo =(-dw/dx)_ =0 = C,=-1°/12.

Vracanjem konstanta integracije u izraze za w i dw/dx dobiju se funkcije nagiba i progiba:

dw q x> x 13
__Gw_ | XX = 6.29
ﬂ(X) dx 2-E-|y[ 2 3 12 ( )
3 4 3
W(x)=— g I-X——X——I—-x. (6.30)
2-E-|y 6 12 12

Nagib ima najvecu vrijednost iznad oslonaca, dok je progib najveci na sredini raspona (slika
6.32.b), a op¢i izrazi za najveci progib i nagib jesu:

NE
Brax = Pa =ﬂ(0)=—%, (6.31)
y

5.q-1*
Wmax = WC = W(I/Z) :W (632)
y

UvrsStavanjem zadanih vrijednosti u (6.31) i (6.32) dobije se:

12'(1’8'103)3 0,006906 rad
=fBr=— =-0, rad,
P = P 24.210-10%-2,0106-10°

Be =—B, =0,006906 rad

5-12-(1,8-103)4

W, . = =3,88 mm.
M 384.210-10%-2,0106-10°

Zadatak 6.3. Konzolni nosa¢ zadanog oblika popre¢nog presjeka opterecen je koncentriranim
momentom iznosa M (slika Z.6.3.).

ZADATCI ZA VJEZBU:

Dimenzionirati nosa¢ te promjer izraziti kao cjelobrojnu vrijednost u milimetrima. Za tako
dimenzioniran popre¢ni presjek valja izracunati najveci progib i nagib.

Zadano je: | =1m, M =3kN-m, o, =180 MPa, E =200 GPa.

Slika Z.6.3. Zadatak 6.3.
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Zadatak 6.4. Konzola zadanog oblika poprecnog presjeka opterecena je jednoliko
raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa ( (slika Z.6.4.).

: .
t | Tt
A B o , 12¢
» [ . i ‘*
! |
6

Slika Z.6.4. Zadatak 6.4.

Potrebno je dimenzionirati popre¢ni presjek konzole (dobivenu vrijednost za t zaokruziti na
cijeli broj u milimetrima). Za tako dimenzioniran poprecni presjek izraunati najveci nagib 1
progib. Zadano je: I =1,6 m, g=8kN/m, o, =200 MPa, E =200 GPa.

6.6. KOSO SAVIJANJE

U slucaju da vanjsko optereéenje ne djeluje niti u jednoj od glavnih ravnina, radi se 0 kosom
savijanju. Koso savijanje predstavlja zapravo istovremeno savijanje u dvjema medusobno
okomitim ravninama koje zovemo glavnim ravninama. Jednu glavnu ravninu ¢ine os X iglavna

0S Yy, adrugu os X i glavna os z,. Ako se radi o popre¢nom presjeku s jednom ili dvjema

osima simetrije, teziSne osi y i Z ujedno su i glavne osi Y, i z,. Postupak odredivanja glavnih
osi za nesimetri¢ni poprecni presjek opisan je u poglavlju 4. Moment savijanja koji se javlja u
popre¢nom presjeku treba razloziti na komponente oko glavnih osi, pa se normalno naprezanje
racuna prema izrazu:

M
ooy 5 Mu (6.33)

IyO IzO

U izrazu (6.33) M, i M, su komponente momenta savijanja s obzirom na glavne osi Y,
odnosno zy; 1, i 1,4 su glavni aksijalni momenti tromosti popre¢nog presjeka za glavne

teziSne osi; Y, i Z, su glavne koordinate to¢aka popre¢nog presjeka koje se mogu izracunati uz

pomo¢ izraza za transformaciju koordinata:
Yo =Y:COS@, +Z-Sing,, (6.34)
Zy=—Y-SiNg,+2-COS@,. (6.35)

Postoje tocke na poprec¢nom presjeku za koje ¢e ukupno naprezanje raCunano prema (6.33) biti
jednako nuli. Te tocke leZe na neutralnoj osi. Jednadzba neutralne osi u koordinatnom sustavu

koji ¢ine glavne osi Y, i z, dobije se prema izrazu:

M M
o = yo.zo— ZO.

IyO IzO

Yo =0
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lo-M
z,=L 2.y —tany -y,, (6.36)

IzO “WVlyo
gdje je w kut koji neutralna os ¢ini s osi Y, dobiven prema izrazu:

IyO'Mzo

6.37
Y (6.37)

tany =
yo0

S jedne strane neutralne osi naprezanja su pozitivna, a s druge strane negativna.
Primjer 6.9.

Za jednostavni nosa¢ zadanoga popre¢nog presjeka optereéen jednoliko raspodijeljenim
kontinuiranim optere¢enjem iznosa ( (Slika 6.33.) potrebno je odrediti poloZaj neutralne osi te

najvece vlacno i najvece tlacno naprezanje.

Zadano je: | =4m, g=1kN/m, t=10mm.

8t

Slika 6.33. Primjer 6.9.

RjeSenje:
U poglavlju 4 (vidi primjer 4.5.) detaljno je opisan postupak odredivanja geometrijskih
karakteristika nesimetricnoga popre¢nog presjeka.

Za zadani popre¢ni presjek (slika 6.34.a) poloZaj teZista prikazan je na slici 6.34.b, dok slika
6.34.c prikazuje kut ¢, koji glavne osi Y, i z, zatvarajusosima y i Z.

a) b) Ch
L 40 295 105
1 ¥
i i I v
10! 30,5
80 _1" T I _h'_‘ — _.I |-
10| |, __1-’;1/9"1;
495

Y Y _\
ot - -~
v< ¥< y- Zy

Slika 6.34. Primjer 6.9.: a) zadani presjek, b) poloZaj tezZista, c) glavne osi

Kut ¢, iznosi ¢, =13,89°, dok su glavni aksijalni momenti tromosti zadanog presjeka:
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l,, =734198 mm* i 1, =78681mm*.
Najveéi moment savijanja s obzirom na os Yy jest na sredini raspona i iznosi:

2 2
AT oeem,
8 8

Komponente tog momenta na glavne osi jesu (slika 6.35.a):

M, =M, -cosg, =2-c0s13,89° =1,942kN-m,
M,, =-M, -sing, =-2-sin13,89" = -0,480 kN-m.
a)

L

Z
Slika 6.35. Primjer 6.9.: a) komponente momenta, b) poloZaj neutralne osi, ¢) raspodjela naprezanja
Polozaj neutralne osi (slika 6.35.b) odreden je kutom w koji je dobiven prema (6.37):

_ 734198-(-0,480)
~ 78681-1,942

tany =-2,30640, w =-66,6".

Tocke koje su najudaljenije od neutralne osi jesu M i N. Glavne koordinate tih tocaka ra¢unaju
se prema (6.34) i (6.35) i glase:

Ymo =(—10,5)-c0s13,89° +(-30,5)-sin13,89" =-17,51mm,
Zyo =—(-10,5)-5in13,89° +(-30,5)- c0s13,89° = 27,09 mm,
Yno =(—0,5)-€0s13,89° +49,5-5in13,89° =11,40 mm,

Zyo =—(-0,5)-sin13,89° +49,5-€0s13,89° = 48,17 mm.

Normalna naprezanja u ovim tockama racunaju se prema (6.33). Najvece tlacno normalno

naprezanje u to¢ki M jest:

~1,942.10° (-0,480)-10°

_1942-10° o7 gy -(~17,51) =—178,5 MPa ,
oM ="73a108 ¢ )= gear ) 8
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dok je u tocki N najveée vla¢no normalno naprezanje iznosa:

108 —0,480)-10°
o _1942.10° o0 (£0.480)10° 1 4o 197 0MPa.
734198 78681

Raspodjela normalnih naprezanja po presjeku prikazana je na slici 6.35.c.

zapatci za viezeu: [N O

Zadatak 6.5. Konzolni nosa¢ zadanoga popre¢nog presjeka optereéen je koncentriranom silom
iznosa F (slika Z.6.5.). Valja izracunati poloZaj neutralne osi te najvece vlaéno i najvece tlacno
naprezanje ako je zadano: 1=1,5m, F=12kN, t=2cm.

F
-161——‘-
F | Y Y i
1 4
Y = -6
A B |, 10
- l » :b -
: Y !
L8 o
O

Slika Z.6.5. Zadatak 6.5.

6.7. STATICKI NEODREDENI ZADATCI PRI SAVIJANJU

Kao i za slucaj aksijalnog optereéenja Stapa ili uvijanja i ovdje kod staticki neodredenih
zadataka pristupa se na isti nacin, tj. pored uvjeta ravnoteze treba postaviti onoliko dodatnih
jednadzbi koliko je puta zadatak staticki neodreden. Zadani problem svodi se na osnovni static¢ki
odredeni problem ukidanjem prekobrojnih veza 1 dodavanjem na tom mjestu nepoznatih
reakcija. Nepoznate reakcije odreduju se iz uvjeta da je na mjestu uklanjanja oslonaca pomak
jednak nuli.

Postupak rjeSavanja pokazan je na primjerima koji slijede.
Primjer 6.10.

Za staticki neodredeni nosac¢ opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim opterecenjem
iznosa q (slika 6.36.) valja odrediti reakcije veza ako je zadano: | =2m, q=16 KN/m.

Slika 6.36. Primjer 6.10.

Rjesenje:
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Zadatak je stati¢ki neodreden, pa se uklanjanjem oslonca B i postavljanjem sile Fg na tom

mjestu dobije osnovni stati¢ki odredeni problem (slika 6.37.a).

Dodatni uvjet koji uz uvjete ravnoteze omogucuje rjeSavanje zadatka glasi da progib tocke B
mora biti jednak nuli wg =0.

a) b,

16 kN/m | 32 kN

| . |
N AAAZAAAAAAARRE N 6 L A
Wl

F, Tr r]

2m i

- - et -

Slika 6.37. Primjer 6.10.: @) osnovni staticki odredeni problem, b) nosac osloboden od veza

Ukupni progib tocke B moze se izracunati metodom superpozicije kao zbroj progiba posebno
od djelovanja kontinuiranog opterecenja i posebno od djelovanja reakcijske sile Fg (sl. 6.38.).

Slika 6.38. Primjer 6.10.: a) progib od kontinuiranog opterecenja, b) progib od reakcijske sile
Ovi progibi su prema (6.20) i (6.24):

3 4
FB_ FB'I

Fo
3-E-l,

q-l
8-E-l,

q _
WB_

)

Buduc¢i da ukupni progib to¢ke B mora biti jednak nuli, slijedi:

3 4
Rl . a | 0.
3-E-1, 8-E-I,
odakle je
3 3

F = —. -I:—-16'2=12kN
B 8 q 8

Ostale reakcije dobiju se iz uvjeta ravnoteze nosaca oslobodenog od veza (slika 6.37.b):

D F,=0: —F,+q-1-F; =0,

> M,=0: -M,—q-l-1/2+F;-1=0,
odakle slijedi:

F.=Qq-1-F; =16-2-12=20kN
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M, =—q1-1/2+F,-1=-16-2-1+12-2=-8kN-m.

Nakon odredivanja reakcija veza, unutarnje sile te posmi¢na i normalna naprezanja odreduju
se na isti nacin kako je radeno u prethodnim primjerima.

Primjer 6.11.

Za staticki neodredeni nosac na tri oslonca opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
opterec¢enjem iznosa ( (slika 6.39.) valja odrediti reakcije veza.

Zadano je: 1=2,5m, g=5kN/m.

Slika 6.39. Primjer 6.11.
RjeSenje:
Zadatak je staticki neodreden, pa se uklanjanjem oslonca B i postavljanjem sile Fg na tom

mjestu dobije osnovni stati¢ki odredeni problem (slika 6.40.a).

5 kN/m 25 kN

Slika 6.40. Primjer 6.11.: a) osnovni staticki odredeni problem, b) nosac osloboden od veza

Dodatni uvjet koji uz uvjete ravnoteze omogucuje rjeSavanje zadatka glasi da progib tocke B
mora biti jednak nuli wg =0.

b)

Slika 6.41. Primjer 6.11.: a) progib od kontinuiranog opterecenja, b) progib od reakcijske sile

Ukupni progib tocke B moze se izracunati metodom superpozicije kao zbroj progiba posebno
od djelovanja kontinuiranog opterecenja i posebno od djelovanja reakcijske sile Fg (slika
6.41.):
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W = W3 +wgB =0.
Ovi progibi su prema (6.28) i (6.32):

- Fy-(2:1)° S

W - - ’
® 48-E-l, 6-E-l

384-E-1, 24-E-l,’

g
Wg

Kako je ukupni progib tocke B jednak nuli, slijedi:

Rl 51t _
6-E-l, 24E-l,

odakle je
5 5

Fe=—-0q:1==-5-2,5=15,625kN .
4 4
Ostale reakcije dobiju se iz uvjeta ravnoteze nosaca oslobodenog od veza (slika 6.40.b):
dDM,=0: —q-2:1-1+F;-1+F.-2:1=0,
> F,=0: —-F,+q-2:1-F;—-F. =0,
iz kojih uvjeta slijedi:
Fe=9:1-0,5-F3 =5-2,5-0,5-15,625=4,6875 kN,

Fo=2-q-1-Fg—F, =2-5-2,5-15,625—4,6875 = 4,6875 kN .

zapatci za viezeu: [N O

Zadatak 6.6. Za staticki neodredeni nosa¢ opterecen koncentriranom silom iznosa F (slika
Z.6.6.) valja odrediti sve reakcije veza.

Zadanoje: 1=1,5m, F=6kN.

Slika Z.6.6. Zadatak 6.6.

Zadatak 6.7. Za static¢ki neodredeni nosac opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
opterecenjem iznosa ( (slika Z.6.7.) valja odrediti sve reakcije veza.

Zadano je: 1=1,5m, q=10kN/m.
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Slika Z.6.7. Zadatak 6.7.

Zadatak 6.8. Za dva puta staticki neodredeni nosa¢ opterecen jednoliko raspodijeljenim
kontinuiranim opterecenjem iznosa  (slika Z.6.8.) valja odrediti sve reakcije veza. Koristiti

se metodom superpozicije.

Zadano je: |=4m, q=8kN/m.

Slika Z.6.8. Zadatak 6.8.

Zadatak 6.9. Za staticki neodredeni nosa¢ opterecen koncentriranom silom iznosa F (slika
Z.6.9.) valja odrediti sve reakcije veza. Koristiti se metodom superpozicije.

Zadanoje: 1=3m, F=15kN.

Slika Z.6.9. Zadatak 6.9.
Zadatak 6.10. Za staticki neodredeni nosa¢ opterecen jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim
opterecenjem iznosa ¢ i koncentriranom silom F (slika Z.6.10.) valja odrediti sve reakcije
veza ako je zadano: I=1m, q=8kN/m, F=8KkN. Koristiti se programskim paketom
MDSolids.

Slika Z.6.10. Zadatak 6.10.

Zadatak 6.11. Za dva puta staticki neodredeni nosac (slika Z.6.11.) valja odrediti sve reakcije
veza te progibe i nagibe to¢aka C i E koriste¢i se programskim paketom MDSolids.

Zadano je: a=3m, b=08m, c=14m, q=15kN/m, F =20kN, F,=12kN,
l,=12-10° mm*, E =210 MPa.
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Slika Z.6.11. Zadatak 6.11.

Zadatak 6.12. Upotrebom programskog paketa MDSolids odrediti sve reakcije veza te progibe
i nagibe tocaka B i E za dva puta staticki neodredeni nosa¢ prikazan na slici Z.6.12.

Zadano je: a=14m, b=16m, c=15m, F=25kN, gq=12kN/m, F,=18kN,
I, =1,6-10° mm*, E =200 MPa.

Slika Z.6.12. Zadatak 6.12.

132



7. TENZOR NAPREZAN]JA

U poglavlju 1 izrazom (1.2) definiran je vektor naprezanja, a izrazom (1.3) njegove normalna i
posmic¢na komponenta. Ovdje ¢e se naprezanje promatrati kao tenzorska velicina drugog reda.
Fizikalne veli¢ine za Cije je opisivanje dovoljan jedan podatak nazivaju se skalari. Takve
veli¢ine su npr. masa i temperatura.

Pored skalara u kolegijima Tehnicka mehanika I'i 11 spomenuti su i vektori koji su u ravnini
jednoznacéno odredeni s dvama, a u prostoru s trima podatcima. Sila, brzina, ubrzanje vektorske
su veliCine.

Kao §to ¢e se u ovom 1 sljede¢em poglavlju pokazati, postoje veli¢ine koje su u ravnini
definirane s Cetirima podatcima, a u prostoru s devet podataka. Medu takve veli¢ine koje
nazivamo tenzorima drugog reda spadaju naprezanje, deformacija, moment tromosti mase i
povrsine. Zapravo su skalari tenzori nultog, a vektori tenzori prvog reda, kao Sto se vidi u tablici
7.1. Da bi neka veli¢ina bila tenzor nekog reda, nije dovoljno da ima odgovarajuéi broj
komponenata, nego se te komponente pri rotaciji koordinatnog sustava moraju mijenjati po
to¢no odredenom zakonu.

Tablica 7.1. Tipovi tenzora

. . Potreban broj podataka o
Red tenzora Posebni naziv . Primjer
u ravnini u prostoru

nulti skalar 20 -1 30 -1 temperatura, masa

prvi vektor ol_»o 31_-3 sila, brzina, ubrzanje

naprezanje, deformacija,

i 2 2 _ - J
drugi tenzor 2°=4 3 =9 moment tromosti povrsine

U nekoj tocki presjeka opterecenog tijela moze se odrediti beskonatno mnogo vektora
naprezanja P Sto ovisi o orijentaciji presjeka. Pri tome je za odredivanje vektora naprezanja u
proizvoljnom presjeku dovoljno poznavati vektore naprezanja za tri presjeka. Obi¢no se
uzimaju tri medusobno okomita presjeka, a vektor naprezanja u svakom se od tih triju presjeka
rastavlja u tri komponente Sto daje devet komponenata tenzora naprezanja.

Na slici 7.1.a prikazan je izdvojeni diferencijalno mali element oblika kocke iz nekog
opterecenog tijela te koordinatni sustav s koordinatnim osima x, y i z. Za Sest ploha kocke

prvo se definira predznak presjeka. Presjek se smatra pozitivnim ako njegova vanjska normala
ima smjer kao i pozitivan smjer odgovarajuce koordinatne osi.

Tako se vidljive strane kocke na slici 7.1.a smatraju pozitivnim presjecima, a one nevidljive
negativnim presjecima. Svakom presjeku pripada vektor naprezanja P Kkoji se rastavlja na

jednu komponentu na pravcu normale na presjek i dvije komponente koje leze u samom
presjeku. Komponente na pravcu normale zovu se normalnim komponentama naprezanja i
oznacuju se grckim slovom sigma te indeksom koji odgovara koordinatnoj osi, npr. o, , dok se
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komponente u ravnini presjeka zovu posmic¢nim (tangencijalnim) komponentama naprezanja i
oznacuju se grékim slovom tau (7 ) s dva indeksa od kojih se prvi odnosi na normalu, a drugi
na paralelnu os zadanoga koordinatnog sustava. Tako je npr. posmi¢na komponenta z,, U

presjeku kojemu je normala paralelna s osi X, a posmi¢na komponenta ima smjer osi y. Na
pozitivnim presjecima komponente naprezanja su pozitivne ako imaju smjerove pozitivnih
koordinatnih osi (slika 7.1.b).

a) ‘ b)

pozitivan
 presjek .

“4  pozitivan ] __
presjek z = L pozitivan
presjek x

aX

Slika 7.1.: a) pozitivni presjeci, b) pozitivne komponente naprezanja na pozitivhim presjecima

7.1. MATRICA TENZORA NAPREZAN]JA

Komponente tenzora naprezanja mogu se sloziti u matricu tenzora naprezanja, gdje ¢e u prvom
retku biti komponente vektora naprezanja koji pripada presjeku s normalom paralelnom s osi
X, U drugom retku komponente vektora naprezanja koji pripada presjeku s normalom
paralelnom s osi y, a u trecem retku komponente vektora naprezanja koji pripada presjeku s

normalom paralelnom s osi z, tj.:

Oy Ty T7Tx
= . 7.1
Gj; Tyx Oy Ty ( )
Tox Ty O

Moze se pokazati da je matrica tenzora naprezanja simetri¢na matrica. Na slici 7.2. prikazan je

diferencijalno mali element tijela na kojem su ucrtana samo ona naprezanja koja stvaraju
moment oko osi x, koja prolazi srediStem kocke i paralelna je osi x.

¥

<>

2 e X

Slika 7.2. Jednakost posmic¢nih naprezanja s istim indeksima

Iz uvjeta ravnoteZe postavljenoga za taj element dobije se:
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> M, =0: 7, -dx-dz-dy -7, -dx-dy-dz=0, 7z,=7

yz zy*

Na sli¢an nacin moze se pokazati jednakost ostalih posmic¢nih naprezanja s istim indeksima,
tako da vrijedi:

T T, =T (7.2)

yx = Txyr T xz' Ty = Tyze

Moze se zakljuciti da su na dva medusobno okomita presjeka posmi¢na naprezanja jednaka po
iznosu i predznaku. Istovremeno su oba usmjerena k zajednickom bridu elementa ili od brida.

Za slucaj ravninskog stanja naprezanja matrica tenzora naprezanja ima oblik:

Tij Z{JX Txy] (7.3)

Tyx (Ty

Pozitivne komponente tenzora naprezanja na pozitivnim presjecima prikazane su na slici 7.3.

Slika 7.3. Komponente tenzora naprezanja za slucaj ravninskog stanja naprezanja

7.2. TZRAZIZA TRANSFORMACIJU KOMPONENATA TENZORA NAPREZAN]JA

Na slici 7.4.a prikazan je orijentirani element s pozitivnim komponentama naprezanja koje na
njega djeluju, a koje se odnose na koordinatni sustav Oxy . Pri rotaciji koordinatnog sustava za

pozitivni kut ¢ dobiva se novi koordinatni sustav O Xy za koji ¢e komponente tenzora

naprezanja imati nove vrijednosti. Orijentirani element s pozitivnim komponentama naprezanja
za zarotirani koordinatni sustav prikazan je na slici 7.4.b.
a) b,

o \ Y
dy s
— ' AT

& - e | -

Slika 7.4.: a) zadani orijentirani element s komponentama naprezanja, b) zarotirani orijentirani
element s komponentama naprezanja

Iz uvjeta ravnoteze trokutnog elementa na slici 7.5.a mogu se dobiti izrazi za transformaciju
komponenata tenzora naprezanja.
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Prema slici 7.5.b jest:

dx/dy =sing, dy/dy=cose. (7.4)
a) b,
-
\dy
X dy 2 i

Slika 7.5.: a) trokutni element s pozitivnim komponentama naprezanja, b) geometrija trokutnog
elementa

Jednadzbe ravnoteze promatranoga trokutnog elementa za osi X i Y, ZIEX =0 odnosno
> F, =0 glase:

oy -dy —z,, -dy-sinp—o, -dy-cosgp—r7,, -dx-cosp—o, -dx-sinp=0,

T,y dy —7,, -dy-cose+o, -dy-sing+rz, -dx-sinp—o, -dx-cosp =0.

Ako se gornje jednadzbe podijele s dy te u njih uvrste izrazi (7.4) nakon sredivanja, uz
T, =T, » MOQU se dobiti izrazi za transformaciju dviju komponenata naprezanja:

G, =0,:C0s* p+0,-sin’p+2-7, -sinp-cosg, (7.5)

Ty =—(0x—0,)sing-cosp+7, -(cos2 @ —sin? go) : (7.6)

Izrazi za preostale dvije komponente dobiju se na sli¢an na¢in razmatranjem trokutnog elementa
prema slici 7.6.a. Prema slici 7.6.b jest:

dx/dX =cos¢e, dy/dX=sing. (7.7)

b,

Slika 7.6.: a) trokutni element s pozitivnim komponentama naprezanja, b) geometrija trokutnog
elementa

JednadZbe ravnoteze promatranoga trokutnog elementa za osi X i y u ovom slucaju glase:

Ty dX+7,, -dy-sing+o,-dy-cosp—z, -dx-cosp—o, -dx-sinp =0,
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o, -dX+7, -dy-cosp—o,-dy-singp+rz, -dx-sing—oc, -dx-cosp=0.

Ako se gornje jednadZbe podijele s dx te u njih uvrste izrazi (7.7) nakon sredivanja, uz

T, =T,y » MOQu se dobiti izrazi za transformaciju ostalih dviju komponenata naprezanja:

Tx=—(0c—0y,)-sinp-cosp+7, -(cos2 @ —sin? (p) : (7.8)
G, =0,-sin*p+o,-cos’ p—2-7,,-siNp-COSp . (7.9)

Uz trigonometrijske relacije:
2-sing-cosp =sin(2-¢), cos® p—sin®p=cos(2-¢),
cos? p =[1+cos(2-¢)]/2, sin’ p=[1-cos(2-9) /2,

mogu se izrazi (7.5), (7.6), (7.8) i (7.9) pisati u obliku:

oy+to, Oy—O

="t X > Y.cos(2-@)+1, -sin(2-¢), (7.10)
o,+to, oy—oC :

5, == y _ - L.cos(2-9)—17,-sin(2-9), (7.11)

Ty = Ty —GX;GV Sin(2- ) +17,,-cos(2- ). (7.12)

Lako je pokazati da medu komponentama naprezanja vrijede izrazi:

oy +0, =0y +0o, =konst., (7.13)
G, G, — Ty =0,-0,— 1Ty = konst. (7.14)

Gornji izrazi predstavljaju prvu 1, i drugu I, invarijantu tenzora naprezanja jer se ne
mijenjaju pri rotaciji koordinatnog sustava.

7.3. GLAVNA NAPREZAN]JA

Pri rotaciji koordinatnog sustava komponente tenzora naprezanja mijenjaju se kako je
prethodno opisano. Postoje osi duz kojih ¢e normalna naprezanja poprimati najvecu o, |

najmanju . vrijednost i ta se naprezanja nazivaju glavna naprezanja (slika 7.7.). Dogovorno

min
se naprezanje koje je algebarski vece oznacava sa o;, a 0no manje sa o,, tj. o, > o,. Uvjet za

ekstremnu vrijednost normalnog naprezanja &, glasi:

d5, _,.
de

Deriviranjem izraza (7.10) i izjednacavanjem s nulom te uz (7.12) dobije se:

do

X

de

- Gx;"* [-2-sin(2-9)]+27,,-cos(2-p) = 27, =0,
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Slika 7.7. Glavna naprezanja

Iz gornjeg izraza moze se zakljuciti da su posmicna naprezanja jednaka nuli u ravninama u
kojima djeluju glavna naprezanja.

Kut ¢, Sto ga pravci glavnih naprezanja (glavne osi) zatvaraju s osima x i ydobije se
rjeSavanjem trigonometrijske jednadzbe:

Tx

tan(2-¢y ) =—>——— (7.15)

(O'X—O'y)/zl

Jednadzba (7.15) daje dvije vrijednosti kuta koje se mogu oznaciti kao ¢ i ¢, a koje se
razlikuju za 7/2. Jedna vrijednost kuta daje poloZaj najveéeg naprezanja o, = o, a druga

polozaj minimalnog naprezanja o, =o,. UvrStavanjem vrijednosti kuta ¢; u izraz (7.10)

min
dobit ¢e se jedno od glavnih naprezanja, pa se na taj nacin odreduje je li pravac koji s osi x

zatvara kut ¢, glavna os 1 ili glavna os 2.

Glavna os 1 moze se odrediti uvazavajuci ¢injenicu da ta os s onom osi u smjeru koje djeluje
algebarski ve¢e normalno naprezanje zatvara kut manji od 45°.

Slika 7.8. Trokutni element na koji djeluje glavno naprezanje

Razmatranjem trokutnog elementa dobivenog prema (7.15) te prikazanoga na slici 7.8. mogu
se napisati sljede¢i izrazi:

2
O-X_O-y 2
C:\/[ 5 j +Txy!
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Uvrstavanjem gornjih izraza u (7.10) i (7.11) dobije se:

o, +O0 O

— O

o1, = X2 Y+ X2 L.cos(2- ¢y ) £7,, -SIN(2-095) s

o, +0 o, +0
01, =——2Ltc-cos’(2-¢)tc-sin?(2-¢y) = X2 Y +c,

te konacno slijede izrazi za glavna naprezanja:
o, +0 O, —O 2
Y y X y 2

2=, * ( 2 J + Ty (7.16)

7.4. NAJVECE POSMICNO NAPREZANJE

Najvece posmi¢no naprezanje, kao i ravnine u kojima ono djeluje, moze se odrediti analognim
postupkom kao pri odredivanju glavnih normalnih naprezanja. Uvjet da bi funkcija posmi¢nog
haprezanja z,, raunanog prema (7.12) imala ekstremnu vrijednost glasi:

dz,,

do

Deriviranjem izraza (7.12) i izjednacavanjem s nulom dobije se:

dz, o,—C .
d(;yz_ X2 L.cos(2:¢p)-2+1,,-[-sin(2-9)]-2=0,
odakle je uz (7.15):
o,— O o,—O 1
tan(2- :_Xy/ =__X y — _ )
an(2-¢) 2 /™ 2z,, tan(2- ;)

Dalje je tan2¢-tan 2¢, +1= 0, te se uz pomo¢ trigonometrijske relacije:

tan(2-¢p—2-¢,)=[tan(2-p)—tan(2-¢,) | /[1+tan(2-p)-tan(2-¢,)],
moze dobiti:

tan(2-p—2-¢,)=[tan(2-p)—tan(2-¢,)]/0 =0,
odnosno

2-9p—2-py=7/2,

o=y + 4. (7.17)

Izraz (7.17) pokazuje da normale na ravnine u kojima djeluje najvece posmic¢no naprezanje
zatvaraju s glavnim osima kut od 45°. 1znos najveéeg posmic¢nog naprezanja moze se dobiti
razmatranjem orijentiranog elementa kojemu su osi x i1 y ujedno i glavne osi (slika 7.9.a).

Prema (7.10) i (7.11) normalna naprezanja za osi pod kutom od 45° u odnosu na glavne osi
iznose:
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5, =179 91792 55900 =T 2 (7.18)

X 2 2 2
G, = 01202 _ 91792 cos90° = AT %2 (7.19)
a) b)
».2 »,2
g,

D o — =

l

Slika 7.9.: @) orijentirani element s glavnim naprezanjima, b) orijentirani element s maksimalnim
posmicnim naprezanjem i pripadnim normalnim naprezanjima

Dakle, u ravninama u kojima se javlja najveée posmi¢no naprezanje normalna naprezanja su
jednaka.

Najvece posmicno naprezanje je prema (7.12):

0170,

_ O, — O . °
Tmale'xyz——lz 2.5in90° = — >

Uz glavna naprezanja prema (7.16) dobije se:

O, —O.
|Tmax|= L 2
2

2 2
1 o, +0 o, —O o, +0O o, —O
|Tmax|=E- X2 y+\/( X2 yj +T)%y - X2 y+\/[ X2 yj +T>%y
O, —O 2
T = ( > Y] +72,. (7.20)

7.5. MOHROVA KRUZNICA NAPREZANJA

odnosno

Izrazi za transformaciju komponenata tenzora naprezanja mogu se prikazati grafi¢ki prema
prijedlogu koji je dao K. Culmann 1866., a usavrsio Otto Mohr 1895. godine. Odatle i naziv
Mohrova kruznica naprezanja.

Ako se izrazi za transformaciju komponenata tenzora naprezanja (7.10) i (7.12) kvadriraju pa
zatim zbroje, dobije se jednadzba:

o,+o 2 o,—0 2 2
(EX_ 2 y] +(%y) z( 2 yj ) (7.21)
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koja u koordinatnom sustavu &, , 7,, predstavlja jednadzbu kruznice kojoj su koordinate

srediSta S odredene izrazom:

s(—gx % ;oj | (7.22)

a polumjer izrazom:

Postupak crtanja Mohrove kruznice objasnit ¢e se na primjeru. Neka je zadan orijentirani
element prema slici 7.10.

JI
T,
B T,
o
4% A %’ .\
4_—

A\ J
Slika 7.10. Zadani orijentirani element
Posmi¢na naprezanja crtaju se s gornje strane ordinatne osi ako zakre¢u vanjsku normalu na

presjek u smjeru kazaljke na satu (slika 7.11.a), u suprotnom se nanose s donje strane ordinatne
osi, odakle se moze zakljuciti da se negativna posmi¢na naprezanja z,,, kao i pozitivna

posmi¢na naprezanja 7, , Nanose s gornje strane ordinatne osi (slika 7.11.b).

a) b)

TN _FC.U‘ +l—_w

yx:?

\Fq
Q

A

Slika 7.11. Pravilo o nanoSenju posmicnih naprezanja u Mohrovoj kruznici

U koordinatnom sustavu kod kojeg se na osi apscisa nanose normalna naprezanja, a na osi
ordinata posmic¢na naprezanja, crtaju se u odgovaraju¢em mjerilu tocke A i B s koordinatama

A(0y.7, ), B(0y.7y ), kako je pokazano na slici 7.12.a. Totke A i B nalaze se na promjeru

kruZnice i njihovim spajanjem dobije se duzZina AB. Taduzina sijece os apscisa u tocki S, koja
predstavlja srediSte Mohrove kruznice naprezanja. Vazno je odrediti i tocku P, koja se naziva
pol Mohrove kruZnice. Ta toc¢ka nalazi se na kruznici, a dobivena je kao sjeciSte pravca
povucenog kroz tocku A i paralelnog s osi x te pravca povuéenog kroz tocku B i paralelnog s
osi y (slika 7.12.b).
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—1'“. y +fl " a) '_1.,\'1 A +r| T b’
(o+a)/2
- -
B
A .
T'—.r.\- \\‘
Y NS
o i = (07 i - 0
\\ r\ r\l'
> Y Y
o, A
e E—
o, _

Slika 7.12.: a) crtanje tocaka A i B, b) crtanje Mohrove kruznice sa sredistem u S i promjerom AB

Da bi se grafickim postupkom dobile komponente tenzora naprezanja za koordinatni sustav koji
je zarotiran u odnosu na pocetni za proizvoljni kut ¢, tj. Komponente tenzora naprezanja &, ,
G, | 7,,, potrebno je iz pola P pod kutom ¢ povuci pravac X i na njega okomiti pravacy .
Pozitivan kut ¢ nanosi se u smjeru protivno smjeru kazaljke na satu.

a) by

Slika 7.13.: a) dobivanje komponenata tenzora naprezanja za zarotirani koordinatni sustav,
b) zarotirani orijentirani element s odgovarajuc¢im komponentama tenzora naprezanja

Ova dva pravca sijeku Mohrovu kruznicu u tockama C i D s koordinatama C(E ;?Xy),

D(Ey;?yx) (slika 7.13.a). Na slici 7.13.b prikazan je zarotirani orijentirani element s

pripadaju¢im komponentama tenzora naprezanja.

a) by
_T\'_\' A +T\ w

Slika 7.14.: a) dobivanje glavnih naprezanja, b) orijentirani element s glavnim naprezanjima

Mohrova kruZnica sije¢e os apscisa u tockama E i H s koordinatama E(o;,0), H(o,,0) (slika

7.14.a). Naslici 7.14.b prikazan je orijentirani element s glavnim naprezanjima.
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Toc¢ke M i N na Mohrovoj kruznici s koordinatama:

o,+0 ) o, +to
M( X2 y;_TmaleN[ X2 y;Tmax]

tocke SU S najve¢im posmic¢nim naprezanjem (Slika 7.15.a). Odgovarajuci orijentirani element
prikazan je naslici 7.15.b.

Slika 7.15.: &) najveée posmicno naprezanje, b) odgovarajuci orijentirani element
Primjer 7.1.
Orijentirani element s komponentama tenzora naprezanja prikazan je na slici 7.16.

Valja odrediti racunskim i grafickim postupkom: komponente tenzora naprezanjazaosi X i y
koje s osima x i Yy zatvaraju kut ¢ =70°; glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja;

najvece posmicno naprezanje s odgovaraju¢im komponentama normalnih naprezanja.

T

30

Y
Slika 7.16. Primjer 7.1.

Rjesenje:

Racunski postupak. 1z zadanoga orijentiranog elementa, vodeé¢i raCuna o predznacima

komponenata tenzora naprezanja na pozitivnim presjecima, mogu se zapisati vrijednosti
komponenata tenzora naprezanja:

o,=-20MPa, o,=40MPa, 7, =-30MPa.

Komponente tenzora naprezanja za zarotirane osi X i y uz zadani kut ¢ = 70" dobiju se prema
izrazima (7.10), (7.11) i (7.12):

_ —20+40 -20-40
= +

oy > -c0s140° +(—30)-sin140° =13, 70 MPa,
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— _—20+40 -20-40
o, = -
Y 2

-c0s140° —(—30)-sin140° = 6,30 MPa

_ _  —20-40
Tty ST T 5

N

-sin140° +(—30)-c0s140° = 42,26 MPa..

Pravci glavnih naprezanja, kao i sama glavna naprezanja, racunaju se prema (7.15) i (7.16):

(-30)

tan 2, = ) __
MNP = 20-20)/2

=1, 2¢, =45,
@, =22,5 (0s 2);

2
oy = —20+40 +\/(_202_ 40} +(~30)° =52,43 MPa,

2

2
o, = —20+40  |[—20-40 +(-30)° =—-32,43 MPa.
2 2 2

Iznos je najvecega tangencijalnog naprezanja prema (7.20):
2
= \/(%j +(-30)? = 42,43 MPa.

Ovo naprezanje pojavljuje se u ravninama ¢ije normale s osima x i y zatvaraju kut:

@ =q,+45 =22,5 +45 =67,5,
a pripadna su normalna naprezanja prema (7.18) i (7.19):

o, +0 —
G =G, =TT Xy _ 20440 _ 19 mpa.
2 2 2

Graficki postupak — Mohrova kruznica naprezanja. U koordinatnom sustavu o —z crtaju se u
odgovarajuéem mjerilu tocke A i B s koordinatama A(-20;-30), B(40;-30), kako je

pokazano na slici 7.17.a, uz napomenu da se negativna posmicna naprezanja z,, i pozitivna

posmicna naprezanja z,, nNanose s gornje strane ordinatne osi.

Xy

—T,, T, @) T T b

*, b \\\\L
b i = (7 | e

Slika 7.17. Primjer 7.1.: a) tocke A i B zadanoga orijentiranog elementa, b) Mohrova kruznica
zadanoga orijentiranog elementa
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Tocke A 1 B nalaze se na promjeru kruznice i njihovim spajanjem dobije se duzina AB. Ta
duzina sijeCe os apscisa u tocki S koja predstavlja srediSte Mohrove kruznice naprezanja. Pol
P je tocka na kruznici dobivena kao sjeciste pravca povucenoga kroz to¢ku A 1 paralelnoga s
osi x te pravca povucenoga kroz tocku B i paralelnoga s osi y (slika 7.17.b).

Komponente tenzora naprezanja za koordinatni sustav koji je zarotiran u odnosu na pocetni za

zadani kut ¢ =707, tj. komponente tenzora naprezanja &, , &, i 7,, dobiju se povlacenjem iz
pola P pravca X pod kutom ¢ = 70° prema horizontali, u suprotnom smjeru od smjera kazaljke
na satu, i na njega okomitog pravca y, takoder iz pola P. Ta dva pravca sijeku Mohrovu

kruznicu u tockama C i D ¢ije koordinate predstavljaju traZene komponente naprezanja &, , G,
i 7,,, kako je pokazano na slici 7.18.a. Na slici 7.18.b dan je zarotirani element s pripadnim
komponentama tenzora naprezanja.

a) b)

Slika 7.18. Primjer 7.1.: a) odredivanje komponenata tenzora naprezanja za zarotirane osi,
b) zarotirani orijentirani element s pripadnim komponentama tenzora naprezanja

Tocke E i H na Mohrovoj kruznici tocke su s koordinatama E(oy; 0), H(o,;0) . Pravac kroz

pol P i tocku E predstavlja glavnu os 1, a pravac kroz pol P i tocku H glavnu os 2.

Glavna os 1 zatvara s horizontalom kut ¢,, kako je pokazano na slici 7.19.a. Na slici 7.19.b
prikazan je orijentirani element s glavnim naprezanjima.

b)

Slika 7.19. Primjer 7.1.: a) odredivanje glavnih naprezanja, b) zarotirani orijentirani element
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Tocke M i N na Mohrovoj kruznici tocke Su s najveéim posmi¢nim naprezanjem. Pravci

povuceni iz pola P s glavnim osima 1 i 2 zatvaraju kut od 45° (slika 7.20.a). Orijentirani element
s najve¢im posmicnim naprezanjem i pripadnim komponentama normalnih naprezanja prikazan
je naslici 7.20.b.

b)

; —_—
'y
Slika 7.20. Primjer 7.1.: a) odredivanje najveéeg posmicnog naprezanja, b) zarotirani orijentirani
element s najve¢im posmicnim i pripadajucim normalnim naprezanjima

Primjer 7.2.

Na slici 7.21. prikazana je Mohrova kruznica koja odgovara nekom orijentiranom elementu.
Potrebno je is¢itati komponente tenzora naprezanja koje odgovaraju zadanim osima X i y.

Racunskim i grafickim postupkom odrediti komponente tenzora naprezanja za zarotirane osi X
I y koje s osima x i yzatvaraju kut ¢, glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja te

najvece posmic¢no naprezanje s pripadnim normalnim naprezanjima ako je zadano: ¢ =—40°.

T, ‘—i-rn.

Slika 7.21. Primjer 7.2.

Rjesenje:
Racunski postupak. Iz zadane Mohrove kruznice i$¢itavaju se vrijednosti Komponenata tenzora
nhaprezanja koje odgovaraju osima x i y: o, =20 MPa, o, =-30MPa i r,, =30 MPa.

Orijentirani element koji odgovara tim komponentama tenzora naprezanja dan je na slici 7.22.
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A

30

Slika 7.22. Primjer 7.2.: Orijentirani element koji odgovara zadanoj Mohrovoj kruznici

Komponente tenzora naprezanja za zarotirane osi X i y koje s osima x i y zatvaraju kut ¢
dobivene su prema (7.10), (7.11) i (7.12):
_ _20+(-30) 20-(-30)

o 5 -cos(—80)" +30-sin(—80)" =-30,20 MPa,

_ 20+(-30) 20-(-30)
o, = 2 -

-cos(—80)" —30-sin(—80)" = 20,20 MPa

T, = -sin(—80)" +30-cos(—80)" = 29,83 MPa.

20— (-30)
oIS

Pravci glavnih naprezanja, kao i sama glavna naprezanja, racunaju se prema (7.15) i (7.16):

30
20-(30)]2 "

tan 2¢, =

2, =50,19°, ¢, =25,1" (0s 1);

20+(-30) |(20—(-30)Y" _ ,
o=t > +30% =34,05 MPa,

2
>, = 20+g—30) _\/[ 20—(2—30)J +30% =—44,05 MPa.

Iznos je najveceg tangencijalnog naprezanja prema (7.20):

2
20—(-30
T :\/(+)j +30? =39,05 MPa.

Ovo naprezanje pojavljuje se u ravninama ¢ije normale s osima x i y zatvaraju kut:
@ =@y +45" =251 +45° =70,1°,
a pripadna normalna naprezanja prema (7.18) i (7.19) jesu:

o,+o, 20+(-30
EXZEyZGIZO_Z: X2 L = g ):—5MPa.

147



Graficki postupak — Mohrova kruznica naprezanja. Na zadanoj Mohrovoj kruznici odreden je
pol P kao sjeciSte paralele s osi x kroz tocku A i paralele s osi y kroz tocku B. Iz pola su

povucena dva pravca X i y pod kutom ¢ =—-40° prema osima x i y. Ta dva pravca sijeku
Mohrovu kruznicu u to¢kama C i D ¢ije koordinate su traZzene vrijednosti Komponenata tenzora
naprezanja za zarotirane osi (slika 7.23.a). Pripadaju¢i orijentirani element s komponentama
naprezanja dan je na slici 7.23.b.

—T, +1,, a) b,

Ly

—— o=-40°

Slika 7.23. Primjer 7.2.: a) odredivanje komponenata tenzora naprezanja za zarotirane osi,
b) zarotirani orijentirani element s pripadnim komponentama tenzora naprezanja

Tocke E i H na Mohrovoj kruznici to¢ke su s glavnim naprezanjima E(oy;0), H(o,;0).
Pravac kroz pol P i toc¢ku E predstavlja glavnu os 1, a pravac kroz pol P i to¢ku H glavnu os 2.
Glavna os 1 zatvara s horizontalom kut ¢,, kako je pokazano na slici 7.24.a. Na slici 7.24.b
prikazan je orijentirani element s glavnim naprezanjima.

Ty +7 : ﬂ) b_!

L

Slika 7.24. Primjer 7.2.: a) odredivanje glavnih naprezanja, b) zarotirani orijentirani element s
pripadnim glavnim naprezanjima

Tocke M 1 N na Mohrovoj kruznici tocke Su s najve¢im posmicnim naprezanjem. Pravci

povuceni iz pola P s glavnim osima 1 i 2 zatvaraju kut od 45° (slika 7.25.a).

Odgovarajuci orijentirani element prikazan je na slici 7.25.b.
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- T, a) b,

Slika 7.25. Primjer 7.2.: @) odredivanje najveéeg posmicnog naprezanja, b) zarotirani orijentirani
element s najvec¢im posmicnim i odgovarajuc¢im normalnim naprezanjima

Primjer 7.3.

Orijentirani element s komponentama tenzora naprezanja prikazan je na slici 7.26.

B 40

Slika 7.26. Primjer 7.3.

Valja odrediti racunskim i grafickim postupkom komponente tenzora naprezanja za osi koje s
osima x i y zatvaraju kut ¢ . Zadano je: ¢ =45".

Rjesenje:

Racunski postupak. Prema zadanom orijentiranom elementu komponente tenzora naprezanja
jesu:

o, =0MPa, o,=-50MPa i r, =40MPa.
Komponente tenzora naprezanja za zarotirane osi X i y uz zadani kut ¢ = 45" dobiju se prema
izrazima (7.10), (7.11) i (7.12):

_ 0+(-50) 0—(-50) . o
o, = + -c0s90° +40-sin90" =15 MPa ,

x 2 2
5, = 0+(2_50) _ 0_(2_50) .08 90° — 40-sin 90° = —65 MPa ,

0—-(-50
7., =T, =—¥~sin90°+40.c0390°=—25MPa.
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Graficki postupak — Mohrova kruznica naprezanja. U koordinatnom sustavu o —z crtaju se u
odgovaraju¢em mjerilu tocke A i B s koordinatama A(0; 40), B(-50; 40), kako je pokazano

na slici 7.27 .a.

Tocke A 1 B nalaze se na promjeru kruznice i njihovim spajanjem dobije se duzina AB. Ta
duzina sijece os apscisa u tocki S koja predstavlja srediSte Mohrove kruznice naprezanja.

Pol P je toc¢ka na kruznici dobivena kao sjeciste pravca povuéenoga kroz tocku A i paralelnoga
s osi x te pravca povucenoga kroz tocku B i paralelnoga s osi y (slika 7.27.b).

_rxjv A +Tyr a) _Tx;r \ +T)~x b)
40 '*
N\ \ S
N - TJ o
N 10
A%40

Slika 7.27. Primjer 7.3.: a) tocke A i B zadanoga orijentiranog elementa, b) Mohrova kruznica
zadanoga orijentiranog elementa

Komponente tenzora naprezanja za koordinatni sustav koji je zarotiran u odnosu na pocetni za

zadani kut ¢ = 45°, tj. komponente tenzora naprezanja &, , &, i 7,, dobiju se povlacenjem iz

pola P pravca X pod kutom ¢ = 45° prema horizontali, u suprotnom smjeru od smjera kazaljke
na satu, i na njega okomitog pravca y, takoder iz pola P. Ta dva pravca sijeku Mohrovu

kruznicu u to¢kama C i D €ije koordinate predstavljaju trazene komponente naprezanja &y , &,

i 7,,, kako je pokazano naslici 7.28.a.

Na slici 7.28.b dan je zarotirani element s pripadnim komponentama tenzora naprezanja.
a) b)

7

X

Slika 7.28. Primjer 7.3.: a) odredivanje komponenata tenzora naprezanja za zarotirane osi,
b) zarotirani orijentirani element s pripadnim komponentama tenzora naprezanja
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Zadatak 7.1. Orijentirani element s odgovaraju¢im komponentama tenzora naprezanja
prikazan je naslici Z.7.1.

ZADATCI ZA VJEZBU:

Valja odrediti racunskim i grafickim postupkom: komponente tenzora naprezanja za osi koje s
osima x i y zatvaraju kut ¢ ; glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja; najvece posmi¢no

naprezanje s odgovaraju¢im komponentama normalnih naprezanja.

Zadano je: ¢ =35".

. 35
471 AF
30

Slika Z.7.1. Zadatak 7.1.

Zadatak 7.2. Orijentirani element s odgovaraju¢im komponentama tenzora naprezanja
prikazan je naslici Z.7.2.

Valja odrediti racunskim i grafi¢kim postupkom: komponente tenzora naprezanja za osi koje s
osima x i y zatvaraju kut ¢ ; glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja; najvece posmi¢no

naprezanje s odgovaraju¢im komponentama normalnih naprezanja ako je zadano ¢ =-25°.

e
B -4
A
i | 68
‘_

Slika Z.7.2. Zadatak 7.2.

Zadatak 7.3. Orijentirani element s odgovaraju¢im komponentama tenzora naprezanja

prikazan je naslici Z.7.3.
o, / T, =7
B
4—} A 7

Slika Z.7.3. Zadatak 7.3.
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Valja odrediti racunskim postupkom: komponentu tenzora naprezanja r,, ako Su poznate

Xy
komponente o, i o, te komponenta &, za 0os X kojasosi x zatvara kut ¢.

Zadano je: o, =50 MPa, o, =-10 MPa, &, =9,019 MPa, ¢ =30°.

Zadatak 7.4. Na slici Z.7.4. prikazana je Mohrova kruznica koja odgovara nekom
orijentiranom elementu.

Potrebno je iS¢itati komponente tenzora naprezanja koje odgovaraju zadanim osima X i y;
ra¢unskim postupkom odrediti komponente tenzora naprezanja za zarotirane osi X 1 y koje s
osima x i y zatvaraju kut ¢ =—-45°, glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja te najvece
posmicno naprezanje s pripadnim normalnim naprezanjima.

Ty, 1T

Slika Z.7.4. Zadatak 7.4.
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8. TENZOR DEFORMACIJE

U prvom su poglavlju definirane duljinske deformacije ¢, i &, te kutna deformacija 7, , koja

se joS naziva inzenjerska kutna deformacija. Deformacija u nekoj tocki opterecenog tijela je,
kao i naprezanje, tenzorska velicina drugog reda.

Sve §to je u sedmom poglavlju navedeno za naprezanje kao tenzor drugog reda vrijedi i za
deformaciju. Na sli¢an nacin odreduju se komponente tenzora deformacije za zarotirane osi,
glavne deformacije, a za graficko odredivanje bilo komponenata deformacija za zarotirane osi
bilo glavnih deformacija rabi se Mohrova kruznica deformacije.

Stoga u ovom poglavlju navedeni izrazi nisu detaljno izvodeni, nego su napisani po analogiji s
tenzorom naprezanja.

8.1. MATRICA TENZORA DEFORMACIJE

Komponente tenzora deformacije mogu se prikazati pomoc¢u matrice tenzora deformacije, gdje
su dijagonalni ¢lanovi duljinske deformacije, a ostali ¢lanovi tenzorske kutne deformacije koje
su jednake polovici kutnih deformacija:

& Vyl2 Val2
gij: 7/yx/2 gy 7/yz/2 ' (81)
7zx/2 7/zy/2 &,

Matrica tenzora deformacije je simetri¢na matrica, tj. vrijedi:
Y =V Yox=Vxer Yoy =Py (8.2)

Za slucaj ravninskog stanja deformacije matrica tenzora deformacije ima oblik:

P A (8.3)

8.2. IZRAZIZA TRANSFORMACIJU KOMPONENATA TENZORA DEFORMACIJE

Orijentirani element prikazivat ¢e se kao sto je pokazano na slici 8.1. na kojoj su dane pozitivne
duljinske deformacije &, i ¢, (slika 8.1.a) te pozitivna kutna deformacija y,, (slika 8.1.b).

Pozitivne duljinske deformacije izazivaju povecanje duljina stranica orijentiranog elementa,
dok je kutna deformacija pozitivna ako u prvom kvadrantu pravi kut orijentiranog elementa
prelazi nakon optereéenja u Siljasti kut.

Pri rotaciji koordinatnog sustava za pozitivni kut ¢ dobiva se novi koordinatni sustav O X'y

za koji ¢e se komponente tenzora deformacije racunati prema izrazima:
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e te, &,—¢
EX: X2 y_|_ X2 ycos(2¢)+%.7/xy.5|n(2-¢))’ (8'4)
g te, &,—¢ 1 )
g, = X2 y X2 y-cos(2-go)—§-;/xy-S|n(2-(p), (8.5)
1 _ 1 _ Ey—&y . 1
PRL R X2 y-Sln(2-q))+z-yxy-cos(2-(p). (8.6)
a) b)

Y Y,

I

B
e, | | e

}

2
Slika 8.1.: a) pozitivne duljinske deformacije, b) pozitivna kutna deformacija

| ovdje vrijede izrazi:

+&,=¢&,+¢&, =konst., (8.7)

1_ Y 1Y
gy &y —(5-7)@,} =& &y —(E-}/Xy) = konst. (8.8)

koji predstavljaju prvu 1, idrugu I,, invarijantu tenzora deformacije.

8.3. GLAVNE DEFORMACIJE

Pri rotiranju koordinatnog sustava postoje osi za koje ¢e duljinske deformacije poprimati
najvecu i najmanju vrijednost. Te se 0si nazivaju glavne osi. Kut ¢, Sto ga pravci glavnih
deformacija zatvaraju s osima x i y dobije se rjeSavanjem trigonometrijske jednadzbe:

tan(2- ¢, ) =7/L/2 (8.9

(gx—gy)/Zl

RjeSenje jednadZbe (8.9) dvije su vrijednosti kuta koje se mogu oznaéiti kao ¢, i ¢, a koje se
razlikuju za z/2. Jedna vrijednost kuta daje pravac najvece deformacije ¢, =&, a druga

pravac najmanje deformacije ¢, =¢,.

Uvrstavanjem vrijednosti kuta ¢ u izraz (8.4) dobit ¢e se jedna od glavnih deformacija, pa se

na taj na¢in odreduje je li pravac koji s osi x zatvara kut ¢; glavna os 1 ili glavna os 2.

Glavne deformacije racunaju se prema izrazu:
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2 2
g, +& E, —& 1
_ ey [exTEy ) (L) 8.10
81,2 2 \/( 2 ] +(2 yxyj ( )

8.4. MOHROVA KRUZNICA DEFORMACIJE

Vrijednosti linijskih i tenzorske kutne deformacije za zarotirani koordinatni sustav mogu se
dobiti grafickim postupkom crtanjem Mohrove kruznice deformacije. Postupak crtanja
Mohrove kruznice deformacije istovjetan je crtanju Mohrove kruZnice naprezanja i objasnit ¢e
se uz pomo¢ orijentiranog elementa na slici 8.1.

U koordinatnom sustavu, kod kojeg se na osi apscisa nanose duljinske deformacije, a na osi
ordinata tenzorske kutne deformacije, crtaju se u odgovaraju¢em mjerilu tocke A i B s

koordinatama A(z,,7,,/2), B(z,.7,/2). kako je pokazano naslici 8.2.a, uz napomenu da se
negativna tenzorska kutna deformacija y,, /2 i pozitivna tenzorska kutna deformacija y,, /2

nanose s gornje strane ordinatne osi.

a b)
—Po/2 4 1.2 4 /2, 0.2 Y

(6482

Slika 8.2.: a) crtanje tocaka A i B, b) crtanje Mohrove kruznice sa srediStem u S i promjerom AB

Tocke A i B nalaze se na promjeru kruznice i njihovim spajanjem dobije se duzina AB. Ta
duzina sijeCe os apscisa u toc¢ki S koja predstavlja srediSte Mohrove kruznice deformacije. Pol
Mohrove kruznice je to¢ka P, koja se nalazi na kruznici, a dobivena je kao sjeciSte pravca
povucenoga kroz to¢ku A i paralelnoga S 0si X te pravca povucenoga kroz tocku B i
paralelnoga s osi y (slika 8.2.b).

Da bi se grafi¢kim postupkom dobile komponente tenzora deformacije za koordinatni sustav
koji je zarotiran u odnosu na pocetni za proizvoljni kut ¢, tj. komponente tenzora deformacije

Ey &y ;7Xy/2 , potrebno je iz pola P pod kutom ¢ povuci pravac X i na njega okomit pravac

y . Pozitivan kut ¢ nanosi se u smjeru protivno smjeru kazaljke na satu.

Ta dva pravca sijeku Mohrovu kruznicu u to¢kama C i D s koordinatama C(EX; Txy/ 2),
D(Ey;;7yx/2) (slika 8.3.a). Na slici 8.3.b prikazan je zarotirani orijentirani element s

pripadaju¢im komponentama tenzora deformacije.
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P2 Wﬁ“/ 2

=

_ A
P2

X >

A

Slika 8.3.: a) dobivanje komponenata tenzora naprezanja za zarotirani koordinatni sustav,
b) zarotirani orijentirani element s odgovarajuc¢im komponentama tenzora naprezanja

Mohrova kruznica sijece os apscisa u tockama E i H s koordinatama E(&,,0), H(&,,0) (slika

8.4.a). Orijentirani element s glavnim deformacijama prikazan je na slici 8.4.b.

—,/2 ‘+y),)/ 2

Slika 8.4.: a) dobivanje glavnih deformacija, b) orijentirani element s glavnim deformacijama

Primjer 8.1.

Orijentirani element s odgovaraju¢im komponentama tenzora deformacije prikazan je na slici
8.5. Valja odrediti racunskim i grafickim postupkom komponente tenzora deformacije za osi
X 1 y kojesosima x i y zatvaraju kut ¢, glavne deformacije i pravce glavnih deformacija.

Zadano je: £, =210, £, =310, %]/Xy —_1,25-10%, p=50".
a) b)
¥ yA

Slika 8.5. Primjer 8.1.
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RjeSenje:
Racunski postupak. Komponente tenzora deformacije za zarotirane osi X i y uz zadani kut
@ =50 dobiju se prema izrazima (8.4), (8.5) i (8.6):

-c08100° +(-1,25)-sin100° |-10™* = -0,3-107%,

(-2)+3 (-2)-3
X 2 +

(-2 —2)—
g, = ( ;+3—( 2) 3-cos100°—(—1,25)-sin100° 10 =1,3-107*,

%xy = {— (_22_3 -$in100° +(-1,25)- cos100°]1o-4 =2,7-107.

Glavne deformacije racunaju se prema (8.10):

g = (_22)+3+\/((_22)_3]2+(—1,25)2 10 =3310" ,

2

g, = (_2)+3—\/L(_zg_?’fq—l,zs)z 10 =-2,310" ,

a pravci glavnih deformacija prema (8.9):

~1,25-10"*
tan(2-¢,) = ’ =0,5,
an(2-) [(-2)-3]/2:10™
2-¢, = 26,56°,
p, =13,3".

Uvrstavanjem vrijednosti ¢, =13,3" u (8.4) dobije se:

& = {(_22) 3, (_22) 3 c0s25,57" + (—1,25)-sin 25, 57"}-104
7, =5,(133)=-2310" =4,

Sto znaci da glavna os 2 s osi X zatvara kut od ¢, =13,3°.

Graficki postupak — Mohrova kruznica deformacije. U koordinatnom sustavu ¢ — y/2 crtaju se

u odgovaraju¢em mjerilu tocke A i B s koordinatama A(—1-10’4;—1,25-1074),
B(3-10‘4;—1, 25-10‘4), kako je pokazano na slici 8.6.a, uz napomenu da se negativna

tenzorska kutna deformacija y,, /2 I pozitivna tenzorska kutna deformacija y,, /2 nanose s
gornje strane ordinatne osi.
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Tocke A i B nalaze se na promjeru kruznice i njihovim spajanjem dobije se duZina AB. Ta
duzina sijece os apscisa u tocki S koja predstavlja srediSte Mohrove kruznice naprezanja.

Pol P je toc¢ka na kruznici dobivena kao sjeciste pravca povuéenoga kroz tocku A i paralelnoga
s osi x te pravca povucenoga kroz tocku B i paralelnoga s osi y (slika 8.6.b).

x10" —/2 /2 % —J’x_,/Z‘ +y,/2 b)
A

Slika 8.6. Primjer 8.1.: a) tocke A i B zadanoga orijentiranog elementa, b) Mohrova kruZnica
zadanoga orijentiranog elementa

Komponente tenzora deformacije za zarotirani koordinatni sustav za zadani kut ¢ =50° u
odnosu na pocetni, tj. komponente tenzora deformacije &,, £, 1 7,, /2 , dobiju se povlacenjem

iz pola P pravca X pod kutom ¢ =50° prema horizontali, u suprotnom smjeru od smjera
kazaljke na satu, i na njega okomitog pravcay, takoder iz pola P.

Ta dva pravca sijeku Mohrovu kruznicu u tockama C i D ¢ije koordinate predstavljaju trazene
komponente tenzora deformacije ,, &, i ;7Xy/2, kako je pokazano na slici 8.7.a.

Pripadni orijentirani element dan je na slici 8.7.b.

3 —

?y,\/ 2

7./2

-

Slika 8.7. Primjer 8.1.: a) odredivanje komponenata tenzora deformacije za zarotirane osi,
b) zarotirani orijentirani element s pripadnim komponentama tenzora deformacije
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Tocke E i H na Mohrovoj kruznici tocke su s koordinatama E(;; 0), H(e,; 0). Pravac kroz
pol P i tocku E predstavlja glavnu os 1, a pravac kroz pol P i tocku H glavnu os 2.
Glavna os 2 zatvara s horizontalom kut ¢,, kako je pokazano na slici 8.8.a. Na slici 8.8.b

prikazan je orijentirani element s glavnim deformacijama.

al b)

P S22
A

Slika 8.8. Primjer 8.1.: a) odredivanje glavnih deformacija, b) orijentirani element s pripadnim
glavnim deformacijama

Primjer 8.2.

Uz pomo¢ tenzometarskih traka (rozeta 0° —60° —120°) izmjerene su tri duljinske deformacije
za ravninsko stanje deformacije u nekoj tocki optereéenog tijela (slika 8.9.). Valja odrediti
raéunskim postupkom komponente tenzora deformacije za osi X i y koje s osima x i y

zatvaraju kut ¢, glavne deformacije i pravce glavnih deformacija.

Zadano je: &, =4-107%, g, =-3-10", ¢, =2-10", p=20".

)
C& % b
) | &
\ 60°
600 a _

Slika 8.9. Primjer 8.2.
Rjesenje:
Prvo treba odrediti komponente tenzora deformacije za koordinatni sustav Oxy . Duljinska

deformacija &, je zadana i iznosi &, =&, = 4-107*, dok linijsku deformaciju &, i tenzorsku

kutnu deformaciju y,, /2 treba odrediti.

UvrStavanjem kutova ¢ =60° i ¢ =120° u izraz (8.4) dobije se:
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g, +e& —&
gbz_X(GO"): 2 a2 y-coleO"+%-7/Xy-sin120°,

E, +& E,— &
=2 + a2 y-005240"+%-;/Xy-sin240°.

Oduzimanjem gornjih jednadzbi, uz cos120° =—1/2, c0s240° =—1/2, sin120° =~/3/2,
sin 240° = —/3/2, moZe se dobiti:

& — & =~3/2y,,, odakle je

Y2y, =(8—2.)/N3. (8.11)
Zbrajanjem gornjih jednadzbi dobije se:

Ept& =& T8y —(8a —gy)/Z,
odakle je nakon sredivanja:

2-(e,+&.)—¢a
y = 3 !
Prema (8.11) i (8.12) jest:

Y2y, =[(-3)-2]/~/3-10* =-2,89-10*,

2:[(-3)+2]-4
gy = 3

&

(8.12)

1074 =-2.107.

Komponente tenzora deformacije za osi X1 y koje s osima x i y zatvaraju kut ¢ =20°,
dobivene prema (8.4), (8.5) i (8.6), iznose:

& = 4+(_2)+4_(_2)-cos40°+(—2,89)-sin40° 107 =1,4-107",
x 2 2

z, = 4+(_2)—4_(_2)-cos40°—(—2,89)-sin40° 107 =0,56-107,
Y2 2 |

%ﬂy = {— 4_(2_2) -sin 40° +(—2,89)- cos 40"]10—4 =-4,1-10".

Glavne deformacije, izraCunane prema (8.10), jesu:

& = 4+(_2)+\/[4_(2_2)T+(—2,89)2 10 =5,2.10" ,

2

2

& = 4+(_2)—\/(4_(2_2)T+(—2,89)2 107 =-3,2.107* ,
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a pravci su glavnih deformacija prema (8.9):

-2,89-107*
tan (2- ¢, ) = ’ =-0,96333,
an(2:) [4-(-2)]/2-10™
2., =—43,93,
@, =—21,97".

Uvrstavanjem vrijednosti ¢, =—21,97° u (8.4) dobije se:

& = {“ g—z) + 4_2_2) -cos (—43,93°) +(-2,89)-sin (43, 930)} 107,

7, =5 (-21,97")=5,2.10" = 4,
Sto znaci da glavna os 1 s osi X zatvara kut od ¢, =—-21,97°.

Primjer 8.3.

KoriStenjem tenzometarskih traka (rozeta 0° —45° —90°) izmjerene su tri duljinske deformacije
za ravninsko stanje deformacije u nekoj tocki opterecenog tijela (slika 8.10.).

Valja odrediti racunskim postupkom komponente tenzora deformacije za osi X1 y Kkoje s
osima x i y zatvaraju kut ¢, glavne deformacije i pravce glavnih deformacija.
Zadano je: &, =—1-10", g, =5-10", ¢, =-2-10"*, p=—20".

Y

C
%/
450

45
Y

a

]

Slika 8.10. Primjer 8.3.
RjeSenje:
Duljinske deformacije &, i &, koje se odnose na koordinatni sustav OXy , zadane su i iznose:

£ =¢6,=-110", &, =g =-2-10"",

dok tenzorsku kutnu deformaciju 7, /2 treba odrediti.

Uvrstavanjem kuta ¢ = 45° u izraz (8.4) dobije se:

., 1 cane Eate. 1
¢.cos90 +§-7/Xy-sm90 :%JFE'?/XW

— (A EatEc  E4—E
gb:gx(45): a_<¢., 4
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odakle je

R i K EEARLESC

Komponente tenzora deformacije za osi X i y koje s osima x i y zatvaraju kut ¢ =—-20°,
dobivene prema (8.4), (8.5) i (8.6), iznose:

z, = {(_1)2(_2) + (_1);(_2) ~cos(—40°)+ 6,5-sin (—40")} 1074,

X

g, =-5,3-10"

g, = [(_1)2(_2) - (_1);(_2) -cos(—40°)—6,5-sin (—40")} 1074,

£,=2310"

N[~

Ty = {_%.sin (—407)+ 6,5.cos(—40°)} 10 =5,3-10"*.

Glavne deformacije, izraCunane prema (8.10), jesu:

81[(1>+<2>+ J((ﬂ(z)}iﬁsz},m‘l5,0_104 |
2 2

. [(1)+<z)_ J[(l)(z)fw,g,z]w o0t
2 2

a pravci su glavnih deformacija prema (8.9):

6,5-107*

B (T =T

2-¢, =85,6",
0, =42,8°.

Uvrstavanjem vrijednosti ¢, = 42,8" u (8.4) dobije se:

z = {(_l)“L(_Z) +(ED-(2) oses.6 +6.5-sin 85,6(1-104,
2

X 2

Ex

z,(42.8)=50-10" =4,

Sto znaci da glavna os 1 s osi X zatvara kut od ¢, =42,8°.
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zapatcizaviezeu: [

Zadatak 8.1. Orijentirani element s odgovaraju¢im komponentama tenzora deformacije
prikazan je naslici Z.8.1.

Valja odrediti racunskim i grafickim postupkom komponente tenzora deformacije za osi koje s
osima x i y zatvaraju kut ¢, glavne duljinske deformacije i pravce glavnih deformacija.

Zadano je: ¢, =0, g, =0, %m =2.10"*, p=70".

Slika Z.8.1. Zadatak 8.1.

Zadatak 8.2. Uz pomo¢ tenzometarskih traka (rozeta 0°—60°—120°) izmjerene su tri

duljinske deformacije za ravninsko stanje deformacije u nekoj tocki opterecenog tijela (slika
2.8.2)).

Valja odrediti racunskim postupkom komponente tenzora deformacije za osi Xi y Kkoje s
osima x i y zatvaraju kut ¢, glavne deformacije i pravce glavnih deformacija.

Zadano je: &, =—3-107", g, =5-10", ¢, =1-107*, ¢ =20".

A
C
<60°
0%/600 "

Slika Z.8.2. Zadatak 8.2.

Zadatak 8.3. KoriStenjem tenzometarskih traka (rozeta 0°—45°—90°) izmjerene su tri

duljinske deformacije za ravninsko stanje deformacije u nekoj tocki opterecenog tijela (slika
Z.8.3)).

Valja odrediti racunskim postupkom komponente tenzora deformacije za osi Xi y koje s
osima x i y zatvaraju kut ¢, glavne deformacije i pravce glavnih deformacija.
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Zadano je: g, =2-107*, g, =-3-10"%, 5, =410, p=-35°.

Slika Z.8.3. Zadatak 8.3.
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9. MEDUSOBNA OVISNOST
NAPREZANJA I DEFORMACIJA

U prethodnim poglavljima dane su matrica tenzora deformacije i matrica tenzora naprezanja
prema izrazima (7.1) i (8.1):

Oy Ty Tx Ex 7/xy/2 Vxz /2
Oij =Ty Oy Ty |v &= 7/y></2 &y 7/y2/2 .
T Ty O3 e zx/ 2y 2y / 2 &;

Izmedu komponenata tenzora naprezanja i komponenata tenzora deformacije moze se
uspostaviti ovisnost, slicno kako je to u prvom poglavlju, izrazima (1.6) i (1.9), opisano za
slu¢aj jednoosnog stanja naprezanja:

o,=E-¢,, 1=G.y.

Veca naprezanja izazivat ¢e 1 ve€e deformacije, a na velic¢inu deformacija utjecat ¢e 1 materijal
od kojeg je deformabilno tijelo izradeno. Utjecaj materijala iskazan je konstantama elasti¢nosti
E, v i G koje su, kako je ve¢ spomenuto u prvom poglavlju, nazvane Youngeov modul
elasti¢nosti, Poissonov koeficijent i modul smicanja.

Veza izmedu komponenata tenzora deformacije i komponenata tenzora naprezanja moze se
dobiti razmatranjem diferencijalno malog elementa oblika kocke, izrezanoga iz opterec¢enog
tijela, a na koji djeluje svih devet komponenata tenzora naprezanja (slika 9.1.).

Slika 9.1. Elementarni dio opterecenog deformabilnog tijela sa svim komponentama tenzora
naprezanja

Primijenit ¢e se metoda superpozicije, tj. promatrat ¢e se nastale deformacije djelovanjem svake
komponente tenzora naprezanja posebno, kako je to prikazano na slikama 9.2.1 9.3.

Ako na elementarni dio djeluje samo komponenta normalnog naprezanja o, (slika 9.2.a),
uzimajuéi u obzir (1.6) i (1.8), nastaju samo duljinske deformacije kako slijedi:

ey=0y/E, &/ =-v-0,/E, & =-v-0,/E.

Djelovanjem komponente normalnog naprezanja o, (slika 9.2.b) nastaju duljinske

y
deformacije:
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eg=-v-o,/E, &=0,/E, &=-v-o,/E,

a djelovanjem komponente normalnog naprezanja o, (slika 9.2.c) duljinske deformacije:

(= /E. ej=-viou/E. &=0,[E.

&

b) c)

a,

Slika 9.2. Opterecenje elementarnog dijela deformabilnog tijela normalnom komponentom naprezanja
u smjeru: a) osi x, b) osiy, c) osi z

Pri djelovanju na elementarni dio deformabilnog tijela posmi¢ne komponente tenzora
naprezanja z,, (slika 9.3.a) nastaju kutne deformacije prema (1.9):

7>’(y:2-xy/G’ 7),(220' 7/;1220;

djelovanjem posmi¢ne komponente tenzora naprezanja 7,, (slika 9.3.b) javljaju se kutne

deformacije:
]/)’('y:O, 7/;('z=7xz/G' 7/;5220;
Ya a) b) cs
2z,

Slika 9.3. Opterecenje elementarnog dijela deformabilnog tijela posmicnom komponentom
naprezanja: a) u ravnini Oxy, b) u ravnini Oxz, ¢) u ravnini Oyz

zbog djelovanja posmi¢ne komponente tenzora naprezanja z,, (slika 9.3.c) javljaju se kutne

deformacije:
7h=0, 7%=0, rp=1,/G.

Pri istovremenom djelovanju svih komponenata tenzora naprezanja nastale komponente tenzora
deformacije jesu:
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o n " N " o 4 "
Ex =&yt éEte, &,=¢&,+& +& &, =& tE,+&;,

14
y !

m m "

’ " At " o "
7xy=7xy+7xy+7xy' Ve =Vxe TV T 7% s yyz_yyz+7/yz+7/yz’

odnosno
GX—V(O'y+GZ) Ty
& = E ' 7/xy_G'
_oy—v(ox+0o,) _Tx (9.1)
- |
o, —V(O'X +ay) Ty,
“TTE TG

Izrazi (9.1), u kojima su komponente tenzora deformacije izrazene preko komponenata tenzora
naprezanja, predstavljaju Hookeov zakon za prostorno (troosno) stanje naprezanja.

Isti zakon mozZe se prikazati u obliku u kojem su komponente tenzora naprezanja dane preko
komponenata tenzora deformacije:

E v
Oy (8X+1—2'V'®j’ z-Xy:G'yny
1%

ayz—-(8y+l_2.v~®], T, =G 7y, 9.2)

E 1%
’ :1+V(£Z+1—2-v'®j’ 7y =G 7y

U izrazima (9.2) ® obujamna deformacija definirana je izrazom:

O=¢, te, +¢&,. (9.3

9.1. MEDUSOBNA OVISNOST KONSTANTA ELASTICNOSTI

U prvom poglavlju naveden je izraz (1.10 ) koji povezuje konstante elasti¢nosti materijala E,
v i G, akojiglasi:

3 E
_2-(1+v)'

Ovdje ¢e se dokazati valjanost tog izraza. Na slici 9.4.a prikazan je orijentirani element na koji
djeluju samo posmiéna naprezanja. Za element na slici 9.4.a vrijedi:

Vxy =rxy/G . & =¢&,=0.
Glavne deformacije su prema (8.10) uz (9.1), Sto je prikazano na slici 9.4.c:

1 Txy 1 Txy

236 2T a6

(9.4)

81:

Za zadani element vrijedi o, =7, i o, = -7, (slika 9.4.b).
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y_wf 2

Slika 9.4. Elementi s ekvivalentnim naprezanjem: a) cisto smicanje, b) element s istovremenim
sabijanjem i rastezanjem u okomitim presjecima, ¢) Mohrova kruZnica za oba elementa

Prema jednadzbama Hookeova zakona za dvoosno stanje naprezanja (9.1) vrijedi:

o,-V-Oo o,—V-O.
g =21 2, g,=22 1
E E
Sto nakon sredivanja daje:
l+v 1+v
(91 :?'Txy y (92 :_?'Txy. (95)

Usporedbom izraza (9.4) s izrazom (9.5) moze se dobiti:
_E
2-(1+v)’
Sto je u prvom poglavlju oznaceno kao izraz (1.10).

Na slici 9.5. prikazan je element podvrgnut hidrostatickom pritisku P sa svih strana.

Slika 9.5. Element podvrgnut hidrostatickom tlaku

Pri takvu opterecenju dolazi do promjene obujma, a obujamna deformacija proporcionalna je
tlaku i iznosi:

o=-F (9.6)

gdje je K obujamni modul elasti¢nosti. Za promatrani je element:

O-X:O-y:O-Z:_p’

te se uvrStavanjem u prvi izraz (9.1) dobije:

_p_V.(_p—p) —
.= = 2?-(1—2-V)=8y=82.

&€
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Uvrstavanjem ovih vrijednosti u (9.3) obujamna deformacija moZe se izraziti kao

3:-(1-2-v
0= pH=2)

te usporedivanjem dobivenog izraza s izrazom (9.6) slijedi izraz za obujamni modul
elasti¢nosti:

E
Ks—u—. 9.7
3-(1— 2'1/) ®:1
Za vrijednost v =0,5 obujamni modul elasti¢nosti postaje beskona¢no velik. To bi znaéilo da
za materijale s v =0,5 ne dolazi do promjene obujma bez obzira na veli¢inu naprezanja, $to se
protivi realnom razmisljanju. S druge strane, kada bi bilo v > 0,5, K bi postao negativan, te

bi pri tlaénom naprezanju obujam rastao, $to je takoder protivno logi¢nom razmisljanju i
fizikalno neprihvatljivo. 1z navedenog razmatranja moze se zakljuciti da mora biti v <0,5, Sto

potvrduju i brojna mjerenja.

9.2. HOOKEOV ZAKON ZA RAVNINSKO STANJE NAPREZAN]JA

Ravninsko stanje naprezanja javlja se tada kada su neke komponente tenzora naprezanja
jednake nuli, npr. o, =7,, =7, =0. Uvrstavanjem ovih vrijednosti u (9.1) dobije se Hookeov

zakon za ravninsko stanje naprezanja:

_o,—Vv-o, oy B Ty
BTTE T AT e 9
Izraz (9.2) nakon sredivanja u tom slucaju postaje:
E
7 :1—1/2 -(gx +V'€Y)’ Ty :1—1/2 -(gy +V'€X)’ Ty =G 7y (©.9)

Primjer 9.1.

Ravninsko stanje naprezanja zadano je komponentama tenzora naprezanja: o, =—-25MPa,
o, =55 MPa, 7, =-35MPa. Valja odrediti deformacije za osi X i y koje s osima x i y
zatvaraju kut ¢ =40, glavne deformacije i pravce glavnih deformacija. Zadano je:
E=210GPa, v=0,3.

Rjesenje:

Komponente tenzora naprezanja za osi X i y dobivene prema izrazima (7.10), (7.11) i (7.12)
glase:

&y = (_25;+55 ) e e (—35)-sin80° = -26,41 MPa,
G, = (_25g+55 _(529)55 o0 —(-35)-sin80° = 56,41 MPa,
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., = —M-sin 80° +(—35)-c0s80° =33,31 MPa.
Xy 2

Glavna su naprezanja prema (7.16):

oy = (_25§+55 +\/{(_25;_55T +(~35)* =68,15 MPa

o, = (_25;+55 —\/{(_25;_55}2 +(-35)* =-38,15MPa,

a pravci glavnih naprezanja prema (7.15):

__ (35
tan(2-¢,) = [(<25)-55] 2 =0,875,

2-¢,=4119", ¢,=20,6" (glavnaos 2).

Prema izrazima (8.3) mogu se dobiti linijske komponente tenzora deformacije za osi X i y:

z Oy —V-Gy _ -26,41-0,3-56,41 — 20610,
E 210-10°

_ &,-v-3, 56,41-0,3-(-26,41) 2 06.10-

E. = = =9, ° ]
y E 210-10°

te uz
G=E/[2-(1+v)]=210/[ 2-(1+0,3)| =80,77 GPa,

tehnicka kutna deformacija i njena tenzorska komponenta iznose:

1

yo=ty o 3331 44590, E_Xy=2,06~10_4.

797G T80,77.10°
Glavne deformacije jesu:

o,~v-o, _6815-0,3-(-38,15)

& = - =3,79-107,
E 210-10

g, =027V 0 _ —38,15—0,3-368,15 27910,
E 210-10

a za izotropne materijale pravci glavnih deformacija poklapaju se s pravcima glavnih
naprezanja.

Primjer 9.2.

Ravninsko stanje naprezanja zadano je linijskim deformacijama dobivenima uz pomo¢ mjernih
tenzometara (slika 9.5.).

Valja odrediti naprezanja za osi x i y, glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja. Zadano
je: £,=6-10", g, =—4-10", ¢, =5-10", E=210GPa, v=0,3.
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Slika 9.6. Primjer 9.2.

RjeSenje:

Kako je objasnjeno u osmom poglavlju, linijska deformacija ¢, je zadana i iznosi

&, =&, =—6-10"*, dok linijsku deformaciju &,

odrediti prema izrazima (8.12) i (8.11):

2'(€b +‘9c)_‘9a _ 2.[(_4)+5:|_(_6) 1074 =2,67-107",

g =
y 3 3

Y2y, =(& —¢.)/v3=[(-4)-5]/V/3-10* =-5,20-10"*.

Glavne deformacije ra¢unaju se prema (8.10):

2
g = (—6)+2’67+\/((_6);2’67j +(-5,2)" [-10 =5,1.10,

2

2 2

5y —| (Z8)+2.67 —\/L(_(S)_ 257 T +(-5,2)? |10 =-8,4.107,

a pravci glavnih deformacija prema (8.9):

-5,20-107*

)= [(-6)-2,67]/2-10™*

=1,19954,

tan(z-%

2-¢,=50,18", ¢,=25,09" (glavnaos?2).
Komponente tenzora naprezanja za osi x i y dobiju se prema (9.9) uz

G=E/[2-(1+v)]=210/[ 2-(1+0,3)] =80,77 GPa,

i tenzorsku kutnu deformaciju y,, /2 treba

E 210-10° -
0'X=1_V2-(5X+v- £,)= 0.3 :[(-6)+0,3-2,67]-10* =—-120,0 MPa,
oy :1—Ev2 -(8y+V-6‘ )— 210-10° [2 67+0,3( ] 10 =20,1MPa,

7,y =Gy, =80,77-10° -(—10,4)-10—4 =-84,0 MPa.

Glavna naprezanja jesu:
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210-10°

0r= (& +v-5y)= 0.8 [5,1+0,3-(-8,4) |-10* =59,5 MPa,
E 210-10° i}
=1 (& +v-51)=m-[(—8,4)+0,3-5,1]~10 4 =_158,5 MPa.

Pravci glavnih naprezanja poklapaju se s pravcima glavnih deformacija.

Primjer 9.3.

U zatvorenoj cilindri¢noj posudi polumjera r i debljine stijenke t vlada pretlak p .

Valja odrediti normalna naprezanja u uzduznom i cirkularnom smjeru o, i o, te povecanje
polumjera Ar (slika 9.6.).

Zadano je: r =400 mm, t=12mm, p=5MPa, E=210GPa, v=0,3.

Slika 9.6. Primjer 9.3.
Rjesenje:
U svrhu odredivanja normalnog naprezanja o, napravljen je presjek cilindricne posude

popre¢nom ravninom (slika 9.7.a).
b)

Slika 9.7. Primjer 9.3.: a) odsjeceni dio posude lijevo od presjeka, b) dio posude isjecen pomocu dviju
poprecnih ravnina i jedne horizontalne ravnine kroz os posude

Uvjet ravnoteZe glasi:
ZFX =0: 2-r-z-to,—p-ri-z=0,

odakle se dobije izraz za normalno naprezanje u uzduznom smjeru o, :
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o, =% (9.10)

Uvjet ravnoteze za dio posude prikazan na slici 9.7.b glasi:
> F,=0: 2-Ax-t-c,—p-2-1-Ax=0,

odakle slijedi izraz za normalno naprezanje u cirkularnom smjeru o, :

o =T (9.11)

7t
Normalno naprezanje u cirkularnom smjeru dva puta je veée od normalnog naprezanja u

uzduznom smjeru, tj. o, =2-0o,.

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti u izraze (9.10) i (9.11) dobiju se trazena naprezanja:

o =BT _ 2400 g3 33 Mpa,
2t 212

o, =P _ 3400 46 66 MPa.
t 12

Duljinska deformacija u cirkularnom smjeru £, iZnosi:

2-(r+Ar)-7r—2-r-7r Ar
g(ﬂ: =—,
2-r-mw r

gdje je 2-(r+Ar)-z opseg posude nakon deformiranja, a 2-r-z opseg posude prije
deformiranja. U plastu posude vlada priblizno ravninsko stanje naprezanja jer je naprezanje o,
zanemarivo maleno u odnosu na o, i o,. Na vanjskoj strani plasta je o, =0, a na unutarnjoj
o, =—p.

Hookeov zakon u tom je slucaju izrazen jednadzbom:

o,V 0y
E,=—,
? E

odnosno uz (9.10) i (9.11) izrazom:

p-r-(2-v) Ar
§,=—F—>=—,
7 2-t-E r
pa je
2

Za zadane vrijednosti jest:

5.400%-(2-0,3
Ar = ( 3):0,27mm.
2.12-210-10
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zapatcizaviezeu: [

Zadatak 9.1.

Za ravninsko stanje naprezanja zadano komponentama tenzora naprezanja o, , o, i z,, valja
odrediti deformacije za osi X i y koje s osima x i y zatvaraju kut ¢, glavne deformacije i
pravce glavnih deformacija.

Zadano je: o, =60 MPa, o, =0MPa, 7,, =40 MPa, ¢=-20", E=200GPa, v=0,3.

Zadatak 9.2.

Ravninsko stanje naprezanja zadano je linijskim deformacijama ¢,, &, i &, dobivenima uz
pomo¢ mjernih tenzometara (slika Z2.9.2.).

Valja odrediti naprezanja za osi x i y, glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja. Zadano
je: ,=710", g =-4-10", ¢, =310, E=210GPa, v=0,3.

AN — e

Slika Z.9.2. Zadatak 9.2.

9.3. HOOKEOV ZAKON ZA RAVNINSKO STANJE DEFORMACIJE

Ako su sve komponente deformacije koje pripadaju jednoj ravnini, npr. ravnini Oxy, razlicite
od nule, a ostale jednake nuli, tj. ako su ¢, =y,, =y,, =0, radi se o ravninskom stanju

deformacije. Izrazi (8.1) prelaze u izraze:

o —V(O' +0') o,—v(ox+0,) T
SX: X Ey Z, 5y: y Ex z’ 7Xy=€y (913)

dok je o, =v-(o, +0, ). Uvrstavanjem ove vrijednosti za &, u (9.13) te nakon sredivanja

mogu su dobiti izrazi:

1-1? 1% 1-v? 1%
gX: E . O-X _1—.Uy , gy: E . O—y_l_.o-x
-V I : (9.14)
_
yxy - G

Ako se uvedu oznake
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*:152, V=Y G -6 (9.15)
-V

E =
1-v

i uvrste u (9.14), nakon sredivanja dobivaju se izrazi analogni izrazima (9.8):

TV Gy Y O =Dy (9.16)

gx = E* 1 gy— E* ’ 7/Xy G*)

koji predstavljaju Hookeov zakon za ravninsko stanje deformacije. Hookeov zakon za
ravninsko stanje deformacije, analogno izrazima (9.9), moze se dati i izrazima u kojima su
komponente tenzora naprezanja izrazene preko komponenata tenzora deformacije:

1-(v") (9.17)
Ty =G*-7Xy.

Primjer 9.4.

Ravninsko stanje deformacije zadano je komponentama tenzora naprezanja o, , o, i 7,y .

Valja odrediti deformacije za osi X i y koje s osima x i y zatvaraju kut ¢, glavne
deformacije i pravce glavnih deformacija.

Zadano je: o, =35MPa, o, =-70MPa, 7,, =65MPa, ¢=50", E=210GPa, v=0,3.
RjeSenje:

Budu¢i da je zadano ravninsko stanje deformacije, prvo se racunaju vrijednosti fiktivnih
konstanta elasti¢nosti prema (9.15):

x E 210

E'=—y= ~=230,77 GPa,
1-v2  1-0,3
v*=£=0,429i
1-0,3
=& 210 gy 77Gpa.
2-(1+v) 2,6

Komponente tenzora naprezanja za osi X i y dobivene prema izrazima (7.10), (7.11) i (7.12)
glase:

5 35+(2—7o) ,35-(=70)
_ 35+4(-70) 35-(-70)
G, = > -

35—-(-70
= —%-sinlOO" +65-c0s100° =—-62,99 MPa.

-c0s100° + 65-sin100° = 37,40 MPa,

-c0s100° —65-sin100° = -72,40 MPa,

Txy

Glavna su naprezanja prema (7.16):
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12
0y = 35+(2_70) +\/{35_(_7O) +652 = 66,05 MPa,

2

T2
o, = 35+(=70) —\/{35_(_70) +65%2 =-101,05 MPa,

a pravci glavnih naprezanja prema (7.15):

tan 2¢, = =1,2381,

65
[35-(-70) 2
2¢, =51,07°, ¢, = 25,5 (glavna os 1).

Prema izrazima (9.16) mogu se dobiti komponente tenzora deformacije zaosi X i y:

G-V -G, 37,40-0,429-(~72,40)

g = . . =2,97-107",
230,77-10

_ &,-v &, (-72,40)-0,429-37,40 i

gy = = = 3 - _3, 83’10 y
E 230,77-10

iyxy Zi.ﬂzi.ﬂ=_3,90.10—4,

2 2 G 2 80,77-10

Glavne deformacije jesu:
. 66,05-0,429-(-101,05

81=O-1 V* 02: ( - ):4'74.1074’
E 230,77-10

¢, = o, —v* Oy _ —101,05-0,429-66,05 _ 561104,

E 230,77-10°

a za izotropne materijale pravci glavnih deformacija poklapaju se s pravcima glavnih
naprezanja.

Primjer 9.5.

Ravninsko stanje deformacije zadano je linijskim deformacijama dobivenima uz pomo¢
mjernih tenzometara (slika 9.8.).

Slika 9.8. Primjer 9.5.

Valja odrediti naprezanja za osi x i y, glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja.
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Zadano je: &, =—6-10", g =—4-10", ¢, =5-10", E=210GPa, v=0,3.

RjeSenje:

Prema slici 9.8. ocito je da su linijske deformacije ¢, i &, zadane i iznose:
£ =6,=—6-10", g, =g, =510".

Tenzorsku kutnu deformaciju z,, /2 treba odrediti prema izrazu (8.12):

Y2y, =& -2t erg° {(—4)——(_6?5}-10‘4 —_3,5.10%.

Glavne deformacije raunaju se prema (8.10):

£ = (_6)+5+\/((_6)_5}:(—3,5)2 107 =6,02-10°%,

2 2

2

&= (_6)+5—\/((_62)_5J2+(—3,5)2 107 =-7,02-107,

a pravci glavnih deformacija prema (8.9):
-3,5-10™*

(®)5)210°

20, =32,47°, ¢,=16,24" (glavna os 2).

tan 2¢, = =0,63636,

Kako se radi o ravninskom stanju deformacije, treba racunati fiktivne konstante elasti¢nosti
koje iznose:

E = E2= 2102:230,77GPa,
1-v? 1-0,3
v*:£:0,429 i
1-0,3
G =G= E :210:80,776Pa.
2-(1+v) 2,6

Komponente tenzora naprezanja za osi x i y dobiju se prema (9.17):

=S RS IO & a0
Gx_l—(v*)z [Ex +v SyJ— 1_0,4292 [( 6)+O,429 5:| 1074,
o, =-109,0 MPa
Gy_l—(V*)Z |:€y+V Sx]— 1_0,4292 [5+0,429 ( 6)] 1074,
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o, =68,6 MPa
7,y =Gy, =80,77-10°-(~7)-10* = -56,5 MPa.
Glavna naprezanja jesu:

E * 230,77-10°
{ ey

6,02+0,429-(-7,02) |-107*
al 1-(v') Aty 2770, 4202 602+ (-7.02)]
85,1 MPa
* 3
0'2=E—~[82+v*~ 1]=%-[—7,02+0,429-6,02]-10—4

=-125,5MPa.

Pravci glavnih naprezanja poklapaju se s pravcima glavnih deformacija.

0
zapatcizaviezeu: [
Zadatak 9.3.

Za ravninsko stanje deformacije poznate su komponente tenzora naprezanja o, , o, i 7,

Potrebno je odrediti deformacije za osi X
deformacije i pravce glavnih deformacija.

I y koje sosima x i y zatvaraju kut ¢, glavne

Zadano je: o, =60 MPa, o, =0MPa, 7,, =40 MPa, ¢ =-20", E=200GPa, v=0,3.

Zadatak 9.4.
Ravninsko stanje deformacije zadano je linijskim deformacijama ¢,, &, i &, dobivenima uz
pomo¢ mjernih tenzometara (slika Z.9.4.).

Valja odrediti naprezanja za osi x i y, glavna naprezanja i pravce glavnih naprezanja.

Zadano je: &, =7-10", g, =—4-10*, ¢, =310, E=210GPa, v=0,3.

%%

\ 60° /
e‘ '”‘«60"

WY -
Slika Z.9.4. Zadatak 9.4.

-
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10. TEORIJE CVRSTOCE

Pri provjeri ¢vrstoce ili pri dimenzioniranju u sluc¢aju aksijalnog opterecenja, Cistog savijanja te
Cistog smicanja i uvijanja, najve¢e normalno odnosno najvec¢e posmic¢no naprezanje usporeduje
se s dopusStenim normalnim odnosno posmi¢nim naprezanjem koje je za razliCite materijale
dobiveno laboratorijskim ispitivanjima, kako je to opisano u uvodnom poglavlju.

Medutim, pri slozenom opterecenju Stapa, koje ¢e detaljnije biti promotreno u sljede¢em
poglavlju, javlja se u proizvoljnoj tocki optere¢enog deformabilnog tijela ravninsko stanje
naprezanja. Laboratorijskim ispitivanjima prakti¢no je nemoguée simulirati sve kombinacije
koje mogu nastupiti pri slozenom opterecenju, pa se postavlja pitanje Sto treba usporedivati s
dopustenim naprezanjem pri provjeri ¢vrsto¢e odnosno pri dimenzioniranju. Odgovor na to
pitanje daju teorije ¢vrstoce prema kojima se izraCunava ekvivalentno naprezanje za usporedbu
s dopustenim naprezanjem. Odredivanje ekvivalentnog naprezanja temelji se na glavnim
naprezanjima ¢ije je izraCunavanje dano u sedmom poglavlju.

Ako se radi o dvoosnom stanju naprezanja, jedno od glavnih naprezanja uvijek je jednako nuli.
Treba naglasiti vaZznost oznacavanja glavnih naprezanja, naime vrijedi dogovor o, > o, > ;.
Pritom se mogu pojaviti sjedece situacije:

- ako su dva glavna naprezanja, koja su razli¢ita od nule, pozitivna, onda je o, =0,

pozitivno naprezanje veceg iznosa je o, @ ono manjeg iznosa oznacava se o, (Slika

10.1.a);
- ako su dva glavna naprezanja, koja su razli¢ita od nule, suprotnog predznaka, onda se
pozitivno naprezanje oznacava o, Negativno o, a o, =0 (slika 10.1.b);

- ako su dva glavna naprezanja, koja su razli¢ita od nule, negativna, onda je o; =0,
negativno naprezanje manjeg iznosa je o,, a ono veceg iznosa je o, (slika 10.1.c).

@) ¢)
A T
Tmux 7’-mmc
o o
03:0 0'1 :0
g,
- =
O-]

Slika 10.1. Glavna naprezanja: a) dva glavna naprezanja razlicita od nule Su pozitivna,
b) naprezanja razlicita od nule suprotnog predznaka, c) dva glavna naprezanja
razlicita od nule su negativna

Vise je teorija ¢vrstoce 1 one su:

1. teorija najveceg normalnog naprezanja (Rankinova teorija)
2. teorija najveceg posmic¢nog naprezanja (Trescina teorija)
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3. teorija najvece distorzijske energije (teorija HMH prema Huberu, von Misesu i
Henckyju)
4. teorija najvece duljinske deformacije.

U ovom poglavlju detaljnije ¢e se opisati prve tri teorije koje se najceSée primjenjuju u
prakticnim problemima. Laboratorijska ispitivanja potvrdila su da se prva teorija moze
primjenjivati za krte materijale, dok su druga i treca teorija prikladne ako se radi o duktilnim
materijalima.

10.1. TEORIJA NAJVECEG NORMALNOG NAPREZANJA

Po ovoj teoriji za provjeru ¢vrsto¢e mjerodavno je ono glavno naprezanje koje je po apsolutnoj
vrijednosti najvece, te je ekvivalentno naprezanje o, jednako maksimalnom naprezanju o

max

tako da uvjet ¢vrstoce glasi:
Oy =Opax S0y - (10.1)

e Ymax —
Uvjet ¢vrstoce (10.1) graficki je prezentiran pomocu krivulja ¢vrstoce kako je to pokazano na

slici 10.2. gdje su uzeta u razmatranje samo glavna naprezanja razli¢ita od nule i oznacena sa
o, 1 0,. U koordinatnom sustavu Oo;0, crta se tocka T s koordinatama o; i o,. Ako tocka

T ulazi unutar oznacenog kvadrata na slici 10.1.a, nema opasnosti od loma 1 uvjet ¢vrstoce je
zadovoljen. Krivulje ¢vrsto¢e mogu se prikazivati i u nedimenzionalnom koordinatnom sustavu
gdje su koordinate tocke T o, /0y | 0,/0y (slika 10.2.b).

a) b)
A0 o
O-d
A A
T Tr‘
(73‘ 7 Jd 1
e~ =0 e 7
O_.ﬂ,. O rf{]
ﬂ{] I
Y Y
- Gy - G4 - - 1 - 1 -

Slika 10.2.: @) krivulje évrstoce prema teoriji najveéeg normalnog naprezanja, b) nedimenzionalni
oblik krivulja cvrstoce

10.2. TEORIJA NAJVECEG POSMICNOG NAPREZANJA

Po ovoj teoriji kriticno stanje nastaje kad najvece posmicno naprezanje dostigne vrijednost
dopustenog posmi¢nog naprezanja dobivenoga prema Mohrovoj kruZnici za jednoosno stanje
naprezanja 7, = oy /2.

Kako je prema slici 10.1. najvece posmiéno naprezanje jednakor,, =(o,—o03)/2, uvjet

¢vrstoce glasi:
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0, — 03 o
Tmax = STy=——,

2 2
odakle se dobije ekvivalentno naprezanje:
O, =0, —0j5. (10.2)

Krivulje ¢vrstoée za ovu teoriju mogu se dobiti kako je prikazano na slici 10.3.a.
Nedimenzionalni oblik krivulja ¢vrsto¢e dan je na slici 10.3.b.

a) b)
O-'}
NE » &
O-d
C B
A A
g, I
. g
} = O, D Oﬁ' A I - —L
o O.[I
O’d ].
. Y El|.- Y
ad a F
d d 1 1
- - - - - -

Slika 10.3.: a) krivulje évrstoée prema teoriji najveéeg posmicnog naprezanja, b) nedimenzionalni
oblik krivulja ¢vrstoce

10.3. TEORIJA NAJVECE DISTORZIJSKE ENERGIJE - HMH TEORIJA

Za ovu teoriju potrebno je poznavati izraz za gustocu distorzijske energije. Ovdje je naveden
izraz za gustocu distorzijske energije bez izvodenja, a koji glasi:

[(0'1—0'2)2 +(o, —03)2 +((73—o-1)2]

Pri jednoosnom stanju naprezanja za o, = o4 dobije se izraz za dopuStenu distorzijsku energiju
koji glasi:

1+v

Uy ="+
de 6-E

1+v
Udedop Zs__E'O-d'

Uvjet ¢vrstoce jest:

1+v 2 2 2 1+v
U e Z(S-_E[(O-l_O-Z) +(0'2 —0'3) +(O'3 —0'1) JSUdedop =3—E-O'd,
te prema o, <o, izraz za ekvivalentno naprezanje glasi:
1 2 2 2
O'e:\/E'[(O-l—O-Z) +(O-2_O_3) +(O_3_O_l) :|' (10'3)

Ova se teorija jo$ naziva i HMH teorija po autorima koji su na njoj radili (M. T. Huber 1904.,
R. von Mises 1913. i H. Hencky 1925. godine).
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Krivulja ¢vrstoce po ovoj teoriji predstavljena je elipsom na slici 10.4.a, a nedimenzionalni
oblik krivulje ¢vrstoée dan je na slici 10.4.b.

a) b)
72 9
04
H A A
5 Oy 1
i o
A Y 1
- - —
A 1 o,
Y Y
- O-d -l O-d 3= - l - 1 >

Slika 10.4.: a) krivulje évrstoée prema HMH teoriji, b) nedimenzionalni oblik krivulja évrstoce

10.4. USPOREDBA TEORIJA CVRSTOCE

Krivulje ¢vrstoce prema svim trima promatranim teorijama u nedimenzionalnom obliku dane
su na slici 10.4. Podrucje sigurnosti prema teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja (oznac¢eno
zelenom bojom na slici 10.5.) nalazi se unutar podrucja sigurnosti svih ostalih teorija, pa se
moze izvuéi zakljucak da teorija najveceg posmi¢nog naprezanja za ravninsko stanje naprezanja
daje najvecu sigurnost.

A &
(23
tmax d
.
Fbl bbb L LD
amax E \~-.\ - 1
. :
S '
\i ’ ]
von Mises _i Ol y O
L ] A o,
S H
™~ 4 H
‘ i 1
i Y

.

- -
- »

A

Slika 10.5. Krivulje ¢vrstoce prema trima promatranim teorijama u nedimenzionalnom obliku
Sve ove teorije provjeravane su eksperimentima u laboratorijskim ispitivanjima.

Slika 10.6. pokazuje epruvetu na kojoj je mogucée ostvariti razliite kombinacije dvoosnog
stanja naprezanja. Epruveta je kruzna tanka cijev koja se moze istovremeno opteretiti
unutarnjim pritiskom p, uzduznom silom F i momentom M . Mijenjanjem vrijednosti

opterecenja dobiju se u stijenci cijevi razli¢ite kombinacije naprezanja o, i o,.

Rezultati ispitivanja pokazani su na slici 10.7.
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Rastezljivi ili duktilni materijali dobro slijede teoriju najvece distorzijske energije, dok krhki
materijali bolje slijede teoriju najveceg normalnog naprezanja.

Slika 10.7. Eksperimentalna provjera teorija ¢vrstoce

Primjer 10.1.

Za orijentirane elemente ravninskog stanja naprezanja prikazane na slici 10.8.a i b odrediti
ekvivalentno naprezanje prema teorijama najveCeg normalnog i najveceg posmicnog
naprezanja te prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji).

a) b)

e AT

50

Slika 10.8. Primjer 10.1.
RjeSenje:
Orijentirani element prema slici 10.8.a.

Komponente tenzora naprezanja koje pripadaju tom elementu jesu:
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o,=—40MPa, o, =-90MPa, =-50 MPa.

Txy

Glavna naprezanja u ravnini Oxy rac¢unaju se prema (7.16) i iznose:

o 20, [0 COT oy g

2 2

&, =20+ (=%0) —\/[(_40)_(_90)}2 +(~50)* =-120,9 MPa.

2 2

Nakon renumeracije glavnih naprezanja, vode¢i racuna da vrijedi o > o, >0, glavna
naprezanja glase:

o,=0MPa, o0,=-91MPa, o,=-120,9MPa.

Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja rac¢una se prema (10.2)
i jednako je

o, = 0, -0, =0—(~120,9)=120,9 MPa.

Prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji) ekvivalentno naprezanje je (10.3):

o, :\/%[(01—02)2 +(o, —0-3)2 +(O‘1—(73)2:| :

odnosno uz o; =0 MPa:

G, =Jo? + 02— 0,0y =4)(~9,1) +(~120,9)° ~(-9,2)-(~120,9)
5, =116,6 MPa.

Orijentirani element prema slici 10.8.b.

Komponente tenzora naprezanja koje pripadaju tom elementu jesu:

o, =60MPa, o,=-50MPa, 7, =40MPa.

U ravnini Oxy najve¢a normalna naprezanja iznose:

2
o - 60+(2—50)+\/{60‘(2_50)} +40% = 73,0 MPa,

2
o, = 6°+(2—50) _\/{60‘(2‘50)} +40? = 63,0 MPa.

Nakon renumeracije glavna naprezanja jesu:

o,=73MPa, o,=0MPa, o,=-63MPa.

Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja iznosi:
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o, = 0, — 0y = 73,0~ (~63,0) = 73,0 (~63,0) = 136,0 MPa.

Prema HMH teoriji ekvivalentno naprezanje jest:

o, =\/1[(O-1_02)2 +(0y-03) +(0'1—O'3)2} :

2

odnosno uz o, =0 MPa:

G, =Jo? + 0% — 0,05 =4[ 73,0° +(~63,0)° ~73,0-(63,0)
o, =117,9 MPa.

Primjer 10.2.
U zatvorenoj cilindri¢noj posudi polumjera r i debljine stijenke t vlada pretlak p (slika 10.9).

Valja odrediti ekvivalentno naprezanje prema teoriji najveceg posmic¢nog naprezanja i teoriji
najvece distorzijske energije.

Zadano je: r=500mm, t=8mm, p=3MPa.

A
@W‘
—

l—
—
| —

Slika 10.9. Primjer 10.2.

RjeSenje:
Normalna naprezanja u uzduznom i cirkularnom smjeru jesu:

DT _3500 s pepy T 3500

o, = =187,5MPa,
2.t 2.8

pa glavna naprezanja na vanjskoj strani plasta iznose:

o, =0,=187,5MPa,

c,=0,=9375MPa, o,=0MPa.
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Ekvivalentno naprezanje prema teoriji najveceg posmicnog naprezanja iznosi:
o, =0, —0,=187,5-0=187,5MPa.

Prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji) ekvivalentno naprezanje jest:

1

B YO Y |

odnosno uz o; =0 MPa:

0, =+Jo? + 0% —0y-0, =+[187,5? + 93,75 ~187,5-93,75

o, =162,4 MPa.

O
ZADATCI ZA VJEZBU: P
Zadatak 10.1.

Za orijentirane elemente ravninskog stanja naprezanja prikazane na slici Z.10.1.a i b odrediti
ekvivalentno naprezanje prema teorijama najveéeg normalnog i1 najveceg posmicnog
naprezanja te prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji).

a) b)

AT )

60 50

Slika Z.10.1. Zadatak Z.10.1.
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11. SLOZENO OPTERECEN]JE

Bezbroj je mogu¢ih kombinacija pri slozenom optereCenju Stapa koje ¢e u njegovu
proizvoljnom popre¢nom presjeku izazvati u opéem slucaju postojanje svih Sest komponenata
unutarnjih sila, kako je to navedeno u potpoglavlju 1.5.1. uvodnog poglavlja ovih skripata.
Ukupna naprezanja odredivat ¢e se superpozicijom rezultata dobivenih od svakog pojedinog
djelovanja, tj. od pojedinac¢nog djelovanja svake od Sest komponenata unutarnjih sila.

U ovom poglavlju pokazat ¢e se izracunavanje ekvivalentnog naprezanja u tockama popre¢nog
presjeka Stapa za sljede¢e kombinacije opterecenja:

- osno (aksijalno) opterecenje 1 savijanje
- osno opterecenje i uvijanje

- uvijanje i savijanje

- osno opterecenje, uvijanje i savijanje.

11.1. AKSIJALNO OPTERECENJE I SAVIJANJE

Kod ovog slucaja optereCenja Stapa javljaju se samo normalna naprezanja uzrokovana
uzduzZnom silom i momentom savijanja. Ukupno naprezanje racuna se kao algebarski zbroj
normalnih naprezanja ra¢unanih posebno od osnog opterecenja i posebno od savijanja.

Primjer 11.1.

Zakrivljeni Stap zadanoga popre¢nog presjeka opterecen je na slobodnom kraju silom iznosa
F (slika 11.1.). Potrebno je izraCunati najveée vlacno i najvece tla¢no naprezanje te prikazati
raspodjelu normalnih naprezanja po visini popre¢nog presjeka na mjestu ukljestenja. Zadano
je: F=60kN, =200 mm, t=12mm.

Presjek I - 1

I « 4
Slika 11.1. Primjer 11.1.

Rjesenje:

Unutarnje sile u popreénom presjeku odredene su razmatranjem ravnoteze dijela Stapa desno

od zamisljenog presjeka (slika 11.2.). Uvjeti ravnoteze glase:

> F,=0: -N-F=0,
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Y F=0: -Q,=0,
D> Mp=0: -M, -F:1=0.

Iz gornjih jednadzbi dobiju se vrijednosti unutarnjih sila koje iznose:
N=-F=-60kN; M, =-F-1=-60-0,2=-12kN-m.

y —_
Q.
AA

0,2m

r

60 kN
Slika 11.2. Primjer 11.1. Dio nosaca desno od zamisljenog presjeka

Povrsina i aksijalni moment tromosti za teziSnu 0os y zadanoga popre¢nog presjeka jesu:
A=2880mm°, 1, =2,7924-10° mm*,
Navedene unutarnje sile izazivaju normalna naprezanja koja su od uzduzne sile jednoliko
raspodijeljena po visini popre¢nog presjeka i imaju vrijednost:
3
oN =E=ﬁ=—20,8 MPa,
A 2880

a od momenta savijanja linearno raspodijeljena po visini presjeka s najve¢im vrijednostima na
gornjem i donjem rubu (u to¢kama A i B):

M ~12.10°

y
O =—2.72, =——— _.(-48 :206,3|\/|Pa,
AT, M 2,7924.10° (~48)
M ~12.10°
op =t ozg =210 48 2063 MPa.
B, 2,7924-10
o, MPa O,
A $ ~ 2063 185,5
— | ¢ o/
T T ~neutralna
? 1, 96 o + — // linija
. /’
T o // S
] || L]
B Yo 20,8 206,3 227,1
<« 48

Slika 11.3. Primjer 11.1. Raspodjela normalnih naprezanja po visini poprecnog presjeka
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Ukupna normalna naprezanja u tockama A i B dobiju se algebarskim zbrajanjem naprezanja
nastalih od uzduZne sile i onih od momenta savijanja (slika 11.3):

og =0y +0sg =—20,8-206,3=-227,1MPa.

Primjer 11.2.

Stap pravokutnoga popreénog presjeka opterecen je na slobodnom kraju silom iznosa F i
spregom momenta M (slika 11.4.). Potrebno je izra¢unati ukupno normalno naprezanje u
tockama A, B, C i D poprecnog presjeka na mjestu ukljestenja te skicirati raspodjelu normalnih
naprezanja po popre¢nom presjeku na tom mjestu.

Zadano je: F=60kN, M =2kN-m, b=50mm, h=90 mm.

4—bb
B A
L
Ve RSN B ) A
{ ]
C D
I

Slika 11.4. Primjer 11.2.
Rjesenje:
Zadano opterecenje pored rastezanja izaziva i savijanje u vertikalnoj i horizontalnoj ravnini.

Razmatranjem ravnoteze dijela Stapa desno od zamisSljenog presjeka (slika 11.5.) i
postavljanjem uvjeta ravnotezZe za taj dio mogu se odrediti unutarnje sile u popre¢nom presjeku.

4 M.
w

Slika 11.5. Primjer 11.2.: Dio nosaca desno od zamisljenog presjeka

Uvjeti ravnoteZe potrebni za odredivanje unutarnjih sila glase:
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> F,=0: -N+F=0,
> M, =0: -M, —-F-h/2=0,
d>M,=0: -M,+M=0.
Unutarnje sile dobivene rjeSavanjem gornjih jednadzbi jesu:
N =F =60kN,
M, =-F-h/2=-60-0,045=-2,7kN-m,
M, =M =2kN-m.
Geometrijske karakteristike popre¢nog presjeka iznose:
A=4500 mm?, 1,=30375-10° mm*, I, =0,9375-10° mm*.

Uzduzna sila izaziva normalna naprezanja jednoliko raspodijeljena po popre¢nom presjeku tako
da u svim tockama poprecnog presjeka imaju vrijednost:

N 60-10°

A 4500

Od momenta savijanja M, nastaje savijanje u vertikalnoj ravnini te su normalna naprezanja u

OnaA =ONB =ONCc =OND = =13,3 MPa.

karakteristiénim to¢kama A, B, C i D poprecnog presjeka:

M -2,7-10°

y ’
Opp=—L 25 =———.(-45)=40,0 MPa,
BT, A 3,0375-106( )

M ~2,7-10°
o =L zg =210 45 40,0 MPa.
P, 3,0375-10

Moment savijanja M, savija Stap u horizontalnoj ravnini. Nastala normalna naprezanja u

tockama A, B, C i D poprecnog presjeka iznose:

M, 2-10°
Opp=——Lt-y,=————__.(—25)=53,3MPa,
AD I Ya 0,9375-106( )

M, 2-10°
Ope=——1t-Yg=———"— _.25=-533MPa.
B.C I Y8 = 7 0,9375.10°

Ukupna normalna naprezanja u karakteristi¢cnim to¢kama jesu:

ox =13,3+40,0+53,3=106,6 MPa,
og =13,3+40,0-53,3=0MPa,

o. =13,3-40,0-53,3=-80,0 MPa,
op =13,3-40,0+53,3=26,6 MPa.

Prikaz raspodjele normalnih naprezanja po popre¢nom presjeku dan je na slici 11.6.
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50

B . A 13,3 40,0
A
®
90
R @
o
Y L
C D 13,3 20,0
z Oy MPa Oy
533
®

Slika 11.6. Primjer 11.2.: Raspodjela normalnih naprezanja po visini poprecnog presjeka

11.2. AKSIJALNO OPTERECEN]JE I UVIJANJE

Pri ovoj kombinaciji sloZenog opterecenja u popre€nom presjeku Stapa od unutarnjih sila samo
Su uzduzna sila i moment uvijanja razli¢iti od nule. Od uzduZne sile javljaju se normalna
naprezanja jednoliko raspodijeljena po popre¢nom presjeku, a od momenta uvijanja posmic¢na
naprezanja linearno raspodijeljena po popreénom presjeku s najve¢om vrijednosti u rubnim
tockama okruglog poprecnog presjeka.

Normalno naprezanje dobije se prema o= N/A, a najvee posmino naprezanje prema
=M, /\Np , pa se za bilo koju tocku na rubu poprecnog presjeka stanje naprezanja moze

prikazati orijentiranim elementom prikazanim na slici 11.7.
<—

xy

—_—

Slika 11.7. Orijentirani element bilo koje tocke ruba poprecnog presjeka

Za prikazani element glavna naprezanja jesu:

o,+0 o, -0 2 2
%2 =5 i\/[ 2 )+(_TW) |

Ako se, radi jednostavnijeg pisanja, uzme o, =o i 7,, =z, izrazi za glavna naprezanja nakon

sredivanja postaju:
2

o o o 1
Oy ==+, —+7> =—+=~o?+4-7%,
! 2 2

2 4
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2

o, I, S :%—%-\/02+4-12 :

2 4

Buduc¢i da su glavna naprezanja suprotnog predznaka, nakon renumeracije, kako je to pokazano
u desetom poglavlju, ona glase:

c 1 > 2 o 1
oy =—+—- o?+4.72, o0,=0, O3=———- o’ +4.7% .

2 2 2 2
Uvrstavanjem izraza za glavna naprezanja u izraze (10.2) i (10.3) mogu se dobiti izrazi za
izraCunavanje ekvivalentnih naprezanja kako slijedi:

e prema teoriji najvecih posmicnih naprezanja
0, =0, —03=\o’ +4-7° (11.1)
e prema teoriji najvece distorzijske energije (HMH teoriji)

O, :\/1 |:(Gl—0'2)2+(0'2 —0‘3)2 +(0'3—0'1)2} =Jo?+3-7%. (11.2)

>

Primjer 11.3.

Zadan je Stap kruznoga popre¢nog presjeka koji je na slobodnom kraju opterecen aksijalnom
silom iznosa F i spregom momenta M (slika 11.8.). Potrebno je izracunati ekvivalentno
naprezanje u proizvoljnoj to¢ki na obodu Stapa prema teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja i
prema HMH teoriji.

Zadano je: F=50kN, M =5kN-m, d =80 mm.

Slika 11.8. Primjer 11.3.

Rjesenje:
Unutarnje sile u proizvoljnom popre¢nom presjeku odredene su razmatranjem ravnoteze dijela
Stapa desno od zamisljenog presjeka (slika 11.9.).

Uvjeti ravnoteZe glase:
> F=0: —-N+F=0,

> M, =0  —-M;+M =0,
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odakle su unutarnje sile:
N=F=50kN, M;=M=5kN-m.

Slika 11.9. Primjer 11.3.: Unutarnje sile u presjeku Stapa

Povrsina i polarni moment otpora zadanog presjeka jesu:

2 2 3 3
A= 80T soormm?, w, =978 10110 mm?.
4 4 16
Normalno naprezanje u bilo kojoj tocki popre¢nog presjeka, pa tako i u tockama na rubu, iznosi:
3
O—:E: °0-10 =9,95 MPa,
A 5027
dok je najvece posmicno naprezanje u rubnim tockama iznosa:
M, 5-10°

——t_-_2°Y __495MPa.

T =
™ W, 0,101-10°

Ekvivalentno naprezanje po teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja prema (11.1) jest:

o, =No? +4-7% =1/9,95 + 4.49,5? =99,5 MPa,

a prema HMH teoriji (11.2) iznosi:

o, =No? +3-7% =4/9,95% +3-49,5% =86,3 MPa.

11.3. UVIJANJE I SAVIJANJE

Ova kombinacija slozenog opterecenja nastaje kada se u popre¢nom presjeku Stapa od
unutarnjih sila javljaju samo momenti savijanja i moment uvijanja. Od momenta savijanja javlja
se normalno naprezanje, a zbog momenta uvijanja pojavljuje se posmi¢no naprezanje. Oba ova
naprezanja raspodijeljena su linearno po popre¢nom presjeku i imaju najvecu vrijednost na
obodu okruglog presjeka. Najveée normalno naprezanje rafuna se prema izrazu
=M, /\Ny , a najvece posmic¢no naprezanje prema izrazu z,, =M, /\Np , gdje je M,

O-I’T'IaX

ukupni moment savijanja dobiven prema izrazu:

MS:\/(My)2+(MZ)2. (11.3)
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Primjer 11.4.

Stap kruznoga popreénog presjeka opterecen je na slobodnom kraju silom iznosa F (slika
11.10.). Potrebno je dimenzionirati $tap prema teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja i prema
HMH teoriji. Promjer d izraziti kao cjelobrojnu vrijednost u milimetrima.

Zadanoje: |, =1,8m, I, =1,2m, F=15kN, o, =180 MPa.

Slika 11.10. Primjer 11.4.
Rjesenje:
Unutarnje sile u proizvoljnom poprecnom presjeku odredene su metodom presjeka. Razmatra
se ravnoteZa odsjecenog dijela Stapa desno od zamisljenog presjeka (slika 11.11.).

Slika 11.11. Primjer 11.4.: Unutarnje sile u presjeku Stapa

Uvjeti ravnoteZe potrebni za odredivanje unutarnjih sila razlicitih od nule jesu:
> F,=0: -Q,+F=0,
> M, =0: -M,-F:l,=0,
> M, =0: -M,—F-,=0.
Unutarnje sile sljedec¢ih su iznosa:
Q,=—F =-15kN,

M =-F-l,=-15-1,2=-18, M, =-F-,=-15.1,8=-27kN-m.
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Posmic¢no naprezanje uzrokovano poprecnom silom puno je manje od onog nastaloga od
momenta uvijanja. S druge strane, ono je u rubnim tockama okruglog presjeka jednako nuli,
tako da se ovaj primjer moze shvatiti kao kombinacija samo savijanja i uvijanja.

Odgovarajuéi orijentirani element u to¢ki A razmatranog Stapa na mjestu ukljestenja je prema
slici 11.7.

Dimenzioniranje se provodi prema uvjetu ¢vrstoce, tj. mora biti o, < oy.

Prema teoriji najveceg posmicnog naprezanja (11.1) jest:

W, w

Kako je za kruzni popre¢ni presjek W, = 2-W, , gornji izraz nakon sredivanja moZze se pisati u
obliku:

(My)2+(Mt)2 M

(Wy )2 Wy )

gdje je ekvivalentni moment savijanja:

e

M, \/ ) +(M,)? (11.4)

Prema HMH teoriji (11.2) jest:

gdje je ekvivalentni moment savijanja:

Me:\/(My)2+0,75-(Mt)2. (11.5)

Za zadane vrijednosti po teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja ekvivalentni moment je (11.4):

M, = /(-27)7 +(~18)* =32,45 kN -m,

pa se trazeni promjer dobije prema izrazu:

32

6
dzi/wzlzzﬁmm, d =123 mm.

7-180
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Ekvivalentni moment po HMH teoriji za zadane vrijednosti iznosi (11.5):

M, =/(~27)? +0,75-(~18) =31,18 kN -m.

Trazeni promjer jest:
. . . 6
d>3 32-M, =13/32 31,18-10 =120,8mm, d=121mm.
Oy -180

11.4. AKSIJALNO OPTERECEN]E; SAVIJANJE I UVIJANJE

Razlika ovog slucaja u odnosu na prethodni jest u tome $to ¢e se u popreénom presjeku javiti i
uzduzna sila pa ¢e normalnom naprezanju od savijanja trebati pridodati normalno naprezanje
od uzduzne sile, tj. najveée normalno naprezanje racuna Se prema izrazu:
Ormax = N + M,
max A W

y

Primjer 11.5.

Zakrivljeni Stap okruglog presjeka oblika kruznog vijenca optere¢en je trima silama na
slobodnom kraju. Sile su poznatih intenziteta F, F, i F; (slika 11.12.). Valja provjeriti

¢vrstocu zakrivljenog Stapa prema HMH teoriji.
Zadano je: l,=1,6m, |,=0,9m, D=120mm, d=80mm, F =12kN, F,=10kN,
F; =18KkN, o, =200 MPa.

Slika 11.12. Primjer 11.5.

RjeSenje:
Unutarnje sile u proizvoljnom popre¢nom presjeku odredene su metodom presjeka. Utjecaj
poprecnih sila Q, i Q, , kako je ve¢ prije spomenuto, moze se zanemariti.

Stoga se piSu samo oni uvjeti ravnoteze za odsjeceni dio zakrivljenog Stapa desno od presjeka
(slika 11.13.) iz kojih se mogu dobiti uzduzna sila, moment uvijanja i momenti savijanja:
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odakle je

0.3 m

|

Slika 11.13. Primjer 11.5.: Unutarnje sile u presjeku Stapa

> F=0: —-N+F,=0,
dM,=0:  -M+F;:1,=0,
>M,=0: -M,-F-L-F,:1,=0,
>M,=0: -M,+F;l,=0,

N =F,=10kN,

M, =F;-l,=18-0,9=16,2kN-m,

M

y

=—F,—F,-1,=-12.1,6-10-0,9=-28,2 kN -m,

M,=F,l,=18-1,6 =28,8 KN-m.

Ukupni moment savijanja jest:

M, :\/(MY)2+(MZ)2 =\/(—28,2)2+28,82 — 40,307 kN-m.

Geometrijske karakteristike zadanoga popre¢nog presjeka potrebne za izraCunavanje
naprezanja jesu:

A=

W,

w

p

D*.x d*x 120°-7 80* -«

= 6283 mm?,

4

_D3-7r.

32

D3-7r._

16

Ukupno normalno naprezanje iznosi:

4

_120°-7

32

4
1-[ 80 =0,136-10° mm?®,
120

80

| 120%7 |

16

4
1—( j =0,272-10% mm?®.
120
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3 6
M, (10107, 40,307-10° _; 59, 296,4 = 298,0 MPa,
W, 6283 013610

N
o=—+
A

dok je posmi¢no naprezanje:

6
;M 162-10° o9 5 vipa.

W, 0,272-10°

Ekvivalentno naprezanje prema HMH teoriji iznosi:

o, =\o? +3-7% =4/298,0% +3-59,62 = 315,4 MPa .
Budu¢i da je
o, =315,4 MPa > o, = 200 MPa,

¢vrstoca Stapa ne zadovoljava pa bi trebalo povecati dimenzije popre¢nog presjeka.

O
zapatcizaviezeu: [
Zadatak 11.1.

Stap zadanoga popre¢nog presjeka optereéen je na slobodnom kraju koncentriranom silom
iznosa F ispregom momenta M (sl. Z.11.1.). Potrebno je izracunati najveée vla¢no i najveée
tlatno naprezanje te skicirati raspodjelu normalnog naprezanja po visini popre¢nog presjeka
Stapa ako je zadano: F =20kN, M =4kN-m, a=80mm, b=100mm, t=20 mm.

Slika Z.11.1. Zadatak Z.11.1.

Zadatak 11.2.

Za stap opterecen ekscentri¢cnom aksijalnom silom iznosa F naslobodnom kraju (slika Z2.11.2.)
valja izraCunati najvece vlacno i1 najvece tlacno naprezanje.

Zadano je: F =50kN, a=100 mm, b=180 mm, t=40 mm.

- >
A B /
E }
] | b
D C

Slika Z.11.2. Zadatak Z.11.2.
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Zadatak 11.3.

Stap popreénog presjeka oblika kruznog vijenca opterecen je na slobodnom kraju aksijalnom
silom iznosa F ispregom momenta M (slika Z.11.3.).

Valja odrediti ekvivalentno naprezanje, u proizvoljnoj tocki T na obodu Stapa, prema teoriji
najveceg posmi¢nog naprezanja i prema HMH teoriji.

Zadano je: F=30kN, M =6KkN-m, D=90mm, d =60 mm.

Slika Z.11.3. Zadatak Z.11.3.
Zadatak 11.4.

Na slobodnom kraju zakrivljenog Stapa popre¢nog presjeka oblika kruznog vijenca djeluje sila
iznosa F (slikaZ.11.4.).

Slika Z.11.4. Zadatak Z.11.4.

Valja odrediti ekvivalentno naprezanje u A na mjestu ukljesStenja Stapa prema teoriji najveceg
posmic¢nog naprezanja.

Zadanoje: |, =1,4m, l,=0,9m, F=25kN, D=120mm, d =80 mm.
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Zadatak 11.5.

Zakrivljeni Stap okruglog presjeka u obliku kruznog vijenca opterecen je dvjema silama iznosa
F, i F, nasvom slobodnom kraju (slika Z.11.5.).

Valja odrediti ekvivalentno naprezanje u tockama M i N prema HMH teoriji.
Zadano je: F,=25kN, F,=15kN, |, =2,2m, I, =1,4m, D=130mm, d =90 mm.

Slika Z.11.5. Zadatak Z.11.5.
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12. 1ZVIJANJE

Stapovi se &esto javljaju kao dijelovi realnih konstrukcija. Pored uvjeta &vrstoée, vazno je da
imaju zadovoljavajucu krutost, ali isto tako trebaju ispuniti uvjet stabilne ravnoteze. Pojam
stabilnosti ravnoteze moZe se razjasniti na primjeru krutog tijela. Na slici 12.1. prikazana je
kuglica u pocetnom ravnoteznom polozaju (srednji polozaj) postavljena na trima razli¢itim
podlogama:

e U slucaju podloge prema slici 12.1.a nakon §to se kuglica izvede iz ravnoteznog
poloZaja pomicanjem lijevo ili desno, nakon nekog vremena vratit ¢e se u prvotni
ravnotezni poloZaj. KaZe se da je kuglica u stabilnoj ravnotezi.

e Naslici 12.1.b oblik podloge je takav da se pomicanjem kuglice ona sve viSe udaljava
od prvotnog ravnoteznog polozaja. To je slucaj labilne ravnoteze.

e Pri pomicanju kuglice po podlozi prikazanoj na slici 12.1.c ona ostaje u ravnotezi u bilo
kojem novom poloZzaju koji je blizak prvotnom ravnoteznom polozaju. U tom slucaju
radi se o indiferentnoj ravnotezi.

c)

Slika 12.1. RavnoteZa krutog tijela: a) stabilna, b) labilna, c) indiferentna

Kad se Stap promatra kao deformabilno tijelo, postoji slican problem stabilnosti ravnoteze. Pri
opterecenju Stapa on se deformira dok ne poprimi ravnotezni deformirani oblik koji takoder
moze biti stabilan, labilan ili indiferentan. Na slici 12.2.a prikazan je Stap na jednom kraju
slobodan, a na drugom uklijesten. Stap je na slobodnom kraju opterecen aksijalnom silom
iznosa F .

a) b) c) dx

Al =’ ? :

Slika 12.2. Stabilna, indiferentna i labilna ravnoteza elasticnog stapa

Neka je Stap idealno ravan, izraden od homogenog materijala i idealno centricno opterecen.
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Ako na stap djeluje sada neka mala boc¢na sila AF , opet mogu nastati tri slucaja ponasanja
Stapa:

1. Stap se izvije u stranu i nakon uklanjanja boéne sile AF vraéa se u pocetni ravni
polozaj. Kaze se da je Stap u stabilnoj elasticnoj ravnotezi (slika 12.2.b). Ovaj slucaj se
javlja pri malim vrijednostima iznosa sile F .

2. Stap se izvija u stranu i nakon uklanjanja boéne sile zadrzava izvijeni oblik. Taj slu¢aj
nastupa pri tzv. kriticnoj sili R, 1 naziva se indiferentna elasti¢na ravnoteza (slika

12.2.c).

3. Pri najmanjoj bo¢noj sili dolazi do jakog izvijanja Stapa u stranu (slika 12.2.d) pri ¢emu
moze do¢i do loma $tapa. To nastupa kada je F > F, i Stap je u labilnoj elasticnoj
ravnotezi.

U realnim konstrukcijama Stap nikada nije idealno ravan i homogen niti je idealno centricno
optere¢en. Pojava nehomogenog materijala ili najmanje odstupanje sile od idealno centri¢nog
djelovanja izaziva isti u¢inak na Stap kao i mala boc¢na sila AF . MozZe se re¢i da do izvijanja
dolazi uvijek kada tlacna sila F prijede kriti¢nu vrijednost F, .

Zadatak je ovog poglavlja odredivanje kriti¢ne sile F odnosno kriti¢nog naprezanja o,, za

razne oblike 1 dimenzije Stapova izradenih od razlicitih materijala.

12.1. 1ZVIJANJE STAPA U ELASTICNOM PODRUCJU, EULEROVA KRITICNA
SILA

Na slici 12.3.a prikazan je Stap na obama krajevima vezan s pomocu zglobnih oslonaca i
centriéno optereéen silom F . Stap ostaje ravan sve dok je sila F manja od kriti¢ne sile
izvijanja F, tj. dok vrijedi F <F, . Kad sila dostigne kriticnu vrijednost, pocinje bo¢no

izvijanje, a uzduzna os $tapa prelazi u elasti¢nu liniju w=w(x) (slika 12.3.h).

a) b) c) d) e) ¥,

X
A
F F F lFﬁFk, ler J!z;ﬁkr J!‘)Fkr
B i I |

A.R. e .2.
N

Slika 12.3. Osnovna forma i viSe forme izvijanja Stapa
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U tom slucaju javlja se u proizvoljnom presjeku moment savijanja M, = F -w. Diferencijalna

jednadzba elasticne linije glasi:

dw M, F
oz E1. ELWV
y y
odnosno
2
_‘; W a? w=0, (12.1)
X
gdje je
“ZZEI.:| | (12.2)

Jednadzba (12.1) homogena je diferencijalna jednadzba drugog reda i njeno opce rjesenje glasi:
w=C, -sinax+C,-cosax. (12.3)
Konstante integracije C, i C, mogu se odrediti iz rubnih uvjeta:
w(0)=0i w(l)=0.
Iz prvog rubnog uvjeta dobije se C, =0, a iz drugog:
0=C,;-sinal. (12.4)

Taj izraz jednak je nuli ako je C, =0, Sto dovodi do trivijalnog rjeSenja w=w(x)=0 gdje bi

elasti¢na linija bila pravac. To pokazuje da je ravan oblik Stapa jedan od moguéih ravnoteznih
oblika. Druga moguénost da izraz (12.4) bude jednak nuli jest da vrijedi:

sin(a-1)=0,
odnosno
al=k-7, k=0,123... (12.5)
Ako se izraz (12.2) uvrsti u (12.5), dobije se:
F

E-l,

=k'72'-

Iz gornjeg izraza moze se dobiti vrijednost sile pri kojoj nastupa izvijanje:

E-l,

F okttt (12.6)

Jednadzba elasti¢ne linije u tom slucaju glasi:
W=C1-sinax=Cl-sinki—”x. (12.7)

Elasti¢na linija moZe imati vise oblika ovisno 0 tome koje vrijednosti ima k . Svakom obliku
elasti¢ne linije odgovara druga sila izvijanja. Za k =0 prema (12.6) F =0 odnosno prema
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(12.7) moZe se vidjeti da je elasti¢na linija pravac (slika 12.3.c). Ako je k =1, elasti¢na linija
ima oblik sinusnog poluvala, kako je prikazano na slici 12.3.d. Sila izvijanja ima u tom sluc¢aju
najmanju vrijednost, tj. ona je kriti¢na sila pri kojoj nastaje izvijanje:

_E'Iy

F = 5 2. (12.8)

Izraz za kriti¢nu silu izveo je 1757. godine L. Euler, pa se ova sila naziva Eulerova kriti¢na sila
izvijanja.

Kada je k = 2, elasti¢na linija ima oblik pune sinusoide (slika 12.3.¢), dok je sila izvijanja Cetiri
puta veca od kriti¢ne sile izvijanja. Forma izvijanja za k =3 dana je na slici 12.3.f pri ¢emu je
sila izvijanja devet puta veca od kriti¢ne pri osnovnoj formi izvijanja. Vise forme izvijanja
mogu se ostvariti u laboratorijskim uvjetima; u praksi izvijanje se vrsi uvijek po prvoj formi
¢im sila F premasi kriti¢nu vrijednost F, .

Dakle, izrazom (12.8) odredena je sila pri kojoj zapoc€inje izvijanje, koje nastaje oko one osi

poprecnog presjeka Stapa za koju je krutost Stapa najmanja. U izrazu (12.8) za aksijalni moment

tromosti treba uzeti glavni moment tromosti | .. =1,, paizraz (12.8) postaje:
Fo=r?.Elmin (12.9)

r 2
Io

gdje 1, predstavlja duljinu izvijanja Stapa koja ovisi o rubnim uvjetima.

El El . 2E1 . 4E1 .
Fkr — 7_[2 lz[nlﬂ ij_ — 71_2 4]{1;111 Fkr — 71_2 lzﬂllﬂ Fkl — 7[2 lz[nlﬂ

Slika 12.4. Duljine izvijanja za razlicite slucajeve vezivanja Stapa: a) dvije zglobne veze,
b) ukljestenje na jednom kraju, ¢) ukljestenje i zglobna veza, d) ukljestenje na oba kraja

Izraz (12.9) moZe se rabiti za razlicite slucajeve vezivanja Stapa na krajevima (slika 12.4.) uz
vrijednost duljine izvijanja 1, prema duljini Stapa | kako slijedi:

e |, =1 zastap zglobno vezan na krajevima (slika 12.4.a);
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e |, =2l zastap na jednom kraju uklijesten, a na drugom slobodan (slika 12.4.b);
e | ,=0,71 zaStap na jednom kraju uklijeSten, a na drugom zglobno vezan (slika 12.4.c);
e |, =0,5l za slucaj vezivanja Stapa prema slici 12.4.d.

Dijeljenjem izraza (12.9) s povrSinom poprecnog presjeka dobije se:

i_ﬂ.Z.E'Imin/A.

A 12

Uvodenjem pojma kriti¢no naprezanje o, = F, /A teuz 1, /A=i%,, gornji izraz postaje:

. -2.
Gkr’ :ﬂz.%:ﬂz .%,
0 (Io/lmin)
odnosno
O =7° 52 (12.10)
A
gdje je
A=t (12.11)
Imin

nedimenzionalna karakteristika Stapa i naziva se vitkost Stapa. Izraz (12.10) prikazan je graficki
na slici 12.5. i ima oblik hiperbole. Sto je Stap vitkiji, to ga manje kriti¢no naprezanje dovodi
do izvijanja.

O-kr 4 \
\
\
\ Eulerova

2 A — k / hiperbola

N/

|
O-kr ——————— 2

I I

I I

I I

I I

T ;

© -

O Ao y)

Slika 12.5. Ovisnost kriticnog naprezanja o vitkosti Stapa
Izraz (12.10) vrijedi pod pretpostavkom da je modul elasti¢nosti E konstantan, tj. ako je
oy < o, Granicna vitkost 4, dobije se uvrstavanjem u izraz (12.10) o, = o

p 1 A=4,"

A=me | = (12.12)
Op

Dakle, kriti¢no naprezanje racuna se po Eulerovu izrazu (12.10) samo ako je 2 > A4, .

Iz izraza (12.12) vidljivo je da grani¢na vitkost 4, ovisi samo o materijalu od kojeg je Stap

izraden.
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12.2. 1ZVIJANJE STAPA U PLASTICNOM PODRUCJU

Za sluaj da je A; <A < A, kritiéno naprezanje racunat ¢e se prema izrazu koji je predlozio

Tetmajer:

A
O :JO—(GO —Gp)-/l—p, (12.13)
gdje je o, granica proporcionalnosti, a o, neko karakteristicno naprezanje koje se dobiva
kada se eksperimentalne podatke o izvijanju aproksimira pravcem (slika 12.6.).

A Tetmajerov
k pravac

Eulerova
" hiperbola

Slika 12.6. Ovisnost kriticnog naprezanja o vitkosti §tapa U elasticnom i plasticnom podrudju
Smanjenjem vitkosti Stapa raste kriticno naprezanje i pri vitkosti oznacenoj s A, dostize granicu
teCenja R, (stara oznaka o). Pri vitkosti A < A; prije ¢e do¢i do gnjecenja (teCenja) Stapa
nego do izvijanja, pa primjena izraza (12.13) nema opravdanja. MoZe se lako izracunati da je

Ay = Ay T (12.14)
Oy — O,
Na slici 12.6. prikazana su tri podru¢ja ovisno o vitkosti Stapa:
o Kiratki Stapovi za vitkost 1 < A; kada se Stapovi proracunavaju na tla¢nu ¢vrstocu i

izvijanje se ne uzima u obzir.
e Srednje dugi Stapovi za vitkost A, < 2 < 4, kada se Stapovi proracunavaju na izvijanje

prema (12.13) ili prema nekom drugom empirijskom izrazu.
e Vitki Stapovi za vitkost 1>, kada se Stapovi proraCunavaju na izvijanje prema

Eulerovu izrazu (12.10).
Primjer 12.1.

Konstrukcija sastavljena od krute grede ABD i deformabilnog Stapa optereéena je u A
koncentriranom silom iznosa F (slika 12.7.).

Potrebno je provjeriti stabilnost Stapa BC zadanoga pravokutnog poprecnog presjeka.
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Zadano je: a=12m, b=18m, c=22m, t=20mm, F=12kN, E =200GPa,
o, =180 MPa.

Slika 12.7. Primjer 12.1.

RjeSenje:
Oslobadanjem grede od veza i zamjenom veza odgovaraju¢im reakcijama veza (Slika 12.8.)
moZe se napisati uvjet ravnoteze za gredu AD:

> Mp=0: F-(a+b)+Ngc-sina-b=0,
gdje je kut « dobiven prema izrazu:

tana =c/a=2,2/1,2=1,83333, «=61,39".
a b ‘

ol .
3

A B D

\
F \& ‘

NBC
Slika 12.8. Primjer 12.1.: Kruta greda ABD oslobodena od veza

]
&

Tlac¢na sila u Stapu BC dobivena iz uvjeta ravnoteze iznosi:

F-(a+b) 12-(1,2+1,8)
Nge =- : =— g =-22,782 kN.
b-sina 1,8-sin61,39°

Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka Stapa jesu:
A=2t-5t=10-t* =10-20° = 4000 mm?,

_5t-(2t)° 100-40°
o V)

12
i =\/'mi" = \/533333 =11,55mm.
A 4000

Stap je zglobno vezan na svojim krajevima, pa je duljina izvijanja jednaka duljini $tapa:

| = =533333mm*,

min
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I, =1=+a? +c2 =1,22+2,2° =2,506 m.

Vitkost Stapa iznosi:

i:#:@:ﬂ?,o,
i 11,55

min

a granicna vitkost je

/1p =7- Ezﬁ.‘/210000 =107,3.
Op 180

Budu¢i da je 4 =217,0> 4, =107,3, kriti¢no naprezanje ratuna se prema Euleru:

, E _, 210000

O =7n""—=T =44,0 MPa.
“ 22 217,07
Tla¢no naprezanje u Stapu jest:
pa— . 3
oo Npc _ —22,782-10 _ 57 MPa.

A 4000
Moze se zakljuciti da je Stap stabilan jer vrijedi:
|o|=5,7 MPa < o, =44 MPa.
Primjer 12.2.

Resetkasti nosa¢ optereéen je koncentriranom silom iznosa F i vezan je za podlogu
nepomic¢nim osloncem u A i pomi¢nim osloncem u B (slika 12.9.). Svi su Stapovi kruznoga
popreénog presjeka zadanog promjera d. Valja provjeriti stabilnost Stapova reSetkaste
konstrukcije.

Zadanoje: a=1m,b=2m, d=20mm, F=6kN, E=210GPa, ap:180MPa.

Slika 12.9. Primjer 12.2.
Rjesenje:
Reakcije oslonaca, kao i sile u Stapovima resetkastog nosaca, mogu se dobiti na poznati nacin

iz uvjeta ravnoteze te metodom Cvorova, kako je to opisano u Sestom poglavlju skripata
Tehnicka mehanika I.

Uzduzne sile u stapovima resetkastog nosaca jesu:
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N, =-1,50kN; N,=335kN, N;=-3,35kN,
N,=-6,71kN, N;=30kN.

Potrebno je provijeriti stabilnost tlacno opterecenih Stapova, tj. Stapova 1, 3 i 4. Geometrijske
karakteristike popre¢nog presjeka navedenih Stapova jesu:

2 2
A=T 9 T2 a4 0 mme,
4
r-d*  z-20°
lnin = 1 === = 7854 mm*,

) - 7854
i o= [-min _ 7297 5mm
min \/A 314,2

Minimalni polumjer tromosti za kruzni poprecni presjek mogao bi se izracunati i na ovaj nacin:

Stapovi su zglobno vezani na svojim krajevima, pa je njihova duljina izvijanja jednaka njihovim
duljinama, tj.:

ly=h=2m; Iz, =l,=v1*+2%=2,236m,

Vitkosti Stapova iznose:

dok je grani¢na vitkost:

her = =n |29 _g073.
o, 180

Kako su vitkosti Stapova vece od grani¢ne vitkosti, kriticna naprezanja raCunaju Se prema
Euleru i iznose:

, E _ , 210000

Ow1 =7 -?—ﬁ 2002 =13,0 MPa;
E 210000
Clza =7 -?:7[2 OVERT =10,4 MPa..

Tla¢na naprezanja u Stapovima jesu:

3
ﬁ:ﬂ:_4,77 MPa :
A 314,2

o =
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— . 3 - * 3
&:—3’35 10 =-10,7 MPa; 04:mzmz—21,4MPa.
A 314,2 A 314,2

O3 =
Budu¢i da je

loy|=4,77 MPa <o\, =13 MPa,

|o5|=10,7 MPa > 5\, ; =10,4 MPa,  |o,|=21,4 MPa > o,, =10,4 MPa,

moze se zakljuditi da je Stap 1 stabilan, dok Stapovi 3 i 4 ne zadovoljavaju uvjet stabilnosti, pa
bi trebalo poveéati promjer popre¢nog presjeka tih Stapova.

Primjer 12.3.

Stap AB vezan je za podlogu ukljedtenjem u A i opterecen koncentriranom silom iznosa F na
slobodnom kraju. Potrebno je provjeriti stabilnost Stapa ako je njegov popre¢ni presjek oblika
kvadrata kojem je brid a (slika 12.10.).

Zadanoje: 1=0,4m, a=30mm, F =90kN, E =210GPa, o, =180 MPa, o, =310 MPa.

vy

Al .

Slika 12.10. Primjer 12.3.
RjeSenje:
UzduZna sila u popre¢nom presjeku Stapa jest:
N =—F =—-90kN.
Poprecni presjek ima sljedece geometrijske karakteristike:
A=a*=30% =900 mm?,

a* 30

=1, :E_E:msoo mm?*,
i :\/'mi” :\/63280 =8,66 mm.
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Stap je na jednom kraju slobodan, a na drugom uklijedten, pa je njegova duljina izvijanja

jednaka njegovoj dvostrukoj duljini, tj.:
1=2-1=2-0,4=0,8m.

Vitkost Stapa iznosi:

Imin

dok je grani¢na vitkost:
Ay =71 £ =7r-‘/210000 =107,3.
Op 180

A=92,4<1,=107,3,

Budu¢i da je

kritiéno naprezanje racuna se prema Tetmajeru:

92,4

A
o =0, —(0, —ap)Z =310-(310-180)- -~ =198,1 MPa.

Tla¢no naprezanje u Stapu iznosi:

3
o _N_~9010 =100 MPa.
A 900

Kako je
|o| =100 MPa < o, =198,1MPa,

moze se zakljuciti da je Stap stabilan.

Primjer 12.4.

Konstrukcija na slici 12.11. sastoji se od krute grede AB i deformabilnog Stapa AC zadanog
oblika popre¢nog presjeka. Konstrukcija je optere¢ena koncentriranom silom iznosa F i

jednoliko raspodijeljenim kontinuiranim optere¢enjem iznosa (.
q

l

Slika 12.11. Primjer 12.4.

211



Potrebno je provjeriti stabilnost Stapa AC ako je zadano: a=1,5m, b=11m, c=2,4m,

t=20mm, F=8kN, q=12kN/m, E =200GPa, o, =180 MPa, o, =310 MPa.
Rjesenje:
UzduZna sila u Stapu AC mozZe se dobiti iz uvjeta ravnoteze (slika 12.12.):
D> Mg=0: F-(a+b)+q-b-b/2+Npc-sina-(a+b)=0,
gdje je kut « dobiven prema izrazu:

tana =c/(a+b)=2,4/2,6=0,92308, «=4271"

Slika 12.12. Primjer 12.4.: Kruta greda AB oslobodena od veza
Tla¢na sila u Stapu BC iznosi:

F-(a+b)+g-b*/2  8-(15+11)+12.11°/2

= =-15,911kN.
(a+b)-sina (1L5+1,1)-sin42,71°

Ngc = -

Geometrijske karakteristike zadanoga poprec¢nog presjeka iznose:

A=4000mm?, | =1,=933333mm*,

\/ min \/933333 =15,28 mm.
4000

Stap je na obama krajevima zglobno vezan, pa su duljina izvijanja i duljina $tapa jednake:

l, =1 =yJ(a+b)? +¢? =\(15+11)° +2,4° =3,538m.

(0]
Vitkost Stapa jest:

lz_li:ﬁzﬂlﬁ,
i 15,28

min

dok je grani¢na vitkost:
Ay =71 £ =7r-,/200000 =104,7.
Op 180

A=2315> A, =104,7,

Budu¢i da je

kriti¢no naprezanje rauna se prema Euleru:
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, E _, 200000

on=n""—=7 = 36,8 MPa.
“ 22 231,57
Tla¢no naprezanje u Stapu iznosi:
_— . 3
o= N _ZILI0T 5 o0 vipg
A 4000

Stap AC je stabilan jer vrijedi:
|o|=3,98 MPa < o, = 36,8 MPa.

zapatcizaviezeu: [

Zadatak 12.1.

Resetkasta konstrukcija opterecena je dvjema koncentriranim silama iznosa F i F, te vezana

za podlogu pomi¢nim osloncem u A i nepomi¢nim osloncem u B (slika Z.12.1.). Svi Stapovi
reSetkastog nosaca su kruznog popre¢nog presjeka zadanog promjera d .

Valja provjeriti ¢vrstoc¢u i stabilnost Stapa 3 reSetkaste konstrukcije.
Zadano je: a=4m, b=3m, d=50mm, F=15kN, F,=10kN, E=210GPa,
o4 =180 MPa, o, =180 MPa .

a a < a

- .
< 4

A\

Slika Z.12.1. Zadatak Z.12.1.
Zadatak 12.2.

Stap kruznoga popreénog presjeka zadanog promjera d uklijedten je na krajevima (slika
7.12.4.). Koliko se moze povecati temperatura Stapa tako da ne dode do gubitka njegove

stabilnosti ako je zadano: 1=2,5m, d=40mm, a:12,6-10‘61/°C, E =200 GPa,
o, =180 MPa?

[
Slika Z.12.2. Zadatak Z.12.2.
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Zadatak 12.3.

Stap AB zadanoga popre¢nog presjeka vezan je za podlogu pomi¢nim zglobnim osloncem u A
i ukljestenjem u B. Stap je optereéen koncentriranom silom iznosa F (slika Z.12.3.).

Valja provjeriti stabilnost Stapa.
Zadano je: 1=3m, b=60mm, h=120mm, t=12mm, F=100kN, o, =180 MPa,
o, =310 MPa, E =210GPa.

F
A
t
Y
] A
['Y
ol
{ 3 ;
: Y
1 Y
A
b e b o
B . b

Slika Z.12.3. Zadatak Z.12.3.
Zadatak 12.4.

Konstrukcija naslici Z.12.4. sastoji se od zakrivljenog krutog dijela ABD i deformabilnog Stapa
BC. Konstrukcija je opterec¢ena koncentriranom silom iznosa F .

Dimenzionirati kvadratni poprecni presjek Stapa BC zadanog brida a, prema uvjetu ¢vrstoce te
nakon toga provjeriti njegovu stabilnost.

Zadano je: a=0,2m, b=0,6m, c=1,4m, d=1,2m, F=3kN, E=210GPa,
o, =180 MPa, o, =160 MPa.

b c

o la
>

Slika Z.12.4. Zadatak Z.12.4.
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13. RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBU

2. Aksijalno opterecenje

Zadatak 2.1.

F=4,0kN, o,=80MPa,

o, =40MPa, Al, =0,457 mm.
Zadatak 2.3.

A =34,0mm?, A, =236mm’,
0g =2,854mm, oy =3,554mm.
Zadatak 2.5.

0, =198 MPa, o, =144 MPa,
o3 =118 MPa, 65 =1,282mm.
Zadatak 2.7.

o, =-118 MPa, o,=-82,3MPa,

o, =—185 MPa.

Zadatak 2.9.
o, =—-43,9MPa, o,=62,1MPa.

Zadatak 2.11.

Zadatak 2.2.

F=37,0kN, og. =178 MPa,
0g =5,69 mm.

Zadatak 2.4.

0, =16,4MPa, o,=219MPa,
0, =16,4 MPa, o, =0,156 mm.

Zadatak 2.6.

o, =120 MPa, o, =60,2MPa,
0p =0,826 mm.

Zadatak 2.8.

o, =-84,7MPa, o,=42,3MPa.

Zadatak 2.10.
o0, =138 MPa, o, =138 MPa,
05 =120 MPa.

F =48kN.
3. Smicanje

Zadatak 3.1. Zadatak 3.2.

7=44,8 MPa. d =16 mm.

Zadatak 3.3. Zadatak 3.4.

F =30KkN. d=19mm.

Zadatak 3.5. Zadatak 3.6.

=15 mm. l, =153 mm, 1, =62mm.
4. Geometrijske karakteristike poprecnih presjeka

Zadatak 4.1.

A=3138mm?*, I, =1,=48,65-10° mm*,

I, =0mm*, i =i,=39,4mm, W, =W, =811.10° mm®,

Zadatak 4.2.

yr=241mm, A=1920mm?, I, =102,6-10* mm*, I, =234-10* mm*,

I, =0mm*, i =231mm, i,=11mm, W, =29,3-10°mm°’ W, =9,71.10° mm®,
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Zadatak 4.3.

a) A=3600mm*, y;=239mm, z;=456mm, |, =421.10° mm*,

|, =12,3-10° mm*, 1, =-578-10°mm*, 1, =432.10°mm*, 1,=112-10° mm*,

¢, =10,6°, i, =34,6 mm, i,=17,6 mm.

b) A=3600mm?, y;=544mm, z;=544mm, |, =421.10° mm*,

|, =18,1-10° mm*, 1,=-19,1.10°mm*, 1,=52,7-10°mm*, 1,=7,52-10° mm*,

»,=28,9°, i,=382mm, i,=14,5mm.

5. Uvijanje
Zadatak 5.1.
7, =-244MPa, 1, =104 MPa,

7 =-119 MPa, a.=-2,88-10"rad.

Zadatak 5.3.
M, =917 N-m
d,=31mm, d,=39mm.

6. Savijanje
Zadatak 6.1.
o, = 95,1 MPa
@ 761 @ 068

Zadatak 6.3.
d =56 mm,
=-155mm, g, =0,031rad.

Wmax
Zadatak 6.5.

Neutralna os: z, =—1,47-y,

o =169 MPa, 0oy .x =—201MPa.

v, max

Zadatak 6.7.
Fo=24,4kN, M, =-19,7kN-m,

Fy =35,6 kN.

Zadatak 5.2.
M =473N-m, 7, =37,6MPa,
7, =33,5MPa,

a5 =7,06-10°rad, a.=12,6-10"rad.

Zadatak 5.4.

M, =587kN-m, My=413kN-m,
7, =—41,0MPa, r,=-615MPa,

ry =97,4MPa, ag=-3,15-10"rad,
ac =-7,49-107 rad.

Zadatak 6.2.
t=10 mm
518 @ @© 168
O —\5,03
LS 1 O i ISR ISR ‘ 2.01
; ] %
®

Y, 51.8
Zadatak 6.4.
t=9mm,

W, =9,41mm, .. =7,84-10"rad.
Zadatak 6.6.

Fo=-45kN, M, =45kN-m,

F; =10,5kN.

Zadatak 6.8.
Fr =Fg =16 kN,
M, =Mg=-10,7kN-m.
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Zadatak 6.9. Zadatak 6.10.

Fo=Fs=7,5kN, Fa =1,667 kN, Fg =11,5kN,

My=Mg=-11,3kN-m. Fc =2,833kN.

Zadatak 6.11. Zadatak 6.12.

Fs =18,4kN, Fy=12,1kN, Fc =26,5kN, F,=6,85kN,

W, =-3,604 mm, p,=-0,0018rad. Ps =0,0031rad, wg =20,3mm.
7. Tenzor naprezanja

Zadatak 7.1.

5, =-79,6 MPa, &,=-40,4MPa, 7,,=-338MPa, o,=-20,9MPa,
o, =-99,1MPa, @,=-251° (0s1), 74 =39,1MPa, &,=5, =-60MPa.

Zadatak 7.2.

&,=221MPa, &,=459MPa, 7, =54,3MPa, o,=89,6 MPa,

o, =-2L6MPa, @,=26,2° (051), 7, =556MPa, G, =35, =34,0MPa.

m

Zadatak 7.3.

7,y =~30,0 MPa.

Zadatak 7.4.
o, =—50MPa, oy =10 MPa, Tyy =15MPa, &, =-35MPa, Ey =-5MPa,

7y =-30MPa, 0,=135MPa, o,=-535MPa, @,=-133° (0s2),
Trax =33,5MPa, G, =5, =-20 MPa.

max

8. Tenzor deformacije
Zadatak 8.1. Zadatak 8.2.
£,=12910", z,=-1,29-10", £,=39710", & =-197-10",
Vi /2=-153107", & =2.10" Vi /2=354:107", £ =562-10"",
£,=—-2-10", ¢, =45° (0s1). £,=-3,62-10", @, =75° (0s1).
Zadatak 8.3.

£,=599-10", £ ,=0,01-10", 7,/2=5310"°,
£=9,08-10" &,=-3,08-10", ¢, =-4,73° (0s1).

9. Medusobna ovisnost naprezanja i deformacija
Zadatak 9.1. Zadatak 9.2.
£,=087-10", 7 ,=1,2310", o, =182MPa, o, =118 MPa,
77Xy/2 =3,24-107*, &= 4,3.107™, 7, =—145MPa, o, =299 MPa,
&) =-22.10"%, 9, = 26,6° (05 1). o,=1MPa, ¢,=-38,7° (os1).
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Zadatak 9.3.

z,=0,6-10"*, 0,96-107*,

Vi [2=325:10", £ =4,0310",
£,=-2,47-10", ¢, =26,6° (0s 1).

Ey:

10.
Zadatak 10.1.
a) O-e(o_max )

b) Ge(o_rnax) = 87 Mpa, GE(T

Teorije ¢vrstoce

-123MPa, o, |=127MPa,

=164 MPa,

max)

11.
Zadatak 11.1.

SloZeno opterecenje

Oymax = 42,0 MPa, Ot max = -95,7 MPa.
g, MPa 0O
(VAN
48,2
y-(
©
©
s 6,2 89,5
Zadatak 11.3.
et =105 MPa, o) = 90,8 MPa.
Zadatak 11.5.
oem =230MPa, o, =241 MPa.
12. Izvijanje

Zadatak 12.1.
o =12,7 MPa < o4 =180 MPa,
o=12,7 MPa <o, =13,0 MPa.

/Stap zadovoljava uvjete cvrstoce i stabilnosti/

Zadatak 12.3.
|o|=26,7 MPa < o, =197 MPa.

[Stap je stabilan/

Zadatak 9.4.

oy, =162MPa, o,=0MPa,

7, =—65,3MPa, o, =185MPa,
o,=—23MPa, ¢@,=-19,5° (0s1).

O-E(HMH) :125 MPa y

Oyrry) =142 MPa.

Zadatak 11.2.
=0z =22,5MPa,
=o0p =-13,6 MPa.

Gv,max

Ot max

Zadatak 11.4.
o, =306 MPa .

Zadatak 12.2.
At =50,1°C.

Zadatak 12.4.
a=6mm,
|o| =146 MPa > o, =3,45 MPa.

/Stap nije stabilan/
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